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l>ruck  Ton  Metxger  A  Wittig  in  Leipzig. 


Vorwort. 


Gern  bin  ich  der  Aufforderung  der  Verlagshandlung  nachge- 
kommen, ein  zur  ersten  läinführung  der  Studierenden  dienendes  Werk 
über  die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie 
zu  schreiben.  Giebt  es  doch  in  deutscher  Sprache  nur  wenige 
Bücher  mit  gleichem  Ziele;  wohl  nur  die  von  Hoppe ^  und  Joachims- 
thal* kommen  in  Betracht.  Das  erstere  ist  seiner  —  wenn  auch  nur 
äusserlichen  —  Absonderlichkeiten  halber  für  Anfänger  unbequem, 
das  letztere  infolge  der  vielen  Einschaltungen  in  der  neuesten  Auf- 
lage ziemlich  unübersichtlich,  während  seine  älteren  Auflagen  ent- 
schieden veraltet  sind.  Von  den  sonstigen  Werken  aus  demselben 
Gebiete  seien  hier  Knoblauch^  und  Stahl-Kommerell*  erwähnt. 
Auch  Salmon-Fiedleb's^  analytische  Geometrie  ist  daneben  zu 
nennen;  aber  alle  drei  eignen  sich  aus  verschiedenen  Gründen  kaum 
fiir  Anfanger.  Das  Hauptwerk  in  deutscher  Sprache,  Bianchi's 
Differentialgeometrie,®  ist  den  Studierenden  erst  nach  dem  Lesen 
eines  elementaren  Buches  über  denselben  Gegenstand  zu  empfehlen. 
Der  Vollständigkeit  halber  mag  hier  noch  das  umfangreiche  classi- 


^  Hoppe,  „Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in  zwei  Teilen'S 
Leipzig  1880  und  1890. 

*  JoACHXMSTHAL,  „Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmung",  3.  Aufl.  bearbeitet  von  Natani,  Leipzig  1890. 

'  Rkoblaüch,  ,,£inleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krum- 
men Flächen",  Leipzig  1888. 

^  Stahl  und  Kohmbrell,  ,)Die  Gruudformeln  der  allgemeinen 
Flächentheorie",  Leipzig  1893. 

*  Salmon,  „Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Curven", 

2.  Aufl.  Leipzig  1882,  und  „Analytische  Geometrie  des  Raumes",  4.  bez. 

3.  Aufl.  Leipzig  1879,  80,  beide  bearbeitet  von  Fiedleb. 

*  BiANCHi,  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie",  deutsch 
von  LuKAT,  Leipzig  1896/99. 


VI  Vorwort. 


sehe  Werk  von  Daeboüx^  für  Solche  genannt  sein,  die  ihre  Kennt- 
nisse auf  diesem  Gebiete  später  zu  vertiefen  wünschen. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Werkes,  dessen  erster  Band  hier 
vorliegt,  suchte  ich  stets  dessen  eingedenk  zu  sein,  dass  es  Denen 
dienen  soll,  die  soeben  zum  ersten  Male  einen  guten  Cursus  in  der 
DiflFerential-  und  Integralrechnung  durchgemacht  haben.  Deshalb 
habe  ich  fast  alle  überhaupt  besprochenen  Probleme  in  grösster 
Ausführlichkeit  bis  zu  ihrem  Abschluss  behandelt,  was  vielleicht 
gewandten  Lesern  lästig  sein  wird.  Aus  gleichem  Grunde  sind  die 
Ergebnisse  in  besonders  hervortretenden  Sätzen  formuliert,  sehr  zahl- 
reiche Rückverweisungen  angebracht,  ferner  viele  Beispiele  in 
kleinerem  Druck  eingeschaltet  und  viele  Figuren  beigegeben  worden. 
Ausserdem  ist  zum  Schluss  eine  Reihe  von  Formeltafeln  und  ein 
ausführliches  alphabetisches  Sachregister  angehängt  worden.  Durch 
die  Formeltafeln  wie  auch  durch  die  Art  der  Behandlung  der  Pro- 
bleme, wobei  KunstgriflFe  möglichst  vermieden  wurden,  suchte  ich  zu 
erreichen,  dass  der  Leser  bald  eine  gewisse  Fähigkeit  zu  selbst- 
ständigen Forschungen  in  ähnlichen  Problemen  erlange;  und  ich 
möchte  sogleich  anfügen,  dass  es  bei  einem  elementaren  Lehrbuche 
meiner  Ansicht  nach  nicht  sowohl  auf  eine  möglichst  grosse  Be- 
reicherung des  Studierenden  mit  neuen  Sätzen  als  vielmehr  auf 
eine  möglichst  weitgehende  Unterweisung  des  Studierenden  zu 
eigener  Arbeit  ankommt. 

Andererseits  habe  ich  aber  doch  versucht,  dem  Leser  den 
Zugang  zu  gewissen  neueren  Problemstellungen  zu  ermöglichen,  und 
so  dürfte  wohl  Einiges  dem  Anfänger  schwer  fallen.  So  z.  B.  die 
Betrachtungen  zur  Bestimmung  aller  DiflFerentialinvarianten  einer 
Curve  gegenüber  den  Bewegungen  des  Raumes,  Betrachtungen,  die 
ich  deshalb  an  einer  Stelle  durch  eine  geometrische  Beweisführung 
zu  erleichtern  genötigt  war.  Auch  die  Integration  der  natürlichen 
Gleichungen  einer  Raumcurve  und  manches  aus  dem  dritten  Ab- 
schnitt wird  wohl  Schwierigkeiten  bereiten;  aber  der  Leser  wird 
auch  dies,  wenn  er  nur  will,  überwinden  können,  da  keine  höheren 
Vorkenntnisse  verlangt  werden. 

Der  wesentlich  elementare  Charakter  des  Buches  wird  zur 
Genüge  darthun,  dass  es  mir  selbstverständlich  ganz  fem  liegt,  mit 
unseren  oben  genannten  anerkannten  Specialwerken  auf  gleichem 
Gebiete  in  Wettbewerb  zu  treten. 

*  Dabboux,  jjLe^ons  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaccs  et  les 
applicatioDs  g^om^triques  du  calcul  lufluit^simal^*,  vier  Teile,  Paris 
1887—1896. 


Vorwort.  vn 

Einige  Punkte,  aaf  die  ich  besonderes  Gewicht  lege,  seien  er- 
wähnt: 

Zunächst  die  gesonderte  und  ziemlich  ausführliche  Behandlung 
der  ebenen  Curven  vorweg,  was  vielleicht  die  Theoretiker  tadeln 
werden.  Dabei  habe  ich  schon  hier  die  krummlinigen  Coordinaten, 
die  dem  Anfänger  erfahrungsgemäss  in  der  Flächentheorie  die 
meisten  Schwierigkeiten  bereiten,  wenigstens  für  die  Ebene  ein- 
führen können.  Auch  einem  anderen  flächentheoretischen  Problem 
wird^  in  §  15  des  ersten  Abschnittes,  erheblich  vorgearbeitet. 

Femer  erwähne  ich  die  grundsätzliche  Mitberücksichtigung  des 
Imaginären  von  vornherein.  Wenn  man  späterhin  —  was  kaum  zu 
vermeiden  ist  —  Anwendungen  auf  imaginärem  Gebiete  machen  will, 
so  ist  zu  fordern,  dass  auch  vorher  die  Beweise  auf  das  imaginäre 
Gebiet  erstreckt  worden  sind,  was  häufig  nicht  beachtet  wird. 

Weiterhin  versuchte  ich  die  Theorie  der  Berührung  höherer 
Ordnung  analytisch  möglichst  exact  darzustellen,  was  in  unseren 
deutschen  Lehrbüchern  meist  unterlassen  wird. 

Die  Versuchung,  geometrische  Beweise  zu  bringen,  war  gross; 
aber  der  Zweck  des  Buches,  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung 
zu  geben,  wäre  durch  solche  Beweisführungen  nicht  gefördert  worden. 
Deshalb  fügte  ich  —  und  ich  darf  sagen:  gegen  meine  eigene  persön- 
liche Neigung  —  rein  geometrische  Betrachtungen  nur  da  hinzu, 
wo  sie  zur  Erleichterung  des  Verstehens  der  analytischen  Folgerungen 
Nutzen  zu  haben  schienen  oder  besonders  interessant  waren. 

Natürlich  stehen  die  Fordei*ungen  der  Ebcactheit  und  der 
leichten  Verständlichkeit  in  Widerspruch  mit  einander.  Es  war 
daher  nicht  zu  vermeiden,  hier  und  da  Ausgleichungen  zwischen 
beiden  Extremen  vorzunehmen.  Hoffentlich  ist  in  dieser  Hinsicht 
der  richtige  Mittelweg  einigermassen  eingehalten  worden.  Functionen- 
theoretische  und  algebraische  Betrachtungen  gehören  wohl  kaum  in 
ein  solches  Elementarwerk. 

Die  Figuren  habe  ich,  soweit  Räumliches  darzustellen  war, 
stets  in  axonometrischer  Orthogonalprojection  entworfen.  Dass  in 
unseren  Lehrbüchern  so  oft  falsch  construierte  Figuren  vorkommen, 
hat  seinen  Grund  nicht  immer  nur  in  der  Bequemlichkeit  der 
Autoren. 

In  Bezug  auf  die  in  den  Anmerkungen  gegebenen  geschicht- 
lichen Hinweise  muss  ich  um  Nachsicht  bitten.  Zeit  und  Gelegen- 
heit zu  gründlichen  Forschungen  an  der  Quelle  standen  mir  nicht 
genügend  zur  Verfügung;  ich  habe  mich  daher  zum  Teil  auf  aner- 
kannte Forscher  im  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  gestützt, 


vm  Vorwort, 

so  auf  Moritz  Cantob  und  Stäokel;  ferner  benutzte  ich  litterarischc 
Bemerkungen  von  Chasles,  Dabboux,  Lobia,  De  Saint- Venant, 
Salmon-Fiedleb,  Sohell,  Stahl-Eommebell  u.  A.  Wenn  nun  die 
Anmerkungen  hier  und  da  doch  nicht  die  wirklichen  Quellen  nennen 
sollten  und  wenn  an  manchen  Stellen  die  Citate  überhaupt  fehlen, 
80  steht  diesen  Mängeln  doch  der  erhebliche  Gewinn  gegenüber, 
dass  der  Anfänger  —  der  gerade  am  meisten  dessen  bedarf  — 
wenigstens  einiges  aus  der  Geschichte  seiner  Wissenschaft  erfährt. 

Dass  ich  die  oben  genannten  Werke  über  das  gleiche  Gebiet 
vielfiEtch  benutzt  habe,  braucht  bei  einem  Lehrbuche  wie  dem  vor- 
liegenden wohl  nicht  entschuldigt,  ja  eigentlich  kaum  erwähnt  zu 
werden.  Dass  ich  hier  und  da  neue  Einzelheiten  bringen  konnte, 
wird  der  Kenner  hoffentlich  bestätigen.  Meinem  verehrten  Collegen 
DiNGELBEY,  der  die  Freundlichkeit  hatte,  das  Manuscript  zu  diesem 
Bande  durchzulesen,  danke  ich  eine  ganze  Reihe  einzelner  kleiner 
Verbesserungen. 

Der  zweite,  abschliessende  Band,  der  im  wesentlichen  die 
Theorie  der  Flächen  enthält,  soll  im  Laufe  des  nächsten  Jahres 
erscheinen. 

Darmstadt,  im  October  1900. 

Georg  Scheffers. 
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Erster  Abschnitt, 

Corren  in  der  Ebene. 


§  1.    Analytische  Darstellung  ebener  Curven. 

Für  gewöhnlich  legen  wir  unseren  Betrachtungen  em  recht- 
winkliges Cartesisches  Coordinatensystem  zu  Grunde,  in  der  Ehene 
also  zwei  rechtwinklige  Punktcoordinaten  x  und  y.    ' 

En  Punkt  (x,  y)  beschreibt  eine  Linie  oder  Curve^,  wenn  sich 
seine  Abscisse  x  ändert  und  dabei  zugleich  seine  Ordinate  y  als  eine 
Function  von  x  veränderlich  ist,  wenn  also  beständig: 

(1)  y^fiA 

ist.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  Curve.  Diese  nächstliegende 
Darstellungsform  hat  den  Nachteil,  dass  die  beiden  Goordinaten  x 
und  y  eine  ungleiche  Behandlung  erfahren.  Auch  sind  die  Curven 
x  =  Const,  nämlich  die  zur  y-Ajce  parallelen  Geraden,  nicht  in  dieser 
Art  darstellbar.  Wir  schreiben  daher  die  Gleichung  der  Curve 
besser  in  noch  nicht  nach  y  aufgelöster  Form: 

(2)  F{x,  y)  =  0. 

Nun  bleibt  es  dahingestellt,  ob  man  x  oder  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche benutzen  will.  Die  Form  (2)  ist  jedoch  manchmal  un- 
bequemer als  die  Form  (1).* 

Will  man  weder  x  noch  y  bevorzugen  und  doch  eine  flir  die 
Rechnung  bequeme  Darstellung  der  Curve  haben,  so  stelle  man  sich 
vor,  dass  sich  x  und  y  mit  der  Zeit  —  etwa  gemessen  durch  die 
Zahl  t  der  seit  einem  bestimmten  Augenblick  vergangenen  Secun- 
den  —  gesetzmässig  ändern,  d.  h.  also,  dass  x  und  y  Functionen 
einer  dritten  Veränderlichen  t  seien: 

(3)  x  =  (p{t),    y^xp{t). 


^  Das  Wort  Linie  wird  vielfach  (z.  B.  in  der  sogen.  Liniengeometrie)  nur 
fiir  gerade  Linien  gebraucht.    Wir  ziehen  daher  den  Namen  Curve  vor. 

'  Der  Erste,  der  systematisch  die  analytische  Betrachtungsweise  bei  ebenen 
Curven  einführte,  war  bekanntlich  Dbscabteb  in  seiner  j,G^om^trie^*  (1637). 
ScHEFFKBS,  Gcom.  Diffr.  I.  1 
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Ob  man  diese  dritte  Veränderliche  t  als  die  Zeit  auffasst  oder  nicht, 
ist  für  die  Gestalt  der  Curve  ganz  gleichgültig.  Wir  verstehen  also 
in  (8)  unter  t  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse.  Sie  heisst  eine 
Hülfsveränderliche  oder  ein  Parameter.^  Eliminiert  man  t 
aus  (8),  80  geht  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y,  also  wieder  eine 
Gleichung  von  der  Form  (2)  hervor. 

Den  Parameter  t  kann  man  durch  einen  anderen  Parameter  r 
ersetzen,  indem  man  weiterhin  t  als  irgend  eine  Function  von  r 
definiert: 

(4)  <=(«(T). 

Aendert  sich  r,  so  ändert  sich  nach  (4)  auch  /,  mithin  nach  (8)  auch 
X  und  y  und  also  auch  der  Punkt  (or,  y).  Setzt  man  den  Wert  (4) 
von  t  in  (8)  ein,  so  stellen  sich  x  und  y  als  Functionen  von  r  dar: 

:r=0(r),     y  =  V(r). 

Hierdurch  haben  wir  eine  neue  Darstellung  der  Curve  (8)  erhalten. 
Da  die  Function  q}(t)  beliebig  gewählt  werden  kann,  so  haben  die 
beiden  Functionen  0  und  W  noch  einen  gewissen  Grad  der  Will- 
kürlichkeit. Man  sieht,  dass  sich  ein  und  dieselbe  Curve  auf 
unendlich  viele  Arten  mittels  einer  Hülfsveränderlichen 
darstellen  lässt. 

Diesen  Umstand  kann  man  verwerten,  um  eine  innig  mit  der 
Curve  zusammenhängende,  aber  längs  der  Curve  veränderliche  Grösse, 
wie  z.  B.  die  von  einer  bestimmten  Stelle  aus  gemessene  Bogenlänge, 
als  Hülfsveränderliche  einzuführen,  wodurch  Formeln,  die  mit  der 
Curve  zusammenhängen,  häufig  vereinfacht  werden  können.  Dies 
werden  wir  später  oft  thun. 

1.  Beispiel:  Die  Gleichungen: 

x  =  a  +  a^     y  =  b  -h  ß  t 

stellen  bei  gegebenen  Werten  von  a,  b,  n,  |^  und  veränderlichem  t  eine  Curve 
in  der  Form  (8)  dar.  Um  hier  die  Darstellungsfbrm  (2)  zu  gewinnen,  elimi- 
nieren wir  i  und  erhalten: 

X  —  a  rt 

y-6  ß 
oder 

^«  —  oy  —  a|9  +  6«=90, 

also  die  Gleichung  einer  Geraden.    Jede  Gerade 

Ax  -h  By  -h  C  ^  0 

^  Solche  Parameter  ^mrden  gelegentlich  schon  von  Eulbr  1748  und  Gramer 
1750  benutzt 
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läflst  sich  in  obiger  Form  darstellen.    Man   hat  nämlich  Oy  b,  a,  ß  so   zu  be- 
stimmen, dass  die  Gleichung 

die  nur  die  eine  Veränderliche  t  enthält,  för  alle  Werte  von  t  gilt,  mithin  so, 


daas 


Äa  -^^  Bb  +  C 


0 


0,    Äa  +  Bß 

ist  Als  die  Constanten  a,  b  darf  man  also  die  Coordinaten  irgend  eines  be- 
stimmten Punktes  der  Geraden  wählen,  während  man  a,  ß  so  festzusetzen  hat, 
daas  ß:a  die  Richtung  der  G^eraden  (die  Tangente  ihres  Winkels  mit  der 
z-Aze)  angiebt 

2.  Beispiel:  Der  durch  Drehung  um  den  Punkt  (a,  b)  mit  dem  Radius  r 
erzeugte  Kreis  kann  leicht  in  der  Form  (3)  dargestellt  werden.  Bildet  nämlich 
der  Radius  r  mit  der  x-Axe  den  Winkel  t,  so  sind  die  Coordinaten  seines  End- 
punktes (siehe  Fig.  1): 

X  »  a  +  r  cos  t,    y  =»  6  +  r  sin  ^. 

Elimination  von  t  giebt  die  gewöhnliche  Dar- 
stellung: 

(x  -  a)«  +  (y  -  6)"  =  r». 

Die  erste  Form  ist  häufig  deshalb  bequemer, 
weil  bei  ihrer  Anwendung  die  Benutzung  einer 
quadratischen  Gleichung  umgangen  wird.  Ver- 
stehen wir  unter  s  den  Bogen  des  Kreises  vom 
Punkte  (a  +  r,  b)  aus  im  Sinne  der  positiven 
Drehnng  bis  zu  irgend  einem  Punkte  (x,  y)  des 
Kreises  hin  gemessen,  so  ist  «  =  r  ^  oder 

r 
Einführung  dieses  Wertes  in  die  erste  Darstellung  des  Kreises  giebt: 

8  '  .8 

X  =  a  +  r  cos  — ,   y  —  6  +  r  sm  —  . 

T  T 

Jetzt  ist  8  der  Parameter.    Hier  haben  wir  ein  Beispiel  zur  Einführung  einer 
neuen  Hülfsveränderlichen  vor  uns. 


Fig.  1. 


3.  Beispiel:    Um  die  Ellipse 


x^ 


y* 


=  1 


mit  Hülfe  eines  Parameters  t  bequem  darzustellen,   beachten  wir,   dass   wir 

—  und  —-   als  Cosinus   und  Sinus   eines  Winkels  auffassen   können,    da   die 
a  0 

Summe  ihrer  Quadrate  gleich  Eins  ist  Dieser  Winkel  ist  längs  der  Ellipse  ver- 
Snderliclu    Bezeichnen  wir  ihn  also  mit  t,  so  kommt: 

X  =»  a  cos t,    y  =  baiat. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  t  ist  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt' 


'  In  der  Theorie  der  Planetenbewegungen  heisst  dieser  Parameter  t  die 
ezcentriache  Anomalie. 

1* 
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Liegt  die  Gleichung  einer  Corve  in  der  Form 

y  =  /"(') 

vor,  so  lehrt  die  Integralrechnung,  wie  sich  die  Länge  jp  des 
Curvenbogens  von  einem  Punkte  bis  zu  einem  anderen  Punkte 
hin  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrückt.  Man  beweist  nämlich, 
dass  die  Summen  der  Seitenlängen  der  Polygone,  die  sich  dem 
Curvenbogen  einbeschreiben  lassen,  für  den  Fall  unendlich  vieler 
Polygonecken  einen  Grenzwert  haben  und  bezeichnet  ihn  als  die 
Bogenlänge.  Hierauf  wollen  wir  nicht  näher  eingehen.  Wir  er- 
innern aber  daran,  wie  man  diese  Länge,  nachdem  ihre  Existenz 
bewiesen  ist,  berechnet. 

Auf  der  Curve   sei  der  Punkt   mit   der  Abscisse  x^  bestimmt 
gewählt  (siehe  Fig.  2).    Die  Abscisse  wachse  nun  von  x^  bis  x.   Die 

zugehörige  Bogenlänge  s  wird  eine  Function 
von  X  sein.  Wenn  x  um  das  unendlich  kleine 
Increment  dx  zunimmt,  wächst  y  um 

dy  =  f  {x)  dx 

und  die  Bogenlänge  s  um 


(? 


ds  =  ydx^  +  dy^  =  ]/l  +f{xYdx, 
sodass,  da  ^  für  ;r  =s  jtq  gleich  Null  ist,  folgt: 


Fig.  2. 


(6) 


5=Jyi  j^f(xfdx. 


Liegt  die  Curve  in  der  Form  vor: 

so  nehmen  x  und  y,  wenn  t  um  dt  wächst,  zu  um: 

dx  =:  (p' {t)dt,     dy  =i  %p' {t)dty 

also  der  Bogen  *,  der  vom  Punkte  (^o>yo)  ^^^  ^®^  Parameter- 
werte Iq  bis  zum  Punkte  (x,  y)  mit  dem  Parameterwerte  t  gemessen 
wird,  um  die  unendlich  kleine  Strecke 


ds  =  Y¥W+VW^^i 
die  man  das  Bogenelement  nennt,  s'^dass 


(6)  , 

ist. 

Die  Bogenlänge  s  ist  hiemach  eine  Function  von  t  und  kann 
daher  —  wie  oben  t  vermöge  (4)  —  als  neuer  Parameter  vermöge  (6) 
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eingeflllirt  werden.  Man  denke  sich  nämlich  die  Integration  in  (6) 
ausgeföhrt  und  ans  der  hervorgehenden  Gleichung  t  als  Function 
Ton  s  berechnet  und  diese  in  ;r  =  9p  {t)  und  y  »  t/;  (^)  eingesetzt. 
Dadurch  gehen  zwei  Gleichungen  hervor  von  der  Form: 

Hiemach  liegt  die  Frage  nahe,  wie  man  den  Gleichungen 
einer  Curve 

ansieht,  ob  in  ihnen  der  Parameter  t  nicht  etwa  selbst  schon  die 
Bogenlänge,  gerechnet  von  irgend  einer  Stelle  an,  darstellt.  Die 
Anfangsstelle  müsste  die  sein,  für  die  ^  =  0  ist,  d.  h.  der  Punkt 

also  müsste  (6)  fiir  t^  ==  0  rechts  direct  t  ergeben,  d.  h.  es  müsste 

sein. 

Satz  1:     In  den  Gleichungen  einer  ebenen  Curve: 

^  =  9^(0»   y  =  v^(0 

bedeutet  der  Parameter  t  dann  und  nur  dann  die  vom 
Punkte  (^  =  0)  an  gemessene  Bogenlänge  der  Curve,  wenn 
für  jeden  Wert  von  t: 

¥  (0*  +  V'  (0*  =  1 

ist 

Alsdann  können  wir  t  mit  s  bezeichnen  und  9p'  {t)  und  t^/  {t)  als 
Cosinus  und  Sinus  eines  längs  der  Curve  veränderlichen  Winkels  r 
auffassen: 

9p'  (t)  =  9?'  {s)  =  cos  T,     rfß'  {t)  =  yj'  {s)  =  sin  r. 

Der  Winkel  r  ist  eine  Function  von  s.    Nun  können  wir  schreiben : 

X  =  q){t)  =  j  cos T{8)dsj     y  =  t/; (^)  =  I  sin r (s) ds. 

Satz  2:  Die  Gleichungen  einer  ebenen  Curve,  ausge- 
drückt durch  die  Bogenlänge  s  als  Parameter,  haben  die 
Form: 

ar  =  j  cos  T(ijds,      y  =  I  sin  T  {s)ds. 

Diese  Gleichungen  stellen,  wie  man  auch  die  Function  r 
Ton   s  wählen   mag,    immer   eine   Curve   dar,    deren   Para- 
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meter  s  die  von  einer  gewissen  Stelle  an  gemessene  Bogen- 
länge ist. 

Aber  diese  Sätze  sind  nicht  auf  jede  Curve  anwendbar.  Denn 
man  kann  eine  Grösse  nur  dann  als  Parameter  benutzen,  wenn  sie 
thatsächlich  längs  der  Curve  veränderlich  ist.  Die  Bogenlänge  s 
hat  nun  nach  (6)  den  Differentialquotienten 


ds 


j  =  Win'  +  v^'{t) 


2 


und  ist  constanty  wenn  der  Differentialquotient  beständig  gleich  Null 
ist,  wenn  also  flir  jedes  t: 

ist.  Bei  reellen  Curven  tritt  dies  zwar  nicht  ein,  weil  sonst  einzeln 
(p'  und  t/;'  gleich  Null  sein,  mithin  x  und  y  fest  sein  müssten,  wohl 
aber  bei  gewissen  imaginären  Curven.  In  der  That  folgt  ja  aus 
der  letzten  Gleichung: 

wenn  i  eine  der  beiden  imaginären  Quadratwurzeln  aus  der  negativen 
Einheit  bedeutet,  und  hieraus  weiter  durch  Integration: 

(p  [t)  +  i  %p  {t)  =  Const. 
oder  also: 

(7)  X  +  ly  =  Const. 

Hätten  wir  die  andere  Quadratwurzel  aus  der  negativen  Einheit 
gewählt,  so  hätten  wir  erhalten: 

(8)  X  —  iy  =  Const. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  stellen  für  jeden  Wert  der  Constanten 
imaginäre  Geraden  dar,  längs  deren  die  Bogenlänge  nach  (6) 
gleich  Null  ist. 

Satz  3:  Die  einzigen  Curven  in  der  Ebene,  deren  Bogen- 
länge constant  und  daher  gleich  Null  ist,  sind  die  imagi- 
nären Geraden: 

^  ±  «y  =  Const. 

Diese  Geraden  heissen  die  Minimalgeraden  der  Ebene.^ 


^  Diese  Geraden  worden  zuerst  von  Poncelbt  in  seinem  „Trait^  des 
propri^t6s  projectives  des  figures"  (1822)  betrachtet.  Ihr  Name  ißt 
neueren  Ursprungs. 
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Zwei  solche  Geraden  können  zusammen  durch  eine  reelle  Glei- 
chung dargestellt  werden,  denn  die  Gleichung 

(9)  (a:-a)^  +  (y~*)*  =  0,  • 

die  den  Kreis  um  den  Punkt  (a,  b)  mit  dem  Radius  Null  darstellt, 
wird  nicht  nur  von  dem  Punkte  (x  =  a,  y  =  ä)  erfüllt,  sondern  auch 
von  allen  Punkten  der  beiden  Minimalgeraden 

oder: 

x±iy  =  a±ib. 

Die  imaginären  Kreise  (9)  heissen  gelegentlich  Nullkreise  oder 
auch  circuläre  Geradenpaare. 


§  2.    Die  Bewegungen  in  der  Ebene. 

unsere  Aufgabe  ist,  die  Eigenschaften  der  Curven  aus  ihren 
Gleichungen  zu  erkennen.  Je  einfacher  die  Gleichungen  sind,  um 
so  leichter  wird  dies  sein.  Zwei  Mittel  zur  Vereinfachung  der 
Gleichungen  haben  wir:  Einerseits  können  wir  durch  passende  Wahl 
der  Hülfsveränderlichen  die  Gleichungen  vereinfachen.  Hiervon 
sprachen  wir  kurz  in  §  1.  Andererseits  können  wir  aber  auch  ein 
neues  Axenkreuz  für  die  Coordinaten  einführen.  Hiervon  soll  jetzt 
gesprochen  werden. 

Jede  Lagenänderung  ist  relativ:  Ob  wir  die  Curve  festhalten 
und  das  Axenkreuz  ändern,  oder  ob  wir  die  starr  gedachte  Curve 
in  eine  andere  Lage  bringen,  während  wir  das  Axenkreuz  an  seinem 
Ort  belassen,  ist  in  betreflf  der  gegenseitigen  Lage  von  Curve  und 
Axenkreuz  gleichgtütig.  Wohl  aber  ist  es  für  die  Ableitung  von 
Formeln,  auch  für  den  sprachlichen  Ausdruck,  häufig  bequemer, 
gerade  eine  der  beiden  Methoden  der  Aenderung  zu  benutzen. 

Wir  beginnen  mit  der  Aenderung  des  Coordinatensystems 
bei  festgehaltener  Curve.  Das  Axenkreuz  werde,  ohne  die 
Ebene  zu  verlassen,  in  irgend  eine  neue  Lage  gebracht,  sodass 
also  der  Sinn  der  positiven  Drehung  ungeändert  bleibt.  In  diesem 
Sinn  —  von  der  positiven  ar-Axe  zur  positiven  y-Axe  —  sollen 
alle  Winkel  gemessen  werden.  Bei  dieser  Festsetzung  gilt  bekannt- 
lich der  Satz,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der  Seiten  eines 
geschlossenen  Vielecks  auf  irgend  eine  Gerade  gleich  Null  ist.  Da- 
bei hat  man  sich  das  Vieleck  in  einem  bestimmten,  übrigens  gleich- 
gültigen Sinn  des  Umlaufens  orientiert  zu  denken. 
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Nun  habe  der  Anfangspunkt  Ö  des  neuen  Axenkreuzes  im  alten 
System  die  Coordinaten  a,  6.  Die  Richtung  der  neuen  positiven 
JT-Aze  gehe  aus  der  der  alten  positiven  ;r-Axe  durch  Drehung  um 
den  Winkel  a  hervor  (siehe  Fig.  8).  Ein  beliebiger  Punkt  P  habe  im 
alten  System  die  Coordinaten  x,yj   im  neuen  die  Coordinaten  £,  p. 

Wir  projicieren  das  in  Fig.  8  an- 
gegebene, sofort  verständliche  ge- 
schlossene Polygon  OAÖQPQO 
nacheinander  auf  alle  vier  Azen. 
Jedesmal  muss  sich  nach  dem 
Früheren  Null  ergeben. 

Wir  erhalten  dadurch  die  vier 


Gleichungen: 

a  +  £  cos  a  —  ysina  —  x  =  0, 
b  +  £sina  +  p cos a  —  y  s=  0; 


Fig.  8. 

a  cos  a  +  Ä  sin  a  +  :f  —  y  sin  a  —  ar  cos  a  =  0, 
—  a  sin  a  +  Ä  cos  a  +  ^  —  y  cos  a  +  a:  sin  a  =  0, 

aus  denen  wir  entnehmen: 


(1) 

und 
(2) 


1 
1 


X  =  JP  COS  a  —  p  sin  a  +  a^ 
y  =  ;f  sin  a  +  ^  cos  a  +  ä  , 


Jp  =       (^  —  «)  cos  a  +  (y  —  Ä)  sin  a, 
^  =  —  (x  —  a)  sin  a  +  (y  —  Ä)  cos  a. 

Die  Gleichungen  (1)  drücken  die  alten  Coordinaten  durch  die  neuen, 
die  Gleichungen  (2)  umgekehrt  die  neuen  durch  die  alten  aus.  Der 
mite  An&ngspunkt  habe  im  neuen  System  die  Coordinaten  äj  h.  Die 
Oleichongen  (2)  geben,  da  für  ihn  x  =s  y  =  0  ist,  sofort: 

a  =  —  a  cos  a  —  b  sin  a, 
5  =       ö  sin  a  —  Ä  cos  a . 


(S) 


Nunmehr  betrachten  wir  die  Aenderung  der  Lage  einer 
starr  gedachten  Curve  oder  beliebigen  Figur  bei  festge- 
kAitenem  Axenkreuz.  Dabei  soll  die  Figur  immer  in  der  Ebene 
klfa^CB.    Man  nennt   eine  solche  Lagenänderung   eine  Bewegung 

io  1er  Ebene. 

Sack  den  Vorbemerkungen  über  die  Gegenseitigkeit  von  Lagen- 
^ilemig  der  Figur  oder  des  Systems  erhellt,  dass  die  Gleichungen 
\l\  iwi  (2)  <k^cb  j^^^^  S^l^iS  bleiben,   sobald   wir   die  der  jetzigen 
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Aufifassung  entsprechende  geometrische  Deutung  vornehmen:  Da 
das  Axenkrßuz  in  Buhe  bleiben  soll,  so  bedeuten  jetzt  x,  y  und  x^  p 
Coordinaten  in  ein  und  demselben  System,  nämlich  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Figur  vor  und  nach  der  Bewegung  oder  umge- 
kehrt. Will  man  die  jetzige  Auffassung  mit  der  vorigen,  insbeson- 
dere mit  Fig.  8  in  Verbindung  setzen,  so  denke  man  sich  auf  der 
Figur  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  die  x-  und  y-Axe  aufgezeichnet. 
Wird  nun  die  Figur  in  die  neue  Lage  gebracht,  so  sollen  diese 
beiden  mit  der  Figur  fest  verknüpften  Geraden  in  diejenigen  Ge- 
raden übergehen,  die  vorhin  die  £-  und  ;-Axe  waren.  Man  erkennt 
dann,  dass  £j  p  die  ursprünglichen  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Figur  und  r,  y  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  der  Figur  nach  der  Bewegung  sind.  Auch  sieht 
man,  dass  der  Winkel,  um  den  alle  Richtungen  der  starren 
Figur  geändert  worden  sind,  gleich  a  ist,  wenn  man  ihn 
in  dem  Sinne  misst,  in  dem  in  der  starren  Figur  die  x-  und  ^-Axe 
aufeinander  folgen. 

Vermöge  einer  Bewegung  geht  also  jeder  Punkt  (:?,  f)  der  Figur 
in  einen  Punkt  (;r,  y)  über;  beide  sind  auf  dasselbe  Axenkreuz  be- 
zogen, und  der  Zusammenhang  zwischen  ihnen  wird  durch  die  For- 
meln (1)  und  (2)  gegeben.  Der  Punkt  der  Figur,  der  ursprünglich 
an  der  Stelle  des  Anfangspunktes  (:f  =  0,  ^  »  0)  liegt,  geht  nach 
(1)  in  den  Punkt  (a,  V)  über.  Jede  Gerade,  die  keine  Minimal- 
gerade  ist,  wird  um  den  Winkel  u  gedreht.  Die  Minimalgerade 
^  diip  ="  c  geht  nach  (2)  in  die  Minimalgerade 

X  ±iy  ==  c  (cos  a  -±i  sin  cc)  +  a  ±ib 

über  und  wird  demnach  parallel  verschoben. 

Die  Frage,  ob  bei  der  Bewegung  ein  Punkt  (x^ ,  y^)  in  sich  selbst 
übergeht,  kommt  auf  die  Frage  hinaus,  ob  es  ein  Wertepaar  x^,  y^ 
giebt,  das  in  (1)  oder  (2)  für  x,  y  und  für  £,  p  eingesetzt,  die 
Gleichungen  befriedigt.  Benutzen  wir  (1),  so  liegen  die  Forde- 
rungen vor: 

I  x^^x^cosu-yQ^ina  +  a, 

\  yo  =  ^0  sin cc  +  y^co^a  +  b. 

Dies  sind  zwei  lineare  Gleichungen  für  x^j  y^.  Durch  bestimmte 
endliche  Werte  von  x^,  y^  werden  sie  nur  dann  befriedigt,  wenn 
ihre  Determinante 

1  —  cos  a       sin  a 
—  sin  a        1  —  cos  cc 


=  2  (1  —  cos  a) 
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verschieden  von  Null  ist.  Setzen  wir  daher  zunächst  cos«;^^  1> 
d.  h.  a  4=  0  voraus,  so  ergiebt  sich  aus  (4): 

(5)  a:o  =  Y^a-Äctg-j),     y^,  =  y  Jactgy  +  *)  . 

Dieser  Punkt  geht  demnach  bei  der  Bewegung  in  sich  über.  Wir 
können  deshalb  die  starr  gedachte  Figur  aus  ihrer  Anfangslage  durch 

eine  Drehung  um  diesen  Punkt  (^o'^o)'  ^^^  ^^^^  ^^  ^^^  Dreh- 
winkel ccj  in  die  neue  Lage  überführen. 

Ist  der  Winkel  cc  gleich  Null,  ohne  dass  a  und  b  beide 
gleich  Null  sind,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (4)  nicht  durch 
endliche  Werte  von  a:^,  y^  befriedigen.     Dann  aber  giebt  (1): 

X  =z  s  +  a^        1/  z=  p  +  b. 

Die  Bewegung  besteht  darin,  dass  die  ganze  Figur  parallel  mit  sich 
verschoben  wird,  ist  also  eine  Schiebung.  Ist  mit  a  =  0  auch 
a  =s  &  =  0,  so  lehrt  (1),  dass  x  =  ;?,  y  =  p  ist,  d.  h.  dass  jeder 
Punkt  in  sich  übergeführt  wird,  also  eigentlich  gar  keine  Bewegung 
zu  Stande  gekommen  ist.     Wir  haben  daher  den 

Satz  4:  Jede  Bewegung  einer  starren  Figur  in  der 
Ebene  kann  in  ihrem  Ergebnis  ersetzt  werden  durch  eine 
Drehung  um  einen  festen  Punkt  oder  durch  eine  Schiebung.^ 

Die  Formeln  (5)  zeigen,  dass 

(6)  ax,  +  by,=^i{a^  +  b^ 

ist.  Ist  a  =  0,  sodass  eine  Schiebung  x  =  £  +  üj  y  s=:  p  +  b  vor- 
liegt, so  wird  die  Gerade 

(7)  a£  +  bp  =  \{a^  +  b^) 

parallel  verschoben.  Die  Formeln  (5),  aus  denen  wir  (6)  ableiteten, 
geben  in  diesem  Fall  für  x^  und  y^  unendlich  grosse  Werte,  also  nach 
(6)  einen  unendlich  fem  auf  der  Geraden  (7)  gelegenen  Punkt.  Dies 
veranlasst  uns,  die  Schiebung  x  =  :F  +  a,  y  =  p  +  b  eine  Drehung 
um  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  (7)  zu  nennen. 
Dann  können  wir  einfacher  sagen: 

Satz  5:  Jede  Bewegung  in  der  Ebene  kann  in  ihrem  Er- 
gebnis durch  eine  Drehung  ersetzt  werden. 

Beispiel:  Sind  ABC  und  ABC  zwei  congruente  Dreiecke  von  gleichem 
Sinn ,  so  giebt  es  einen  Punkt  D  derart ,  dass  eine  Drehung  von  ABC  um  D 


^  Dieser  Satz  ist  ein  Specialfall  eines  allgemeinen  Satzes,  der  sich  auf  die 
Bewegung  im  Räume  bezieht  Litterarische  Nachweise  sollen  daher  an  späterer 
Stelle  gegeben  werden. 
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Dreieck  in  ABC  überführt     Der  Drehpunkt  D  muss  natürlich  auf  den 
ItteUoten  von  AÄ,  B ß,  CC  liegen.    Diese  drei  Lote  haben  folglich  einen 
gemeinsamen  Punkt,  den  man  gelegentlich  den  Situationspunkt  genannt  hat. 


§  3.    Tangente  einer  ebenen  Curve. 

Bevor  wir  an  die  Untersuchung  ebener  Curven  herantreten,  ist 
hier  ein  f&r  allemal  die  Bemerkung  zu  machen:  Wir  setzen,  um 
überhaupt  die  Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie  anwenden 
zu  können,  stets  voraus,  dass  die  auftretenden  Functionen  wenigstens 
in  einem  gewissen  Bereich  —  in  dem  wir  alsdann  verbleiben  — 
endlich,  stetig  und  differenzierbar  seien.  Wenn  eine  Function 
mehrdeutig  ist,  so  lässt  sie  sich,  wie  in  der  Functionentheorie  aus- 
f&hrlich  bewiesen  wird,  im  Allgemeinen  in  eine  Anzahl  einzelner 
unendlicher  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  Veränder- 
lichen entwickeln,  und  zwar  in  Reihen,  die  innerhalb  eines  Bereiches 
conyergieren  und  je  einen  der  Werte  der  mehrdeutigen  Function 
innerhalb  des  Bereiches  darstellen.  Beschränken  wir  uns  dann  auf 
eine  dieser  Reihen,  so  liegt  eine  eindeutige  Function  vor.  Aller- 
dings sind  solche  Reihenentwickelungen  an  gewissen  Ausnahmestellen, 
den  sogenannten  singulären  Stellen  der  Function,  unmöglich.  Von 
derartigen  Stellen  sehen  wir  aber  ganz  ab,  sobald  nicht  ausdrück- 
lich anderes  festgesetzt  wird. 

Noch  eine  zweite  Anmerkung:  Einen  richtigen  Einblick  in  den 
inneren  Zusammenhang  mancher  Theorien  gewinnt  man  erst  dann, 
wenn  man  auch  das  Imaginäre  berücksichtigt.  Wir  richten  unsere 
Betrachtungen  deshalb  von  vornherein  so  ein,  dass  sie  auch  für 
unaginäre  Gebilde  gültig  bleiben.  Wenn  wir  gelegentlich  Betrach- 
^ngen  anstellen,  die  nur  im  Reellen  richtig  sind,  so  werden  wir 
dies  jedesmal  ausdrücklich  sagen.  — 

Es  sei  nun  eine  Curve  vorgelegt  mittels  der  Gleichung: 

(1)  y  =  f(s). 

Wir  betrachten  einen  bestimmten  Punkt  der  Curve,  indem  wir  ^  =  ^o 
setzen.  Das  zugehörige  y  =  y^  bestimmt  sich  aus  (1),  und  in  der 
l-'Digebung  des  Wertes  x^  ist  die  Function  f{x)  in  eine  convergente 
^endliche  Reihe  entwickelbar: 

Wenn  wir  die  DifFerentialquotienten  von  y  mit  y\  y" . . .  bezeichnen, 
80  können  wir  auch  schreiben: 
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(2)         y  =  yo  +  -fyo'  (^  -  ^o)  +  r2"yo "  (^  -  ^o)^  +  •  •  • 

Mit  der  Curve  setzen  wir  nun  eine  Gerade  in  Beziehung,  die 
durch  den  Punkt  {x^y  y^)  geht,  deren  Gleichung  also  die  Form  hat: 

wenn  ^,  t)  ihre  laufenden  Coordinaten  bedeuten.  Ihre  Gleichung  ent- 
hält noch  eine  Constante  x,  den  Bichtungscoefficienten  der  Geraden, 

den  wir  beliebig  wählen  können.     Insbe- 

^    sondere  wollen  wir  x  so  wählen,  dass  die 

^/^      Gerade  auch  durch  einen  zweiten  Curven- 

punkt   (Xj,  yj)   geht   (siehe   Fig.  4);    wir 

setzen  nämlich: 

X  ^ . 

^    Die  Gerade  ist  dann  eine  See  ante   der 

'  ^       '^'^ .  '^^  Curve.     Bückt   der   Curvenpunkt  {x^ ,  y^) 

^^'    '  dem  Curvenpunkt  (ar^,  y^,)   auf  der  Curve 

immer  näher,  nähert  sich  also  x^  ohne  Ende  dem  x^  und  deshalb 
yj  =  f{x^)  ohne  Ende  dem  y^  =  /"(^o)»  ^^  ^^^^  ^^^  obige  Wert  von  x 
im  Grenzfall  zum  Differentialquotienten  y^',  und  die  Gerade  nimmt 
dann  die  Gleichung  an: 

(8)  9-yo=yo'fe-^o)- 

Sie  heisst  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  {x^,  y^).^ 

Sie  ist  von  allen  Geraden  durch  den  Punkt  (x^,  y^)  die- 
jenige, die  sich  dort  der  Curve  am  meisten  anschmiegt. 
Um  diese  Behauptung  als  richtig  zu  erkennen,  gehen  wir  zunächst 
zu  irgend  einer  Secante 

der  Curve  zurück  und  betrachten  diejenigen  Punkte  auf  der  Curve 
und  auf  der  Secante,  die  zur  selben  Abscisse  x  gehören.  Bei  der 
Curve  ist  die  zugehörige  Ordinate  y  durch  (2),  bei  der  Geraden 
ist  die  zugehörige  Ordinate  t)  durch: 

^  =  yo  +  ^te-^o) 

*  Der  allgemeine  Tangentenbegriff  wurde,  während  das  Altertum  nur  die 
Tangenten  des  Kreises,  der  Regelschnitte  und  der  archimedischen  Spirale  kannte, 
im  17.  Jahrhundert  zugleich  mit  den  Grundbegriffen  der  Differentialrechnung 
gewonnen.  Zu  nennen  sind  Febmat,  ,,De  tangentibus  linearum  curva- 
rum",  in  seinen  „Varia  Opera",  Toulouse  1679,  femer  Descartes,  Hütgens 
nnd  dann  Newton  und  Leibniz. 
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gegeben.     Die  Differenz  beider  Ordinalen  ist  folglich: 

^=y-9=  (yo-^)  (^-^o)  +  T^-yo"  (^-^o)' + rr^yo'"  (^-^o)' + •  •  • 

Ist  nun  die  Differenz  ^  —  ^r^  unendlich  klein,  so  wird  hiemach  auch 
fl  unendlich  klein  und  zwar  im  Allgemeinen,  nämlich  wenn  ^4=^0' 
ist,  von  derselben  Ordnung  wie  x  —  x^,  da  die  Reihe  für  7;  mit  der 
ersten  Potenz  von  x  —  x^  beginnt.  Wenn  aber  x  =  y^  ist,  die  Secante 
also  zur  Tangente  wird,  so  verbleibt  von  der  Reihe  für  1;: 

^  =  IT2  yo"{^  -  ^0)*  +  TtIts'^o'C^  -  ^0)'  +  . . . 

Dann  ist  ?;  unendlich  klein  von  mindestens  zweiter  Ordnung.  Des- 
halb eben  sagt  man,  dass  die  Tangente  die  Curve  im  Punkte  [x^,  yj 
berührt;  daher  heisst  sie  auch:  berührende  Gerade. 

Wir  können  sofort  weiter  schliessen :  Wenn  an  der  betrachteten 
Stelle  (x^,  y^  insbesondere  y^'  gleich  Null  ist,  so  ist  rj  unendlich 
klein  von  der  dritten  Ordnung  u.  s.  w.  Allgemein:  Wenn  an  der 
Stelle  (x^,  y^  alle  Differentialquotienten  vom  zweiten  bis  zum  n^^ 
gleich  Null  sind,  so  ist  7;  unendlich  klein  von  gerade  (n  +  1)*«'  Ord- 
nung, sobald  y^(»  +  i>  =}=  0  ist.     Es  kommt  nämlich : 


n  =  V 


1 .  2  .  3  . .  (n  +  1) 


y^(«  +  l)(;r-«:pjn  +  l  +  .... 


Noch  mehr:  Wenn  17  reell  ist,  so  hat  diese 
unendliche  Reihe  bei  hinreichend  kleinem 
i—Xq  bekanntlich  dasselbe  Vorzeichen  wie  ihr 
erstes  Glied.  Wenn  x  —  x^  sein  Vorzeichen 
wechselt,  d.  h.  wenn  einmal  x  <.  x^,  das 
andere  Mal  x  >  x^  gewählt  wird,  so  wech- 
selt {x  —  jr^)*»  +  ^  das  Vorzeichen  nur  dann, 
wenn  n  gerade  ist.  Wenn  also  n  gerade 
ist  und  eine  reelle  Curve  vorliegt,  so  muss 
die  Curve  im  Punkte  {x^ ,  y^  ihre  Tangente 
durchsetzen,  wie  in  Fig.  5.  Wenn  aber  n  ungerade  ist,  so  hat  iy 
einerlei  Vorzeichen,  ob  nun  x  y  x^  oder  <  x^  ist,  d.  h.  dann  bleibt 
die  Curve  in  der  Umgebung  der  Stelle  [x^,  y^)  auf  der  einen  Seite 
der  Tangente. 

Satz  6:   Die  Tangente  der  Curve 


Fig.  5. 
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im  Curvenpunkte  (^r^,,  y^)  hat  in  den  laufenden  Coordinaten 
Ij  t)  die  Gleichung: 

Ist  die  Curve  reell  und  ist  der  erste  nicht  verschwindende 
Differentialquotient  aus  der  Reihe 

von  gerader  Ordnung,  so  verläuft  die  Curve  in  der  Um- 
gebung der  Berührungs  stelle  (x^,  y^)  auf  einer  Seite  der  Tan- 
gente; andernfalls  dagegen  durchsetzt  sie  dort  dieTangente. 

Da  die  Differenz  rj  der  Ordinaten  in  um  so  höherer  Ordnung 
unendlich  klein  ist,  je  mehr  Differentialquotienten  von  y^"  an  gleich 
Null  sind,  so  schmiegt  sich  die  Curve  der  Tangente  um  so  mehr  an, 
je  mehr  Differentialquotienten  von  y^,"  an  gleich  Null  sind,  und  zwar 
gilt  dies  auch  dann,  wenn  die  Curve  ihre  Tangente  durchsetzt 

Im  Allgemeinen  wird  in  einem  Curvenpunkte  y"  4=  0  sein, 
d.  h.  die  Curve  die  Tangente  nicht  durchsetzen. 

Curvenpunkte,  in  denen  der  zweite  Differentialquotient  y"  gleich 
Null  ist,  heissen  Wendepunkte  oder  Inflexionspunkte,^  da  in 
solchen  Punkten,  sobald  dort  nicht  auch  y'"  =  0  ist,  also  im  All- 
gemeinen, die  Curve  ihre  Tangente  durchsetzt  und  deshalb  zuerst 
nach  der  einen,  dann  nach  der  anderen  Seite  gekrümmt  ist.  Die 
Tangente  selbst  heisst  dann  eine  Wendetangente  oder  In- 
flexionstangente.  Es  muss  aber  bemerkt  werden,  dass  diese  Be- 
zeichnungen deshalb  einen  Mangel  haben,  weil  im  Falle  y"  =  0 
auch  y'"  =  0  sein  kann  und  dann  die  Tangente  nicht  mehr  die 
Curve  zu  durchsetzen  braucht,  die  Curve  also  vor  und  nach  der  be- 
treffenden Stelle  in  einerlei  Art  gekrümmt  sein  kann,  daher  keinen 
eigentlichen  Wendepunkt  hat. 

1.  Beispiel:  Bei  der  Curve  y  ^  x^^  die  im  Anfangspunkt  die  x-Axe 
berührt,  sind  im  Anfangspunkt  alle  Difierentialquotienten  bis  zum  (n  —  1)^'^» 
dieser  eingeschlossen,  gleich  Null,  während  der  n*®  von  Null  verschieden  ist 
Der  Anfangspunkt  ist  also,  wenn  n  >  2  ist,  ein  Wendepunkt.  Doch  nur,  wenn 
n  imgerade  ist,  liegt  hier  ein  eigentlicher  Wendepunkt  vor. 

2.  Beispiel:  Wenn  eine  Curve  durch  Spiegelung  an  einem  ihrer 
Punkte  0  in  sich  übergeht,  d.  h.  also  wenn  zu  jedem  Punkt  P  der  Curve  ein 
zweiter,  Q,  vorhanden  ist  derart,  dass  0  die  Strecke  P  Q  halbiert,  so  wird  der 
Punkt  0  im  Allgemeinen  ein  Wendepunkt  sein.  Denn  nehmen  wir  ihn  zum 
Anfangspunkt,  so  muss  die  Gleichung  der  Curve  y  =  f(x)  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  x  durch  —  x  und  y  durch   —  y  ersetzt.     Also: 

y^f(x)=  -f(-x). 

^  Diese  Bezeichnung  tritt  zuerst  bei  Fermat  1679  auf. 
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Hieraus  folgt: 

Für  x  =  0  aber  ergiebt  dies  y"  =  /"  (0)  -  -  f"  (0),  daher  y"  -  0. 

Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  sind  in  gewisser  Hinsicht 
nnvollständig.  Da  wir  aber  im  nächsten  Paragraphen  eine  allge- 
meinere Theorie  entwickeln,  die  diese  umfasst,  so  sehen  wir  hier 
von  weiteren  Auseinandersetzungen  ab. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  die  verschiedenen  Darstellungs- 
formen der  Tangente  angeben:  Zunächst  fanden  wir  die  Tangente 
der  Curve  y  =  f{x)  im  Curvenpunkte  (x^,  yj  in  der  Form: 

oder  kürzer: 

(3)  9-yo=yo'fe-^o)- 

Liegt  die  Curve  in  der  Form  vor: 

F{x,y)  =  0, 

so  finden  wir,   indem  wir  y  als  die  hierdurch  definierte  Function 
von  X  auffassen,  durch  totale  Differentiation: 

K  +  F^y^O, 

daher: 

F. 

sodass  die  Tangentengleichung  jetzt  so  lautet: 
(4)  F^  fe  -  x„)  +  F,„  (9  -  yo)  =  0. 

Natürlich  haben  F^^  und  Fy^  diese  Bedeutung: 

X=Xo  X  =  Xq 

y=yo  y=yo 

Liegt  die  Curve  in  der  Form  vor: 

80   definiert   die   erste  Gleichung   implicite  t  als  Function   von  x, 
sodass  nach  der  zweiten  auchy  eine  Function  von  x  ist    Dabei  ist: 

,  _^dy  _^dy    dx  __  yj'  (t) 
^  "Jx  "dl '  d~i  "  q>'{t)  ' 

Setzen  wir  dies  in  (3)  für  die  Stelle  (t  =  Q  der  Curve  ein,  so 
finden  wir  als  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punkte: 
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(\\  g  ~  ^0  _  9 "  yo 

^  ^  ¥{Q         rp'(to) 

oder  auch: 

/fix  ?-  y(0  __  ^  -  y W 

Bezeichnen  wir  diese  beiden  längs  der  Tangente  gleichen 
Brüche  mit  t,  so  wird  t  längs  der  Tangente  so  veränderlich  sein, 
dass  dabei  immer: 

(7)  J  =  9P(g  +  t9(t,),      \)  =  ^{t,)  +  tt/;'(g 

ist.  Hier  ist  die  Tangente  mit  Hülfe  eines  Parameters  t 
dargestellt. 

Der  Winkel  r^,  den  die  Corventangente  mit  der  x-Axe  bildet, 
hat  nach  (3)  die  trigonometrische  Tangente 

Lassen  wir  den  Berührpunkt  die  Curve  durchlaufen,  so  wird  statt 
^o'^o  allgemein  x,  y  zu  schreiben  und  mitx  und  y  auch  der  Tan- 
gentenwinkel r  veränderlich  sein.    Denn  es  ist  dabei: 

für  die  verschiedenen  Arten  der  Darstellung  der  Curve.  Daher  ist 
r  gerade  der  in  Satz  2,  S.  5,  auftretende  Winkel  und: 

dx  dy 

-j— «cosT,     -3^  =  sinr, 

ds  ^       ds  ' 

wenn  s  die  Bogenlänge  bedeutet.  Dies  erhellt  auch  leicht  aus  der 
Fig.  2  auf  S.  4. 

Liegt  die  Curve  y  = /*{x)  vor,  so  ist  r  die  Function  arctg/^(x) 
von  X.  umgekehrt  ist  dann  x  eine  Function  von  r,  folglich 
auch  y.  Da  nun  dy : dx  =  igr  ist,  so  haben  die  Differentialquo- 
tienten von  X  und  y  nach  r  die  Form: 

woraus  folgt: 

ar  =  l  F(T)cosTdT,        y=  I  jP(r)sinTrfr. 

Da  hieraus  umgekehrt  dy  :dx  =  tgr  folgt,  wie  auch  die  Function 
F{t)  gewählt  sein  mag,  so  ergiebt  sich 

Satz  7:  Längs  einer  ebenen  Curve  sind  die  Punkt- 
coordinaten  x  und  y  Functionen  des  Tangentenwinkels  und 
zwar  von  der  Form: 

x=  j  F{T)coSTdT,        y=  ri^(T)sinrrfT. 
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Fragen  wir  uns,  unter  welchen  Bedingungen  der  Parameter  t 
bei  der  allgemeinen  Parameterdarstellung  einer  Gui've: 

(8)  ^  =  ?p(0,      y  =  'V^(0 

den  Tangentenwinkel  r  bedeutet.    Es  müsste 

dx        9'(/)        ^ 

sein.     Durch  Differentiation  folgt  hieraus: 

<p  \p   —  fff  (p  1 

und  aus  beiden  Formeln: 

Wenn  umgekehrt  eine  solche  Parameterdarstellung  (8)  einer  Curve 
Torliegt,  bei  der 

ist,  so  kann  man  hierf&r  schreiben: 

^arctg|,=  l 
oder: 

arc tg^  =  ^+a  (a  =  Const.) , 
d.  h. 

t«^  =  £  =  f  =  *«('  +  '')• 

Hieraus  folgt  r  ^  t  +  a  ±nn  oder  ^  =  t  —  a^n;r,  won  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.    Also: 

Satz  8:  Bei  der  Parameterdarstellung  einer  ebenen 
Curve: 

^  =  9^(0^     y^v^if) 

bedeutet  /  dann  und  nur  dann  den  Winkel,  den  die  Tan- 
gente der  Gurye  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  wenn 
für  jeden  Wert  von  t: 

q>'{tW{t)-y/{i)q^"(f)   ^  . 

ist. 

Kurz  sei  noch  der  Vollständigkeit  halber  der  Begriff  Asym- 
ptote erwähnt.  Lassen  wir  einmal  die  Voraussetzung  fallen,  dass 
die  auftretenden  Functionen  endlich  sein  sollen,  so  können  wir  an- 

ScHXFFSBS,  G«oin.  Dlffir.  I.  2 
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nehmen,  für  einen  gewissen  Wert  t^  von  t  sei  wenigstens  eine  der 
beiden  Functionen 

^  =  7^(0.     y^V'CO 

unendlich  gross,  sodass  die  durch  diese  Gleichungen  gegebene  Gurre 
einen  unendlich  fernen  Punkt  {t^)  hat.  Wenn  dann  die  Gleichung  (6) 
oder: 

(9)  V/'j-9?'9  =  9:t/;'-t/;9>' 

für  t=tQ  endlich  bleibt,  d.  h.  wenn  die  Verhältnisse: 

&Lr  t=it^^  endlich  bleiben,  so  stellt  die  Gleichung  (9)  die  im  End- 
lichen verlaufende  Tangente  des  unendlich  fernen  Punktes  dar,  und 
diese  heisst  eine  Asymptote  der  Gurve.  Bekannt  ist  das  Beispiel 
der  Hyperbel.  Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  hyperbolische 
Spirale,    die  dadurch  definiert  ist,  dass  bei  ihr  der  Badiusvector 

r  =5  j/ar*  +  y*  gleich  ist  einer  Constanten  a  dividiert  durch  den 
Winkel,  den  r  mit  der  or-Axe  bildet.  Wird  dieser  Winkel  mit  t 
bezeichnet,  so  ist  bei  der  hyperbolischen  Spirale: 

X  =  —  cos  t,     V  =  -r  siö  t. 

Für  ^  =  0  ist  X  =  00  und  y  —  a.    Hier  ist  allgemein: 

t/;' :  —  qp' :  (qp  1//'  —  xfß  (f-)  =  (^cos  t  —  sin  t) :  (^sin  t  +  cos  t) :  a, 

und  für  /=sO  reducieren  sich  diese  Verhältnisse  auf:  0:1  :a, 
sodass  nach  (9): 

die  Gleichung  der  Asymptote  ist. 

Noch  sei  bemerkt:    Je  grösser  t  wird,  desto  kleiner  wird  hier 

r  =;    .  .     Die  hyperbolische  Spirale  windet  sich  daher  unendlich  oft 

um  den  Anfangspunkt  und  die  Windungen  werden  für  ein  gewisses  tj 
nämlich  hier  für  ^  =  oo ,  unendlich  eng.  Einen  solchen  Punkt  wie 
hier  den  Anfangspunkt  nennt  man  einen  asymptotischen  Punkt 
der  Curve. 

§  4.    BerOhrung  zwischen  Curven  in  der  Ebene. 

Wenn  zwei  Curven  c  und  c  in  der  Ebene  einen  Punkt  P  gemein 
haben,  so  sagen  wir,  dass  sie  einander  in  P  in  n^  Ordnung 
berühren,  wenn  Folgendes  eintritt:   Wir  wählen  auf  c  irgend  einen 
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Pnnkt  Ay  der  von  P  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  entfernt  ist, 
die  wir  als  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  bezeichnen  (siehe 
Fig.  6).  Es  soll  alsdann  möglich  sein,  auf  c  einen  Punkt  St  so  zu 
wählen,  dass  sein  Abstand  von  P  ebenfalls  unendlich  kleiii  von 
erster  Ordnung,  dagegen  der  Abstand  Ä^  unendlich  klein  von 
(n  +  ly^  Ordnung  ist. 

Unsere  Aufgabe  ist  es,  zunächst  die  ana-  ^.^-^^-^^^r-^-^ 

lytischen  Merkmale    hierfür    abzuleiten    und       ^1^         u\\f 
dann   noch   zu   zeigen,    dass   die   Berührung  \ 

von  Curve  und  Oerade,  die  wir  im  vorigen  „. 

Paragraphen  definierten,  mit  unter  den  jetzigen 
allgemeinen  Begriff  der  Berührung  fällt    Dies  Letztere   wird   zum 
Teil  erst  in  §  5  geschehen. 

Da  wir  auch  imaginäre  Gurven  berücksichtigen,  müssen  wir 
zunächst  an  einen  im  Reellen  allerdings  selbstverständlichen  Satz 
erinnern:  Wenn  ds  eine  unendlich  kleine  Strecke  in  der 
Ebene  ist  und  dx  und  dy  ihre  Projectionen  auf  die  Axen 
sind,  so  ist  ds  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  wie 
wenigstens  eine  der  Projectionen,  während  dann  die  andere 
Projection  von  derselben  oder  von  höherer  Ordnung  un- 
endlich klein  ist^ 

Die  Curve  c  sei  dargestellt  in  der  Form 

^  =  9(0»   y  =  '«^(0> 

die  Curve  c  in  der  Form: 

sodass  also  t  und  t  ihre  Parameter  sind.  Der  beiden  Curven  ge- 
meinsame Punkt  P  sei  mit  den  Coordinaten  x^,  y^  versehen.     Ihm 


^  Ist  nämlich    dx  ^  da  (cos  oe  +  s  sin  a),    dy  =  db  (cos  ß  +  isin  ß),  wobei 
daj  dby  a,  ß  reell  sind,  so  ist 

da*  -  dx*  +  dy*  -  da*coa2a  +  db*coB2ß  +  i(da*Bin2n  +  db*Än2ß), 
also  das  Quadrat  des  absoluten  Betrages  von  ds*: 

\d8*\*  =  da*  +  db*  +  2da*db*C0B2{a  -  ß). 
Hieraus  aber  folgt: 

{da*  -  dby  <\d8\*<  (da*  +  db^. 

Hierin  liegt  der  Beweis.  Nur  wenn  da  =  db  und  cos 2  («  —  |^  —  —  1  ist,  kann 
is  von  höherer  Ordnung  als  dx  und  dy  unendlich  klein  sein.  Dann  aber  ist 
entweder  dx  +  idy  oder  dx  —  idy  gleich  Null,  d.  h.  ds  liegt  auf  einer 
Minimalgeraden  (siehe  S.  6),  was  natürlich  auszuschliessen  ist 

2* 
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möge  bei  der  ersten  Curve  der  Parameterwert  t^j  bei  der  zweiten 
der  Parameterwert  t^  entsprechen: 

(1)  ^0  =  9(0  =  /*(«»    yo  =  v(0  =  /7(to). 

Der  auf  der  Curve  c  beliebig,  aber  in  unendlicher  Nähe  von  P  zu 
wählende  Punkt  Ä  habe  den  Parameter  t^  +  dt  und  die  Coordi- 
naten  x,  y.    Dann  ist: 

(2)  r  1         ; 

y  -  yo  =  V^f^o  +  «^0  -  ^^(^o)  =  T^o'  ^'  +  nyo"  ^^*  +  •  •  •  • 

Natürlich  bedeutet  hier  z.  B.  Xq  den  ersten  Differentialquotienten 
von  q){t)  für  ^  ==  ^o  ^-  ^*  ^'  ^^^  haben  zu  verlangen ,  dass  ein 
Punkt  91  auf  der  zweiten  Curve  c  vorhanden  sei,  der  zunächst  P 
unendlich  benachbart  sein  soll,  der  also  zu  dem  Parameterwert 
t^  +  dt  gehöre  und  die  Coordinaten  ^,  t)  habe,  sodass: 


(3) 


ist  Zweitens  aber  soll  ASH  unendlich  klein  von  (n  +  1)*"  Ordnung 
sein.  Die  Strecke  A  91  hat  die  Projectionen  x  —  ;[  und  y  —  \)  auf 
die  Axen.    Nach  (2)  und  (3)  ist: 

(4)      < 

I  y-9=  \iyodt-%'dt)  +  ^'^{y,"dt»-r),"dt»)  +  .... 

Wir  haben  also  zu  fordern,  dass  diese  beiden  Differenzen  dadurch, 
dass  man  91,  also  dt,  passend  wählt,  unendlich  klein  von  (n  +  ly^ 
Ordnung  werden. 

Allerdings  ist  noch  eine  Voraussetzung  zu  machen: 
Wir  setzen  voraus,  dass  der  gemeinsame  Punkt  P  sowohl  bei  der 
ersten  als  auch  bei  der  zweiten  Curve  eine  Tangente  habe,  die 
vollständig  bestimmt  ist.  Die  Gleichung  (5)  der  Tangente  auf  S.  16 
lehrt  aber,  dass  sie  bei  der  Curve  c  nur  dann  vollkommen  be- 
stimmt ist,  wenn  (p'{Q  und  tp' {t^)  nicht  beide  gleich  Null  sind. 
Wir  setzen  also  voraus,  dass  .r^'  und  i/q  nicht  beide  gleich 
Null  seien  und  ebenso  nicht  y^'  und  t)^.  Man  nennt  Stellen, 
an  denen  dies  doch  der  Fall  ist,  singulär.     Hier,  wie  überhaupt 
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in  der  Folge,  wenn  von  beliebigen  Punkten  von  Gurven  die  Bede  ist, 
sollen  die  singolären  Ponkte,  die  ja  nnr  vereinzelt  auftreten  können, 
vermieden  werden.  Später  (in  §  12)  werden  wir  die  singulären 
Stellen  besonders  betrachten. 

Die  Strecke  FÄ  hat  die  in  (2)  angegebenen  Projectionen.  Da  PA 
unendlich  klein  von  gerade  erster  Ordnung  sein  soll,  so  muss  min- 
destens eine  der  beiden  Projectionen  von  gerade  erster  Ordnung  sein 
(wahrend  die  andere  von  höherer  Ordnung  sein  darf).  Weil  x^  und 
y^'  nicht  beide  gleich  Null  sind,  so  folgt  also,  dass  dt  als  unendlich 
kleine  Grösse  von  gerade  erster  Ordnung  betrachtet  werden  muss. 
Dasselbe  folgt  für  (ft  aus  (3). 

Der  Punkt  Ä  war  auf  der  Curve  unendlich  nahe  bei  P,  aber 
beliebig  gewählt,  dt  ist  demnach  als  eine  beliebig  angenommene 
unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  aufzufassen.  Zu  Ä  sollte 
nun  9  so  zugeordnet  werden,  dass  die  Bedingungen  für  Berührung 
n^  Ordnung  erfüllt  sind.  Also  ist  dt  als  eine  Function  von  dt 
aufzufassen,  die  uns  freilich  noch  unbekannt  ist,  die  aber,  nach 
Potenzen  von  dt  entwickelt,  die  Form  hat: 

(5)  di^?^dt+^k^dt^  +  ... 

Dabei  ist  k^  =|=  0,  weil  dt  auch  von  gerade  erster  Ordnung  sein  soll. 
Setzen  wir  nun  diese  Entwickelung  (5)  in  (4)  {\lr  dt  ein,  so 
stellen  sich  die  Projectionen  ^r  —  y  und  y  —  ^  von  A  9t  als  Reihen 
nach  Potenzen  von  dt  dar.  Für  die  Berührung  n^'  Ordnung  ist 
zu  fordern,  dass  die  Keihen  erst  mit  flf^"+^  beginnen. 

Satz  9:    Haben  die  beiden  Curven: 

^  =  7^(0,  ^  =  ^^(0     lind     y=/-(t),  9=y(t) 

den  Punkt  (x^,  y^)  gemein,  so  berühren  sie  einander  daselbst 
in  n^  Ordnung,  wenn  man  endliche  Zahlen  Aj,  A^...  so  be- 
stimmen kann,  dass  die  Reihen  nach  Potenzen  von  dt, 
die  aus: 

-»^  -  J  =  {{<dt  -  j;rft)  +  j^(V'^<*  -  ?o"^t>)  +  . . ., 

y  -  9  -  {{l/odt''%'dt)  +  :i^(l/o'dt'  -  V'^t»)  +  .... 

durch  die  Substitution 

dt  =  Ldt  +  -^Ldt^  +  ... 

hervorgehen,  erst  mit  den  {n  +  1)^^   Potenzen  von  dt   be- 
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ginnen.  Dabei  bedeuten  x^j  y^  u.  s.  w.  die  Differential- 
quotienten Ton^r,  y  nach  t  für  den  gemeinsamen  Punkt  und 
?o  >  V  ^'  ^-  ^'  ^^®  Differentialquotienten  von  y,  ^  nach  t  für 
den  gemeinsamen  Punkt. 

Z.  B.  tritt  Berührung  erster  Ordnung  ein,  wenn  man  über  die 
Zahl  \  so  verfügen  kann,  dass 

(6)  V-^i?o'  =  0,      yo'->nW  =  0 
ist,  d.  h.  wenn: 

ist,  anders  ausgedrückt:  wenn  die  beiden  Curven  im  Punkte  P 
dieselbe  Tangente  haben.  Soll  die  Berührung  von  zweiter  Ord- 
nung sein,  so  muss  es  ausserdem  möglich  sein,  eine  Zahl  X^  so  an- 
zugeben, dass 

oder: 

(7)  ^o"  =  K  fo"  +  ^  fo' .       yo"  =  ^?  9o"  +  ^  9o' 

wird.  Noch  umständlicher  werden  die  Bedingungen  für  die  Be- 
rührung in  dritter  oder  höherer  Ordnung. 

Die  völlige  Allgemeinheit  dieser  Ueberlegungen  gestattet  uns, 
Betrachtungen,  die  sich  auf  specielle  Darstellungsformen  von  Curven 
beziehen  und  deshalb  unter  Umständen  unvollständig  sind,  zu  er- 
gänzen.    Ein  Beispiel  wird  dies  deutlich  machen: 

Ist  die  zweite  Curve  die  Tangente  der  ersten  Curve  im  Punkte 
(^ü>  yo)>  ^^  ™^^  ^^^®  Gleichungen  nach  (7)  auf  S.  16: 

j  =  ^o  +  <^     i;  =yo  +yo'*- 

Die  Bedingungen  (6)  für  Berührung  erster  Ordnung  sind  erfüllt. 
Insbesondere  ist  Aj  =  1.  Es  liegt  nun  ein  Wendepunkt  vor  (siehe 
S.  14),  wenn  die  Berührung  von  zweiter  Ordnung  ist.  Es  ist  aber 
hier  j"  =  0 ,  5"  =  0,  sodass  (7)  für  den  Wendepunkt  die  Bedingung 
giebt:   Es  muss  eine  Zahl  X^  vorhanden  sein  derart,  dass: 

•^0      —  ^i  ^0  >  I/o      —  ^2  Vo 

ist     D.  h.,  wenn  X^  eliminiert  wird: 

Satz  10:  Die  Curve  x  —  (p{t),  y  =  %p{t)  wird  an  denjeni- 
gen Stellen  von  der  Tangente  in  mindestens  zweiter  Ord- 
nung berührt,  anders  ausgedrückt:  sie  hat  an  denjenigen 
Stellen  Wendepunkte,  an  denen: 

r       ff  t       ff  r\ 

X  y    —  y  X    =  ü. 
ist. 
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Bei  der  in  §  3  angewandten  Darstellungsform  y  =  f{x)  versagt 

das  Merkmal  ~^  =  0  des  Wendepunktes  f&r  diejenigen  Stellen  der 

CuTTe,  deren  Tangenten  parallel  der  y-Axe  sind,  weil  dort  schon 

-^  unendlich   gross   wird,   also   die  Voraussetzung   der  Stetigkeit 

nicht  erf&Ut  ist  Eine  Curve  kann  aber  sehr  wohl  Wendepunkte 
haben,  deren  Tangenten  der  y-Axe  parallel  sind.  Bei  allgemeiner 
Parameterdarstellung  haben  solche  Punkte  nichts  besonderes  an  sich 
gegenüber  sonstigen  Wendepunkten. 

Beispiel:  Die  Curve  y^y^  geht  durch  den  Anfangspunkt  und  hat 
dort  einen  Wendepunkt,  dessen  Tangente  die  y-Axe  ist,  wie  man  sofort  aus 
X  —  y*  und  dem  ersten  Beispiel  auF  S.  14  siebt.  In  Parameterdarstellung 
können  wir  schreiben:  x  ^  t^,  y  =  t  und  haben  nach  Satz  10  anzusetzen: 

3/*.0-  1.6#  =  0, 

eine  Bedingung,  die  für  /  =  0  erfüllt  ist 


§  5.    Merkmale  fQr  die  Berührung  bei  besonderen  Darstellungs- 
formen der  Curven. 

Liegen  die  Gleichungen  der  Curven  c  und  c  in  der  Form  vor: 

y^f{x)    und     9=^U) 

und  haben  die  Curven  den  Punkt  mit  der  Abscisse  x^  gemein,  d.  h. 
ist  f{x^  =  g  {x^  =  yo  >  ^^  vereinfachen  sich  die  Bedingungen  für  die 
Berührung  n^  Ordnung  bedeutend.  Wir  können  nämlich  den  jetzigen 
Fall  so  auffassen:  Benutzen  wir  direct  x  und  i  als  Parameter  t 
und  t,  so  schreiben  wir  die  Curven  in  Parameterdarstellung  so: 

^  =  ^  .y  =  AO   ^nd   j  =  t,  ^=^(t). 

Es  liegt  also  ein  Specialfall  zu  §  4  vor.  Die  Reihen  des  Satzes  9, 
S.  21,  lauten  jetzt: 

x  —  j  =  (/^  —  rft 
Hierin  muss 

Ml    m    tt 

eingesetzt  werden,  ar  —  j  beginnt  dann  erst  mit  einem  Gliede  (n+l)*** 
Ordnung,  wenn 

Aj  =  l,       A2=A3  =  ...  =  A^  =  Ü 


(i) 
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ist,  »odii»  also 

winL    Xan  hat  jr  —  9  nach  Sabstitation  dieser  Beihe  die  Form: 

y-  9  =  I  (yo' -  9.. .  *  +  o  (y* '  -  \r,  dfi  +  ... 

wobei  aber  die  Glieder  höherer  als  n*^  Ordnung  nicht  so  ein&ch 
gestaltet  sind.  Wir  brauchen  sie  gar  nicht  anzugeben ,  denn  wir 
haben  nur  noch  zu  veriangen,  dass  die  Glieder  erster,  zweiter  ... 
n^  Ordnung  gleich  Null  seien,  woraus  folgt: 

Vo  =  9o%  yo"  =  9./'?  •  •  •   yo "  =  9i.  ■  • 

Beachten  wir,  dass  /  =  x,  t  =  r  ist,  so  können  wir  demnach  sagen : 
Satz  11:   Haben  die  beiden  ebenen  Gurren: 

y  =  ffr)    und    9=^(r) 

den  Punkt  mit  der  Abscisse  x^  gemein,  so  berühren  sie 
einander  in  diesem  Punkte  in  n^  Ordnung,  wenn  die 
Differentialquotienten  von  y  nach  x  mit  den  entsprechen- 
den Differentialquotienten  von  t)  nach  i  bis  zu  denen  nf^ 
Ordnung  einschliesslich  für  x  =  x  =  x^  übereinstimmen. 

Der  Punkt  mit  der  Abscisse  x^  +  dx  hat  nun  bei  der  ersten 
Curve  die  Ordinate 

y  =  yo  +  yo' ^  + 1:2 y«  dx^  +  ..., 

bei  der  zweiten  die  Ordinate: 

^  =  y^  +  r)^  dx  + ->-ti^' dx^  + 


•  •  •  • 


Hierin  aber  stimmen  jetzt  die  Glieder  bis  zur  ;i^  Ordnung  in  dx 
überein,  sodass 

ist.  Wie  wir  auf  S.  13  zur  Ableitung  des  Satzes  6  schlössen,  können 
wir  also  auch  hier  folgern:  Liegen  reelle  Curven  vor  und  wechselt 
dx  sein  Zeichen,  so  gilt  dasselbe  von  der  Ordinatendifferenz  y  —  9 
wenn  n  gerade  ist,  sonst  nicht.     Daher: 


§  5.    Merkmale  für  die  Berührung  u,  s,  w,  25 


Satz  12:  Wenn  zwei  reelle  ebene  Curven  einander  in 
n^  Ordnung  berühren,  so  durchsetzen  sie  einander  an  der 
Berührungsstelle,  wenn  n  gerade  ist,  sonst  nicht. 

Wir  sehen,  dass  wir  in  Satz  6  des  §  3  thatsächlich  die  Be- 
rührung n^  Ordnung  zwischen  einer  Curve  und  einer  Oeraden  vor 
uns  haben. 

Wenn  wir  von  der  Annahme  ausgehen,  dass  die  Punktcoordi- 
naten  der  beiden  Curven  c  und  c  durch  Bogenlängen  s  und  g  als 
Parameter  ausgedrückt  sind: 

^  =  9 W,  y  =  VW     und     i  =  f[S),  t)  =  5r(§), 

so  vereinfachen  sich  ebenfalls  die  Bedingungen  für  die  Berührung 
höherer  Ordnung  bedeutend. 

Wenn  nämlich  die  Curven  einander  in  P  berühren,  also  dort 
dieselbe  Tangenteurichtung  haben,  so  können  wir  annehmen,  dass  s 
und  §  bei  beiden  nach  derselben  Richtung  hin  zunehmen.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  erreicht  man  diese  Annahme  sofort,  wenn  man 
statt  §  die  Orösse  —  §  einführt,  die  ja  auch  die  Bogenlänge  der 
Curve    c,    aber    in    entgegengesetztem    Sinne    gemessen,    darstellt. 

Alsdann  sind 

dx         ,      dy 
ds^      ^         ds 

der  Cosinus  und  der  Sinus  des  Winkels  der  Tangente  von  c  mit 
der  x-Axe  und 

die  entsprechenden  Grössen  bei  der  zweiten  Curve. 

Die  Bedingungen  (6),  S.  22,  für  die  Berührung  erster  Ordnung 
geben  also  dann  A^  =  1  und: 

Da  nun  nach  Satz  1,  S.  5,  für  alle  Werte  von  s  bez.  ^ 

(3)  x^  +  y '  =  1 ,       J  *  +  ^'^  =  1 

ist,  so  folgt  hieraus  durch  Differentiation  nach  s  bez.  d 

(4)  xx'+yy"^Q,       j  j"  +  ^'9"  =  0. 

Die  Bedingungen  (7)  auf  S.  22,  die  für  die  Berührung  zweiter  Ord- 
nung noch  hinzutreten,  nehmen  wegen  A^  =  1  die  Form  an: 

V  ==  So''  +  hloy       yd'  =  %"  +  ^  9o' • 
Beachten  wir  aber  die  Relationen  (3)  und  (4),  so  folgt  A^  =  0  und: 

*^o    "■  40  7       yo    ""  9o  • 
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Wenn  also  aaf  beiden  Canren  die  Bogenlänge^  in  gleichem  Sinn 
gemessen,  als  Parameter  benatzt  wird,  so  beröhren  die  Gurren 
einander  in  erster  Ordnung,  wenn  die  ersten  Ableitungen,  in  zweiter 
Ordnung,  wenn  überdies  die  zweiten  Ableitungen  der  Coordinaten 
für  den  gemeinsamen  Punkt  entsprechend  die  gleichen  Werte  haben. 

Dass  dasselbe  einfache  Ergebnis  auch  f&r  Berührung  beliebig 
hoher  Ordnung  gilt,  können  wir  durch  den  Schluss  Ton  ii  —  1  auf  ii 
darthun:  Wir  nehmen  an,  wir  hätten  bewiesen,  dass  die  beiden 
Curven  einander  in  der  (n  —  1)^  Ordnung  berühren,  wenn: 

•^O    —  -50  >  *0      —  io    '   '   '  •  '*^0  —  SO 

y„'  =  %',    yo"  =  9o",  •  •  •    yo^-"  =  V""" 

ist,  und  dass  sich  ausserdem  ergeben  habe: 

Aj  =  l,     /,  =  0,     /3  =  0,     ...     /».i  =  0 . 

Soll  nun  Berührung  n^  Ordnung  eintreten,  so  gelten  zunächst 
diese  Formeln  nach  Voraussetzung.     Danach  ist: 

y - ^  =  I V (^* - ^^)  +  •  •  •  +  1.2. .1^-1)  9o'""'^ (^'"■'' - ^^""') 


während 


1 .2 . .n 


ZU  setzen  ist.  Thun  wir  dies  in  x  —  y  und  y  —  9,  so  finden  wir, 
dass  die  Entwickelangen  mit  Gliedern  n^  Ordnung  beginnen.  Wir 
haben  zu  fordern,  dass  diese  Glieder  verschwinden.  Dadurch  er- 
giebt  sich: 

also: 

(Ö)  ^0^"^  =  io<"^  +  K  lo  .       VO^""'  =  %'"^  +  >^n  9o'  • 

Hieraus  folgt  weiter  wegen  (5): 

<  V"^  +  yo'yo^**^  =  Jo'  Jo^'*^  +  W  W*'  +  Kilo'  +  9o'') 

oder  also  nach  (3): 
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Man  erkennt  jedoch  dnrch  fortgesetzte  Differentiation  der  FormelD  (4) 
nach  s  bez.  i^,  dass  sich 

x'  aK»)  +  y'  y «)     und     y'  y^«)  +  ^'  ^<«) 

durch  die  Differentialquotienten  niederer  als  n^^'*  Ordnung  aus- 
drücken lassen.  Da  diese  aber  nach  (5)  für  den  gemeinsamen  Punkt 
bei  beiden  Gurren  die  gleichen  Zahlen  werte  haben,  so  sind  auch 
die  beiden  vorstehenden  Summen  für  den  gemeinsamen  Punkt 
einander  gleich.    Aus  (7)  schliessen  wir  deshalb  A^  =  0  und  aus  (6): 

Hiermit  ist  der  Schluss  von  n  *~  1  auf  n  beendet. 

Wir  hatten  Torausgesetzt,  dass  die  Bogenlängen  s  und  %  auf 
beiden  Curven  von  P  aus  nach  derselben  Seite  hin  zunehmen,  um 
uns  von  dieser  Voraussetzung  zu  befreien,  beachten  wir,  dass  die 
Differentialquotienteu : 

i,     f,     r-..     und     ^',     t)'\     t)'\.. 
in 

-?,  +r,  -r...  und  -^',  +r,  -r... 

übergehen,  sobald  g  durch  —  ^  ersetzt  wird. 
Hiemach  hat  sich  ergeben: 

Satz  13:   Haben  die  beiden  Curven 

^  =  9'W7    y^V^i')    und    i=-f{^),     ^^9[^), 

bei  denen  s  und  d  Bogenlängen  bedeuten,  einen  Punkt 
{s  =  «0,  §  =s  Sq)  gemein,  so  berühren  sie  einander  in  diesem 
Punkte  in  n*"  Ordnung,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

v  =  ±so'.  v  =  5o",  v'  =  ±y«"%---  V"' =  (± l)"Jo^''^ 

und  zwar  gilt  dabei  entweder  überall  das  obere  oder  überall 
das  untere  Vorzeichen. 

Da  dann  i^  =  1,  Ag  =  0,  Aj  =  0,  .  .  A^  =  0  ist,  so  ist  ds  von 
rf§  nur  um  Unendlichkleines  von  höherer  als  n*®'  Ordnung  ver- 
schieden, d.  h.  wir  dürfen  den  Punkt  St,  nachdem  A  angenommen 
worden  ist,  so  wählen,  dass  der  Bogen  der  Curve  c  von  P  nach  S( 
gleich  dem  Bogen  der  Curve  c  von  P  nach  Ä  ist.  Die  Strecke  Ä'^ 
ist  dann  von  (n  +  1)**'  Ordnung,  vorausgesetzt,  dass  man  beide 
Bogen  nach  derselben  Seite  der  Tangente  hin  aufträgt.  Es  hat 
sich  also  noch  ergeben: 
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Satz  14:  Berühren  zwei  Curven  c  und  c  einander  in 
einem  gemeinsamen  Punkt  P  in  der  n^  Ordnung,  so  haben 
sie  in  P  zunächst  dieselbe  Tangente.  Trägt  man  dann  auf 
den  Ourven  c  und  c  von  P  aus  nach  derselben  Richtung 
der  Tangente  hin  gleich  lange  Bogen  auf  bis  zu  den  Punk- 
ten A  und  9(,  so  wird  die  Strecke  A%  unendlich  klein  von 
(n  +  1)^  Ordnung,  sobald  der  aufgetragene  Bogen  unend- 
lich klein  von  erster  Ordnung  wird. 

Noch  sei  ein  Satz  angegeben,  der  sofort  aus  Satz  11  folgt: 

Satz  15:  Berührt  eine  Curve  c  zwei  andere  Curven  c^ 
und  Cj  in  dem  gemeinsamen  Punkt  P  in  n^^  Ordnung,  so 
berühren  auch  c^  und  c^  einander  dort  in  mindestens  n^ 
Ordnung. 

Ueberhaupt  gilt  augenscheinlich  der 

Satz  16:  Wenn  drei  Curven  ein  und  denselben  Punkt 
gemein  haben  und  einander  dort  berühren,  so  sind  von  den 
Ordnungszahlen  der  drei  Berührungen  zwei  einander  gleich, 
während  die  dritte  entweder  auch  jenen  beiden  gleich  oder 
aber  grösser  ist 

Haben  zwei  Curven  z.  B.  in  P  dieselbe  Wendetangente,  so 
berühren  sie  auch  einander  in  mindestens  zweiter  Ordnung. 

Aus  der  Definition  der  Berührung  n^'  Ordnung  oder  auch  aus 
Satz  14  folgt  noch,  dass,  wenn  eine  Curve  a  zwei  andere  Curven  h 
und  c  in  demselben  Punkte  P  in  n^'  bez.  [n  +  m)^  Ordnung  be- 
rührt, sie  alsdann  in  der  Umgebung  von  P  der  Curve  c  am  näch- 
sten ist. 

Von  zwei  Curven,  die  einander  in  höherer  als  erster  Ordnung 
berühren,  sagt  man  wohl  auch,  dass  sie  einander  osculieren. 
Doch  steht  dieser  Sprachgebrauch  nicht  fest  (siehe  S.  35). 

§  6.    Berührung  von  Curve  und  Kreis. 

Wir  wenden  die  allgemeine  Theorie  des  §  4  auf  eine  beliebige 
Curve: 

(1)  ^  =  9(0,     y  =  vW 

und  einen  Kreis  an.  Der  Kreis  habe  die  laufenden  Coordinaten 
l,  'q,  und  es  seien  a,  b  seine  Mittelpunktscoordinaten,  r  der  Radius. 
Mit  Hülfe  des  Centriwinkels  t  lauten  die  Gleichungen  des  Kreises 
(vgl.  2.  Beispiel,  S.  3): 

(2)  j  =  a  +  r  cos  t ,         ^  =  ^  +  r  sin  t . 
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Hier  ist 

—l-  =  —  r  sin  t ,         -rf  =  r  cos  t , 
dt  ^  dt  ' 

^=-rco8t,        ^=-r8mt. 

Verlangen  wir,  dass  der  Kreis  (2)  die  Curve  (1)  in  zweiter  Ordnung 
berühre,  so  haben  wir  nach  §  4  zu  fordern,  dass  es  ein  Wertepaar 
/,  t  gebe,  für  das  die  Werte  (1)  mit  den  Werten  (2)  übereinstimmen, 
und  für  das  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  auf  S.  22  bestehen.  Wir 
haben  also  die  sechs  Bedingungen: 

(p    s=  a  +  r  cos  t ,  t//   =  Ä  +  r  sin  t ; 

qp'  =  —  Aj  rsint,  t//'  =Ajrcost; 

y "  ==  —  A*  r  cos  t  —  Ag  r  sin  t ,      t//"  =  —  P.  J  r  sin  t  +  A^  r  cos  t . 

Ist  t  irgendwie  gewählt,  so  sind  dies  sechs  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  t,  a,  b,  r,  l^  und  A,.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
können  wir  wegen  den  beiden  vorhergehenden  so  schreiben: 

und  hieraus  folgt: 


/'     -.-'  -_" 


Also  geben   die  in  der  zweiten  Reibe  stehenden  Gleichungen: 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  endlich  geben  mit  Rücksicht  auf  die 
in  der  zweiten  Reihe: 

Auch  kann  man  noch  )^  und  t  berechnen.    Doch  brauchen  wir  diese 
Werte  nicht 

Satz  17:   Der  Kreis,  der  die  Curve 

^  =  9(0»     i/  =  V^{^) 

in  ihrem  Punkte  (/)  in  zweiter  Ordnung   berührt,   hat   den 
Mittelpunkt  mit  den  Coordinaten: 
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und  das  Quadrat  seines  Badius  ist: 

Dieser  Kreis  wird  nach  Satz  12,  S.  25,  die  Curve  im  Be- 
rührungspunkt {x,  y)  zwar  durchsetzen,  ist  aber  trotzdem  von  allen 
Kreisen  derjenige,  der  sich  an  dieser  Stelle  der  Curve  am  besten 
anschmiegt.  Er  heisst  der  Krümmungkreis,  Schmiegungskreis 
oder  Osculationskreis^  der  Curve  an  der  Stelle  {fy, 

Ist  t  die  Bogenlänge  s  der  Curve,  so  ist  nach  Satz  1,  S.  5: 

und  daher: 

(f(f  +  \p  yj  =  0 , 
sodass  wir  erhalten: 

Satz  18:   Der  Krümmungskreis  der  Curve 

x^(f>{s),      ;/  =  i/^W 

mit  der  Bogenlänge  g  an  der  Stelle  {s)  hat  den  Mittelpunkt 
mit  den  Coordinaten: 

'  (fi  '  tp 

während 

das  Quadrat  seines  Radius  ist. 

Ist  der  Parameter  t  der  Tangentenwinkel  r  der  Curve,  d.  h.  ist 

ax        g) 

SO  ist  nach  Satz  8,  S.  17: 


.'  _..''     -. '  _" 


y  V^  -  y  y    _  1 

sodass  der  allgemeine  Satz  17  ergiebt: 
Satz  19:    Die  Curve 

^  =  y  (t)  »     //  =  v  (^) 

mit  dem  Tangentenwinkel  r  hat  an  der  Stelle  (r)  den  Krüm- 
mungskreis mit  der  Mitte 

a  =  y  —  i(/' ,      b  =  tfj  +  (p' 
und  dem  Radius 


r  =  yy/2  +  t/;'a. 


^  Der  Name  Osculationskreis  kommt  bei  Leibniz  1686  vor. 
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Liegt  die  Curve  in  der  Form  y  =  f[x)  vor,  so  können  wir  x 
als  den  Parameter  /  auffassen ,  also  x  =  t,  ?/  =  f{t)  schreiben ,  so- 
dass der  allgemeine  Satz  17  ergiebt:^ 

Da  sich  der  Erümmungskreis  in  seinem  Berührungspunkt  an 
die  Gurre  besonders  eng  anschmiegt  und  da  ein  Element  eines  Kreises 
in  der  Bichtung  von  der  positiven  zur  negativen  y-Axe  hin  be- 
trachtet —  sagen  wir  kurz:  von  oben  gesehen  —  convex  oder 
concav  erscheint,  je  nachdem  es  eine  grössere  oder  kleinere  Ordi- 
nate als  die  Ereismitte  hat,  so  ist  die  Curve  im  Punkte  (or,  y)  con- 
vex oder  concav,  je  nachdem  y  —  ^SO  ist,  d.  h.  nach  (3),  je  nach- 
dem ygO  ist   Natürlich  hat  dies  nur  für  reelle  Curven  einen  Sinn. 

Satz  20:  Eine  reelle  Curve  y  =  /*(x)  ist  an  einer  Stelle 
(jr,  y)  nach  oben  hin  convex  oder  coDcav,  je  nachdem  y" 
daselbst  kleiner  oder  grösser  als  Null  ist. 

Die  dritte  Formel  (3)  giebt  noch,  wenn  tg  r  =  y'  benutzt  wird, 
die  für  Anwendungen  nützliche  Formel 


^  =  (Öcos»r)'. 


Liegt  die  Curve  in  der  Form  F[x,y)  =  0  vor,  so  lassen  sich 
y  und  y"  aus  den  Gleichungen,  die  durch  totale  Differentiation 
hervorgehen,  berechnen,  nämlich  aus: 

F^  +  Fy^^Q,       F^,  +2^,,y'  +  /;,y  «  +  F,y'  =  0, 

sodass  die  Formeln  (3)  liefern: 


(4) 


a  s=  jr  — 


Fxx  F^  —  2  Fxy  Fx  F^  +  Fyy  Fx^ 


% 


y        F..F*  -  2  F.,FrF,  +  F„F*  ' 


r»  = 


^  ■*  r  ■»  V  ^  -*■  y» 


{Fxx  F,^  -  2  Fxy  Fx  F,  +  F,,  F.V 

Die   Normale   der  Curve  y  =  f{x)  im  Punkte  (x),   d.  h.   die 
Gerade,  die  auf  der  Tangente 

9  -  y = y  ( j  -  •^) 

im  Berührungspunkt  {x)  senkrecht  steht,  hat  die  Gleichung 


*  Der  in  (3)  angegebene  Wert   von  r'  findet   sich   zuerst   bei   Newton, 
„Methodns  flaxionum'S  1736. 
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Setzt  man  hierin  die  Werte  von  a  und  b  ans  (3)  fiir  ;  und  9  ein, 
so  wird  die  Gleichung  erfüllt,  sodass  also  der  Mittelpunkt  des 
Krümmungskreises  auf  der  Normalen  liegt 

Natürlich  hätten  wir  die  Formel  (3)  auch  mittels  des  Satzes  11, 
S.  24,  ableiten  können,  indem  wir  die  Gleichung  des  Krümmungs- 
kreises so  schrieben: 

(5)  (i-  -  aY  +  (9  -  bf  =  r«. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  im  Punkte  (y  =  a:,  ^=y)  die  Werte 
von  y,  y"  mit  ^',  ^"  übereinstimmen,  was  leicht  direct  zu  verificieren 
ist.  Wir  benutzen  den  citierten  Satz,  um  zu  untersuchen,  ob  der 
Erümmungskreis  die  Curve  in  höherer  als  zweiter  Ordnung  be- 
rühren kann.    Für  Berührung  dritter  Ordnung  ist  zu  verlangen,  dass 

y  mit  -t\  an  der  Stelle  {x  =  y)  übereinstimmt.     Nun  ergiebt  sich 

^-y  aus  (5)  durch  dreimalige  totale  Differentiation  nach  y.  Es 
kommt: 

Es  sollen  die  drei  Differentialquotienten  mit  y,  y\  y"  überein- 
stimmen, also  soll  für  die  betrachtete  Stelle  [x): 

sein,  woraus  wegen  des  Wertes  (3)  von  b  hervorgeht: 

(6)  3.y'.y'^-(l+y«)y"  =  0. 

Satz  21:  Die  Curve  y  =  f[x)  wird  nur  an  solchen 
Stellen(:r)  von  ihrem  Erümmungskreis  in  höherer  als  zweiter 
Ordnung  berührt,  an  denen: 

3/y'^-(i+y^)y"  =  o 

ist. 

Dies  ist,  da  y,  y\  y"  Funktionen  von  x  sind,  eine  Bedingung 
ttr  jr  und  wird  deshalb  bei  einer  beliebigen  Curve,  wenn  überhaupt, 
Mtenfalls  nur  für  einzelne  Stellen  {x)  erfüllt  sein.  An  solchen 
gl^^  ^  sie  heissen  Scheitel  —  wird  die  Berührung  im  Allgemeinen 
imi  nicht  höherer  als  dritter  Ordnung  sein.  Nach  Satz  12,  S.  25 
w4  dort  also  der  Erümmungskreis  die  Curve  im  Allgemeinen 
TUtü^lik  durchsetzen. 

iKtitpiol:    Ist  eine  Curve  hinsichtlich  einer  Geraden  symmetrisch,  so 
ÜIm  Sohnittpunkte  mit  der  Geraden,   sobald    sie  nicht  singulär  sind, 
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Scheitel  sein.    Denn  wenn  jene  Gerade  zur  y-Axe  gewählt  wird,  so  moss  die 
Function  y  »  f(x)  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  jedes  x: 

y  -  fix)  -  A-  «) 
ist,  woraus  durch  Differentiation  folgt: 

y"  ^rix)  =  +r(-a?) 

Für  X  8  0  folgt  hieraus  y'  =  %f"  »  0,  sodass  (6)  erfEUlt  ist 

Fragen  wir,  ob  es  vorkommen  kann,  dass  alle  Punkte  einer 
Curve  Scheitel  sind.  Es  müsste  für  jede  Stelle  {x)  der  Gurve  die 
Bedingung  (6)  erfüllt  sein.  Nun  aber  sind  die  Bestimmungsstücke 
a,  i,  r  des  Erümmungskreises  nach  (3)  Functionen  von  x^  für  die 

§1=      -|^[3yy"*-(i+yvi, 


dh 

dx 
dr* 


dz  y 

ist,  sodass  aus  (6)  folgen  würde,  dass  a,  &,  r'  für  alle  Punkte  (:r) 
der  Curve  constante  Werte  hätten,  d.  h.  die  Gurve  hätte  überall 
denselben  Erümmungskreis,  wäre  also  mit  dem  Kreis  identisch. 

Satz  22:  Ausser  den  Kreisen  giebt  es  keine  Gurve, 
die  überall  von  ihren  Krümmungskreisen  in  höherer  als 
zweiter  Ordnung  berührt  wird. 

Nach  Satz  17  wird  der  Radius  des  Krümmungskreises  unend- 
lich gross,  wenn 

y'  ^"  -  t^  y"  =  0 

ist,  also  der  Berührungspunkt  nach  Satz  10,  S.  22,  ein  Wendepunkt 
ist.  Der  Kreis  geht  dann  in  die  Wende  taugen  te  über.^  Der 
Badius  kann  andererseits  nur  dann  Null  werden,  wenn  y'*  +  t^'*  =  0 
ist.  Bei  reellen  Curven  kommt  dies  nur  da  vor,  wo  qp'  =  t//'  =»:  0 
ist,  also  an  den  bis  auf  weiteres  ausgeschlossenen  singulären  Stellen 
(siehe  S.  20).  Bei  imaginären  Gurven  kann  dies  auch  da  vor- 
kommen, wo 

(p  ±  «>'  =  0    . 


'  £s  mag  hier  daran  erinnert  werden,  dass  in  diesem  Falle  nur  im  All 
gemeinen  eine  eigentliche  Wendetangente  vorliegt,  siehe  S.  14. 

SCHEFTEKS,  G«oiii.  Diffir.   I.  3 
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ist,  d.  h.  wo  die  Tangente  der  Gurve  eine  Minimalgerade  ist 
(siehe  S.  6).  Aber  für  solche  Stellen  ist  der  Begriff  Krümmungs- 
kreis  überhaupt  nicht  vorhanden^  denn  an  einer  solchen  Stelle  bat 
ein  unendlich  benachbarter  Curvenpunkt  von  der  betrachteten  Stelle 
den  Abstand  Null  und  keinen  unendlich  kleinen  Abstand.  Die  De- 
finition der  Berührung,  die  wir  in  §  4  aufstellten,  ist  demnach  hier 
haltlos. 

Beispiel:     Der   Krttmmungskreis   dient  wie   die   Tangente  zum   ange- 
näherten Zeichen  einer  Gurve  mittels  Kreisbogen,  z.  B.  der  Sinuslinie: 


sinrE, 


bei  der  sich  nach  (8)  ergiebt: 

a  ■■  05  +  ctg  x  (1  +  cos*  x) , 


6»  - 


2  cos*  X 
sinx 


(1  +  cos«  x>^ 


sin'a; 


Die  Stellen  x  =  0^  ±  n^  ±27i...  auf  der  x-Axe  sind  Wendepunkte  (y"  »  0\ 


71 


n 


deren  Tangenten  die  Winkel  ±       mit  der  x-Axe  bilden.   Die  Punkte  a?  =  ±  -^  i 
±    ^    •  •  •  mit  den  Ordinaten  y  =  ±\  sind  Scheitel  mit  dem  Krümmungsradius  1, 


Fig.  7. 

für  die  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskroises  auf  der  x-Aze  liegt  (siehe  Fig.  7). 
Auch  für   die  Stelle  o;  ■>  ±  — -  und  die   periodisch  wiederkehrenden   analogen 

Stellen  ist  der  Kriimmungskreis  leicht  zu  constuieren.    Denn  fiir  x  = 


ist 


a  =  a:  +  ^  ,    A  -  -  ]/2,    r« 
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Die  Bestimmung  des  Erümmungskreises  ordnet  sich  einem  all- 
gemeinen Problem  unter: 

Es  sei  eine  Curve  y  =  f\x)  gegeben.  Eine  zweite  Curve  sei  in- 
sofern gegeben,  als  zwar  ihre  Gleichung  vorliege: 


9  =i7(i»  <^i}  ^2---0- 
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Sie  soll  aber  noch  n  Constanten  c, ,  c, ..  c^  enthalten,  über  deren 
Werte  wir  y.erfQgen  können,  sodass  also  eigentlich  eine  Schar 
Ton  .anendlich  vielen  Garven  vorliegt.  Z.  B.  die  Gleichung  eines 
Kreises  enthält  drei  solche  Constanten  a,  bj  r,  und  wir  haben  oben 
das  Problem  gelöst,  unter  allen  Kreisen  demjenigen  zu  bestimmen, 
der  die  gegebene  Gurve  1/  ==  f{x)  an  einer  gegebenen  Stelle  in  mögi- 
liehst  hoher  (zweiter)  Ordnung  berührt  So  stellen  wir  uns  hier  das 
Problem,  die  Gonstanten  c^,  c,  .  .  c^  so  zu  wählen,  dass  die  Gurve 
^  =  ^  die  Gurve  1/  =  f{x)  an  der  Stelle  (x)  in  möglichst  hoher  Ord- 
nung berühre.  Nach  Satz  11,  S.  24,  muss  man  c^,  c^  .  .  c^  so  be- 
stimmen, dass  möglichst  viele  der  Gleichungen: 

f{x)^g{x),    f[x)^g[x),    f  {^)  ^  9' {^)   ••• 

erfüllt  werden.  Da  wir  über  n  Gonstanten  verfügen  können,  so 
werden  wir  n  derartige  Bedingungen  erfüllen  können,  als  letzte  diese: 

Wir  werden  also  erreichen  können,  dass  eine  Berührung 
(n  —  1)^  Ordnung  eintritt.  Doch  zur  exacten  Begründung  dieser 
Behauptung  wäre  noch  zu  untersuchen,  ob  die  n  Bedingungen  auch 
ihatsächlich  gerade  c^ ,  c^  *  -  c^  bestimmen.  Hierauf  gehen  wir  nicht 
weiter  ein;  bei  jeder  besonderen  Anwendung  dieser  allgemeinen  Idee 
müssen  wir  die  Bedingungen  in  dieser  Hinsicht  genau  untersuchen. 

Beispiel:  Die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnittes  enthält  fünf 
Constanten.  In  einem  allgemeinen  Punkt  einer  Gurve  wird  man  also  einen 
Kegelschnitt  construieren  können,  der  die  Gurve  in  vierter  Ordnung  berührt. 

Wir  erwähnten  oben,  S.  28,  dass  der  Sprachgebrauch  bezüglich 
des  Wortes  „Osculation^^  schwankend  ist.  Thatsächlich  nennen 
einige  Autoren  diejenige  Curve  ^  =  ^  (j)  der  obigen  Schar  die  oscu- 
lierende.  die  in  der  höchsten  Ordnung  berühi't 


§  7.    KrOmmung  ebener  Curven. 

Durchläuft  ein  Punkt  eine  Curve  c  von  einer  Stelle  P  nach 
einer  Stelle  P^  hin,  so  ändert  er  beständig  seine  Richtung,  die  in 
jedem  Augenblick  durch  seine  Tangente  angegeben  wird.  Je  stärker 
diese  Aenderung  der  Richtung  für  ein  und  dieselbe  Weglänge  PP^ 
auf  der  Curve  ist,  um  so  stärker  krümmt  sich  die  Curve  (siehe 
Fig.  8).  Diese  Blrwägung  legt  es  nahe,  als  Mass  der  Krümmung 
der  Curve  von  P  bis  P^  das  Verhältnis  aus  dem  Drehwinkel 
der  Tangente   und   der  Länge   des   auf  der  Curve  zurück- 

3* 
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gelegten  Bogens  zu  definieren.  Nach  dieser  Definition  ist  wohl- 
bemerkt das  Mass  der  Krümmung  für  einen  Teil  des  Weges  nicht  not- 
wendig dasselbe  wie  ftlr  den  ganzen  Weg.  Es  ist  daher  besser,  den 
erwähnten  Quotienten  als  die  mittlere  Krümmung  des  Guryen- 
bogens  PP^  zu  bezeichnen.  Ist  r  der  Winkel  der  Tangente  in  P, 
Tj  der  Winkel  der  Tangente  in  P^  mit  der  x-Axe  und  ist  der  Bogen 

8^PP^  nicht  etwa  so  lang,  dass  die  Tan- 
gente auf  dem  Wege  von  P  bis  Pj  schon 
eine  ganze  Umdrehung  ausgeführt  hat,  so 
ist  die  mittlere  Krümmung: 

App.  =s  - 


s 


Rückt  der  Punkt  Pj    auf  der   Cnrve 
unendlich  nahe  an  P  heran,  wird  also  der 
Bogen  PP^  unendlich  klein,  gleich  dsj  %o 
Fig.  8.  wird  man  die  mittlere  Krümmung  dieses  Bo- 

gens kurzweg  als  die  Krümmung  der 
Curve  an  der  Stelle  P  bezeichnen  dürfen,  wenn  man  bewiesen 
hat,  dass  auch  dann  der  Quotient  einen  bestimmten  Wert  hat.  Dies 
ist  aber  wirklich  der  Fall:  Längs  der  Curve  ist  ja  sowohl  die 
Bogenlänge  s  als  auch  der  Tangentenwinkel  r  eine  Function  der 
Abscisse  x  (siehe  §  1  und  §  3),  sodass  also  r  als  Function  von  s 
aufgefasst  werden  kann.  Wenn  nun  der  Bogen  s  unendlich  klein, 
gleich  dsy  wird,  so  wird  r^  nur  um  eine  unendlich  kleine  Orösse 
dx  von  r  verschieden  sein  und  die  Krümmung  der  Curve  an  der 
Stelle  (:r,  y)  ist  daher  der  Differentialquotient 

des  Tangentenwinkels  r  nach  der  Bogenlänge  s.  Nebenbei 
sei  bemerkt,  dass  der  Winkel  ^r  der  beiden  unendlich  benachbarten 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Bogenelementes  ds  Contingenz- 
winkel  heisst.  Seine  Grösse  hängt  wesentlich  von  der  Länge  des 
Elementes  ds  ab.  Nur  das  Verhältnis  aus  Contingenzwinkel 
und  Bogenelement  hat  einen  bestimmten  endlichen  Wert,  es  ist 
eben  die  Ej-ümmung  k  der  betreffenden  Curvenstelle. 

Liegt  eine  reelle  Curve  vor,  so  soll  das  Krümmungsmass  auch 
seinem  Vorzeichen  nach  eindeutig  definiert  werden.  Nun  ist  zu  be- 
achten, dass  das  Bogenelement  ds  durch  die  Formel  (S.  4): 

ds=^fdx^+di/ 
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seinem  Vorzeichen  nach  nicht  bestimmt  wird.  Vielmehr  liegt  es 
in  unserem  Belieben,  einen  solchen  Fortschreitangssinn  auf  der 
Carve  zn  wählen,  dass  dt  in  diesem  Sinne  positiv  ist.  Haben  wir 
einmal  ftlr  eine  Curvenstelle  den  Sinn  bestimmt  gewählt,  so  ist  da- 
mit auch  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  für  alle  Stellen  der 
Curve  bestimmt,  denn  die  Quadratwurzel  ist  ja  nirgends  gleich  Null, 
muss  also  beständig  mit  dem  einmal  ge- 
wählten Vorzeichen  behaftet  werden.  Da 
wir  nun  den  Winkel  r  in  bestimmter 
Weise  messen,  nämlich  im  Sinn  der  Drehung 
der  positiven  x-Axe  nach  der  positiven 
y-Axe  hin,  so  hat  auch  dr  überall  ein 
bestimmtes  Vorzeichen,  daher  auch  das 
Erümmungsmass  k  nach  (1).     So  z.  B.  in  Fig.  9. 

Fig.  9,  in  der  wir  an  der  Stelle  P  —  und 

damit  ftLr  die  ganze  Curve  —  den  Fortschreitungssinn  der  Bogen- 
länge beliebig  gewählt  haben.  Man  erkennt  hier,  dass  das  Erüm- 
mungsmass h  an  den  stark  gezeichneten  Bogenstücken  überall  positiv, 
an  den  anderen  überall  negativ  ist.  Hätten  wir  den  Sinn  in  P 
entgegengesetzt  gewählt,  so  wäre  es  gerade  umgekehrt  — 

um  nun  das  Erümmungsmass  k  bei  einer  beliebigen  Curve  zu 
berechnen,  denken  wir  uns  die  Curve  in  der  allgemeinen  Form  ge- 
geben: 

(2)  ^  =  9(0,     y  =  V(0. 

Es  ist: 

ds^  =  dx^  +  dtß, 
daher: 

ds 


dt 


=  W  +  ^''*- 


Der  Quadratwurzel  schreiben  wir  ein  bestimmtes,  sagen  wir  das 
positive  Vorzeichen  vor,  sobald  die  Curve  reell  ist.  Mit  wachsen- 
dem t  wächst  dann  s.     Ferner  ist 


^              dx          <f" 

daher: 

T  =  arc  tg  ^,- 

und  also: 

d  T          q'  \p"  -  xp'  q>" 

dt    ~        </>'«  +  V''* 
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Nach  (1)  kommt  mithin: 

^  '  dt       dt  >V»  +  ^'*' 

Satz  23:  Die  Curve  x:=(p{t)j  y  =  tp(f)  hat  im  Punkte  t 
das  Krümmungsmass: 

Bei  reellen  Curven  ist  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen, 
sobald  die  Bogenlänge  s  im  Sinne  des  wachsenden  Para- 
meters t  positiv  gerechnet  wird. 

Das  Krümmungsmass  kann  dann  längs  der  Curve  sein  Vor- 
zeichen nur  dadurch  wechseln,  dass  es  durch  den  Wert  Null  oder 
Unendlich  hindurchgeht.  Der  Wert  Null  tritt  nach  Satz  10,  S.  22, 
im  Wendepunkt  ein.  Der  Wert  unendlich  dagegen  kommt  für 
ff'^  +  xp'*  =  0  vor,  also,  da  es  sich  augenblicklich  nur  um  reelle 
Curven  handelt,  für  ^'  =  i^'  =  0,  d.  h.  fiir  singulare  Stellen. 

Aus  dem  Satze  17,  S.  29,  folgt  noch,  dass  das  Krümmungsmass 
eines  Gurvenpunktes,  absolut  genommen,  gleich  dem  reciproken  Wert 
des  Radius  desjenigen  Kreises  ist,  der  die  Curve  an  der  betreifen- 
den Stelle  in  zweiter  Ordnung  berührt  Deshalb  eben  heisst  jener 
Kreis  der  Krümmungskreis.  Da  das  Krümmungsmass  k  bei  reellen 
Curven  ein  bestimmtes  Vorzeichen  hat,  sobald  der  Fortschreitungs- 
sinn  auf  der  Curve  angenommen  worden  ist,  so  wollen  wir  alsdann 
auch  dem  Radius  r  des  Krümmungskreises  dasselbe  Vorzeichen  wie 
dem  Krümmungsmass  beilegen,  sodass  also  stets: 

r 

ist  und  wir  sagen  können: 

Satz  24:  Das  Krümmungsmass  eines  Curvenpunktes 
ist  gleich  dem  reciproken  Werte  des  Radius  desjenigen 
Kreises,  der  die  Curve  an  der  betreffenden  Stelle  in  zweiter 
Ordnung  berührt. 

Den  Radius  r  des  Krümmungskreises  nennt  man  den  Krüm- 
mungsradius des  Curvenpunktes  P,  den  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises den  Krümmungsmittelpunkt  des  Curvenpunktes  P. 

Zu  dem  Krümmungsmittelpunkt  gelangen  wir  auch  so:  Wir 
sahen  schon  auf  S.  32,  dass  er  auf  der  Normalen  von  P  oder  {x,  y) 
liegt,  deren  Gleichung  in  den  laufenden  Coordinaten  j*,  i)  ist: 
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Die  Coefficienten  dieser  in  y,  9  linearen  Gleichung  sind  Func- 
tionen von  X  allein,  da  y^f{x)  und  y'  =^f{x)  ist.  Die  Normale 
des  Curvenpunktes  {x  +  dx,  y  +  dy),  der  dem  Punkte  (ar,  y)  unend- 
lich benachbart  ist,  hat  daher  die  Gleichung,  die  hieraus  hervorgeht, 
wenn  x  durch  x  +  dx  ersetzt  wird,  wobei  die  Coefficienten  als 
Functionen  von  x  um  ihre  zugehörigen  Incremen te  wachsen,  also 
die  Gleichung: 

Der  Schnittpunkt  (a,  b)  beider  Normalen  muss  beide  Gleichungen 
erfüllen,  d.  h.  es  muss  sein: 

a+y'b  ^x  +yy, 

a  +  {l/+y'dx)b^  x+yy  +  ^^-^^^X-dx. 

Die  zweite  reduciert  sich  wegen  der  ersten  auf: 

woraus  sich  b  berechnen  lässt,  die  erste  giebt  alsdann  a.    So  kommt: 

Dies  aber  sind  nach  (3),  S.  31,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  M 
des  Erümmungskreises.     Also: 

Satz  25:  Der  Krümmungsmittelpunkt  eines  Punktes 
auf  einer  Gurve  in  der  Ebene  kann  als  der  Schnittpunkt 
der  Normalen  des  Curvenpunktes  mit  einer  unendlich  be- 
nachbarten Normalen  der  Curve  definiert  werden. 

Lassen  wir  eine  starre  Gerade  g  sich  so  bewegen,  dass  einer 
ihrer  Punkte  G  die  Curve  beschreibt,  während  die  Gerade  g  selbst 
beständig  die  zugehörige  Curventangente  ist,  so  lässt  sich  der  Ueber- 
gang  der  Geraden  aus  der  Tangente  t  des  Curvenpunktes  P  in  die 
Tangente  des  unendlich  benachbarten  Curvenpunktes  nach  Satz  5, 
S.  10,  durch  eine  Drehung  um  einen  mit  der  Geraden  in  starre 
Verbindung  gebrachten  Punkt  ersetzen.  Der  Drehwinkel  ist  der 
Contingenzwinkel  dx.  Die  Gleichungen  der  Drehung  haben  also, 
da  cos  rfT=  1,  sin(/T  =  f/T  gesetzt  werden  darf,  nach  (1),  S.  8, 
die  Form: 
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Dabei  sind  m,  n  zwei  Constanten,  fy  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes 
vor  der  Drehung,  ^,  t)  die  desselben  Punktes  nach  der  Drehung. 
Nun  soll  der  Punkt  P  oder  (ar,  y)  in  den  Punkt  {x  +  dxj  y  +  dt/) 
übergehen.     Also  kommt: 

x  +  dx^x  —  i/dr  +  mj 

y  -\r  dy  ^  xdr  +y  +  n 
oder: 

(6)  m  =  dx  +  ydr  y       n  =  dy  —  xdr . 

Der  bei  der  Drehung  feste  Punkt  (a,  b)  muss  nach  (5),  worin 
j  =  j  =  a,  t)  =z^  =11  b  zu  setzen  ist,  die  Gleichungen  erfüllen : 

bdT  =  mj  udT='-n 
oder  wegen  (6): 
/FTv                                                  dy         ,  ,   dx 

(7)  «  =  ^-57'      *  =  y  +  d7- 

Nach  Satz  19,  S.  30,  ist  der  Drehpunkt  daher  der  Erümmungs- 
mittelpunkt: 

Satz  26:  Die  unendlich  kleine  Drehung,  die  einen 
Punkt  F  einer  ebenen  Gurve  und  seine  Tangente  in  einen 
unendlich  benachbarten  Punkt  der  Curve  und  dessen 
Tangente  überführt,  findet  um  den  Erümmungsmittel- 
punkt  von  P  statt. 

Ist  die  Fortschi-eitungsrichtung  auf  einer  reellen  Gurve  gegeben, 
so  wird  man  der  Tangente  entsprechend  eine  positive  Sichtung  bei- 
legen, sodass  unter  r  der  Winkel  verstanden  wird,  den  die  positive 
x-Axe  bei  positiver  Drehung  bis  zur  positiven  Tangentenrichtung 
beschreibt.     Bei   der  Normale  rechnen  wir  alsdann  diejenige  Seite 

positiv,   die  durch  positive  Drehung   um  ^  aus  der  positiven  Tan- 

gente  hervorgeht.  Ist  nun  dr,  d.  h.  k,  positiv,  so  sieht  man,  dass 
die  unendlich  benachbarten  Normalen  auf  ihren  positiven  Sichtungen 
convergieren,  sodass  dann  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  posi- 
tiven Sichtung  der  Normalen  liegt.    Die  Formel  (7)  bestätigen  dies. 

Satz  27:  Der  Krümmungsmittelpunkt  einer  reellen 
ebenen  Curve  liegt  auf  der  positiven  oder  negativen  Sich- 
tung der  Normalen,  je  nachdem  das  Krümmungsmass  posi- 
tiv oder  negativ  ist. 

Wir  können  das  Krümmungsmass  einer  Curve  noch  in  folgen- 
der Weise  in  Beziehung  zu  einem  Kreise  setzen :  Wir  nehmen  einen 
Kreis  vom  Sadius  Eins  an  und  ziehen   zu  jeder  Normalen  n  der 
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Fig.  10. 


Curre  den  parallelen  Eadius  und  zwar  —  bei  reellen  Curven  —  im 
positiven  Sinn  der  Normalen  vom  Ereispunkt  zum  Ereismittelpunkt 
(»ehe  Fig.  10).    Dadurch  wird  jedem  Punkt  P  der  Curve  ein  Punkt  F 
des  Kreises  zugeordnet,  so  auch  dem  Punkt  P^  ein  Punkt  P^'.    Nun 
stehen  die  Normalen  n  und  n^  von  P  und  P^  auf  den  Tangenten  t 
und  ^  senkrecht.     Ihr  Winkel  und  demnach  auch  der  Winkel  der 
Radien  von  P'  und  Pj'  ist  da- 
her gleich  Tj — r.  Dieser  Winkel 
ist  gleich  dem  Bogen  P'  P/  des 
Kreises  und  zwar  ist  er  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem   der 
Bogen  P'  Pj'  den  positiven  oder 
negativen  Drehsinn  in  der  Ebene 
hat.  Wenn  wir  also  die  Bogen 
auf  dem  Kreis  im  positiven  Sinn 
positiv  rechnen,  so  stimmt  der 
Bogen  F  P^'    auch    dem   Vor- 
zeichen nach  mit  r^  -^  r  überein.    Somit  ist  die  mittlere  Krümmung 
des  Carvenbogens  PP^  gleich  dem  Verhältnis  aus  dem  zugehörigen 
Kreisbogen  P' P^'  zum  Curvenbogen  PPy     Ist  Pj   unendlich  nahe 
hei  P,  so  findet  man: 

Sati  28:  Ordnet  man  jedem  Punkte  P  einer  ebenen 
(reellen)  Curve  c  einen  Punkt  P'  auf  einem  Kreise  vom 
Radius  Eins  in  der  Weise  zu,  dass  die  (positive)  Normale 
^OD  P  dem  von  P'  nach  der  Kreismitte  gezogenen  Badius 
parallel  ist,  so  ist  das  Krümmungsmass  von  P  gleich  dem 
Verhältnis  aus  dem  Bogenelement  des  Kreises  in  P'  zum 
zugehörigen  Bogenelement  der  Curve  in  P.  Den  Kreisbogen 
Iiat  man  im  Fall  einer  reellen  Curve  im  Sinne  der  Drehung 
Ton  der  positiven  or-Axe  zur  positiven  ^-Axe  zu  messen. 

Wir  knüpfen  hier  noch  einige  Bemerkungen  an:  Oiebt  es 
aosser   den    Kreisen    Curven    constanter  Krümmung?     Längs    der 

Curve  müsste  ~  =  0  sein.     Wie  Satz  22,  S.  33,  folgt  hieraus: 

Satz  29:  Ausser  den  Kreisen  giebt  es  keine  Curven 
constanter  Krümmung  in  der  Ebene. 

In  Satz  7,  8. 16,  stellten  wir  eine  Curve  vermöge  ihres  Tangenten- 
winkels  r  so  dar: 

X  =»  jF(t) cos t r/r ,        y  =  f^W 9^^ rdr. 
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Hier  ist: 
Da  aber: 


ds^^dx^  +  dy^^-F^dr^. 


ds  =  -T-dr 
k 


ist,  so  ist  ^=  +    -  zu  setzen.     Wir  können  über  das  Vorzeichen 

von   ds   so   verfügen,   dass  F=  -.-  wird. 

Satz  30:  Ist  r  der  Tangentenwinkel  einer  ebenen  Gurve 
und  ist  das  Krümmungsmass  k  der  Gurve  als  Funktion  von 
T  gegeben,  so  sind: 

:r  =  I   .-  cos  T  dr  y      1/  =  l  j-  sin  r  d t 

die  Gleichungen  der  Gurve. 

Aus  diesem  Satz  werden  wir  später,   in  §  9,   einen  wichtigen 
Schluss  ziehen. 
Da  nach  (1) 

r  =  l  kd s 

ist,  so  können  wir  auch  sagen: 

Satz  31:  Ist  s  die  Bogenlänge  einer  ebenen  Gurve  und 
ist  das  Krümmungsmass  k  der  Gurve  als  Function  von  s 
gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  der  Gurve  von  der  Form: 

jr  =5  I  cos  f  kds  ,ds  ,      y  =  l  sin  fkds  ,ds  . 

§  8.  DifTerentialinvarianten  einer  ebenen  Curve. 

Die  Gurven  haben  zweierlei  Eigenschaften,  solche,  die  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  die  Goordinatenaxen  anders  legt,  und  solche, 
die  sich  in  diesem  Falle  ändern,  d.  h.  solche,  die  der  starr  gedachten 
Gurve  bei  jeder  zufälligen  Lage  in  der  Ebene  zukommen,  und  solche, 
die  ihr  nur  dann  zukommen,  wenn  sie  besondere  Lagen  hat.  Wesent- 
lich für  die  Gestalt  und  Grösse  einer  Gurve  sind  nur  die  ersteren 
Eigenschaften.  Z.  B.  die  Strecke,  die  auf  der  Tangente  von  den 
Goordinatenaxen  abgeschnitten  wird;  ändert  sich  augenscheinlich, 
wenn  man  die  Gurve  einer  Bewegung  unterwirft,  nicht  aber  die 
Krümmung  der  Gurve.  Denn  wir  sahen,  dass  der  Krümmungsmittel- 
punkt als  Mittelpunkt  zweier  unendlich  benachbarten  Normalen  auf- 
gefasst  werden  kann,  und  bei  Bewegungen  gehen  die  Normalen 
wieder  in  Normalen  über. 
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Die  Krümmang  der  Gurve  ist  also  unveränderlich 
gegenüber  allen  Bewegungen  in  der  Ebene.  Sie  ist,  wenn 
die  Curve  in  der  Form 

vorliegt,  eine  Function  von  y'  und  y,  nämlich: 

0)  l-^ 


Vi  +  y"' ' 

wie  aus  Satz  23,  S.  38,  hervorgeht,  wenn  man  dort  x  =^  t,  y  =  f{t) 
setzt.  Dass  nun  diese  Function  bei  allen  Bewegungen  in  der  Ebene 
unge&ndert  bleibt,  kann  man  auch  analytisch  bestätigen.  Wenn 
nämlich  eine  Bewegung  ausgeübt  wird,  bei  der  der  Punkt  [x,  y)  in 
den  Punkt  {£,  g)  übergeht,  so  ist  nach  (2)  auf  S.  8:^ 

;p  =s       {£  —  a) cos  a  -}-  (^  —  i)  sin  a. 


(2)  { 

oder  auch: 


y  ±=  —  (:P  —  fl)  sin  a  +  (^  —  A)  cos  a 


X  ^  X  cos  a  —  y  sin  a  +  a , 
^  =  a:  sin  a  +  y  cos  a  +  b . 

Die  Curve  y  =  f{x)  geht  dabei  in  die  Curve  über,  deren  Glei- 
chung in  den  laufenden  Coordinaten  £,  p  au8y  =  /*(2r)  gefunden  wird, 
wenn  nian  für  x  und  y  ihre  Werte  (2)  einsetzt.  Denkt  man  sich 
die  80  entstehende  Gleichung  nach  p  aufgelöst,  so  hat  man  die 
Gleichung  der  in  die  neue  Lage  gebrachten  Curve  vor  sich: 

Auch  hier  kann  man  die  Diflferentialquotienten  -~=- ,  -r^  •  •  •  bilden, 

a  X     CL  X 

die  wir  kurz  mit  ^,  y"  .  .  .  bezeichnen.    Da  aber  zwischen  z,  y  und 

;P,  y  die  Beziehungen  (2)  bestehen,   so  lassen  sich  y ,  y"  . .  .  durch 

Xj  y,  y\  y"  .  .  .   ausdrücken  und  umgekehrt  y',  y"  .  .  .  durch  i*,  ^, 

f ,  y" 

In  der  That  giebt  ja  (2): 

.«.  ,  __  dy  ^  —  nmadx  ■\-  cos adg  ^  ^'  —  tg « 

^  '  *^         dx  C08  adx  +  Binadp         ^  tg«  +  1 

Und  da: 


^  Wir  haben  jetzt  mit  (x,  y)  den  ursprünglichen  Punkt  bezeichnet,   der 
damals  der  Punkt  ^,  y)  war. 
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ist,  so  folgt  hieraas  und  aus  der  ersten  Gleichung  (2),  die 

u  X 

-TTT-  =  COS  a  +  V'  sin  a 

ax 

liefert,  weiter: 

(4)  y  = 


(^'  sin  «  +  cos  aj' 

u.  s.  w.  Setzen  wir  die  Werte  (3)  und  (4)  von  y'  und  y"  in  die 
Formel  (1)  für  k  ein,  so  finden  wir,  dass  k  genau  die  ursprüngliche 
Form,  aber  in  p'  und  /',  bekommt: 

womit  auch   analytisch   dargethan   ist,   dass   das   Erümmungsmass 

gegenüber  allen  Bewegungen  unveränderlich  ist 

Diese  Erwägungen  führen  uns  nun  zu  der  wichtigen  Frage: 
Welche  Functionen  von  x,  y,  j/\  y" .• .  bleiben  ungeändert, 

wenn  man  die  Curve 

// = m 

beliebigen  Bewegungen  in  der  £bene  unterwirft? 

Jede  derartige  Function  heisst  eine  Differentialinvariante ^ 
der  Curve  gegenüber  allen  Bewegungen  in  der  Ebene  und 
zwar  eine  Differentialinvariante  n**'  Ordnung,  wenn  sie  die  Differen- 
tialquotienten bis  zur  n^^°  Ordnung  enthält. 

Es  sei  J{x,  t/,  y,  y  .  .  .)  eine  solche  Function.  Zunächst  muss 
sie  ungeändert  bleiben,  wenn  man  irgend  eine  Schiebung 

ausübt.     Hier  aber  ist 


^        dx 

und  weiter 

%-y 

dv'      dx 
*^           dx       dx 

n      1               '1 

u.  s.  w.     Wir  haben  also: 

y  =^y  j     y  =!/  y 

y   ^y   

^  Der  Begriff  der  Differential  in  Varianten  hat  sich  im  Laufe  des  19.  Jahr- 
hunderts gebildet,  wc^n  er  auch  schon  implicit  in  älteren  Arbeiten  vorkommt 
Oben  ist  nur  von  einer  specicllen  Art  von  Differentialinvarianten  die  Rede, 
nfimlich  von  denen,  die  bei  allen  Bewegungen  der  Ebene  ungeändert  bleiben. 
Statt  der  Bewegungen  kann  man  andere  Transformationen  der  Ebene  betrachten 
und  die  bei  ihnen  invarianten  Functionen  von  x,  y^  y\  y"  ,  , .  untersuchen. 
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Es  soll  nun 

J{^j  Pj  p\  f . . .)  =  J^i^y  i/f  y  y"  •  •  •) 

sein^  d.  h.: 

J{x  +  a,  y  +  *,  y\  y'  .  .  .)  =  ^{x,  y,  y\  y"  .  .  .) 

und  zwar  für  jedes  Constantenpaar  a,  b.  Dies  ist  aber  nur  dann 
denkbar,  wenn  die  Function  J{x,  y,  y,  y"  .  .  .)  von  x  und  y 
frei  ist. 

Die  Differentialinvarianten  sind  also  Functionen 
7(y',  y,  .  .  .)  von  den  Differentialquotienten  allein. 

Da  jede  Bewegung  durch  eine  Schiebung  und  eine  darauf 
folgende  Drehung  um  den  Anfangspunkt  hergestellt  werden  kann, 
so  haben  wir  weiterhin  nur  noch  zu  verlangen,  dass  die  Function 
J{t/j  y"  .  .  .)  bei  allen  Drehungen  um  den  Anfangspunkt: 

st  ^  X  cos  a  —  y  sin  a ,      j?  =  z  sin  (z  +  y  cos  a 

angeändert  bleibe.  Die  directe  Erfüllung  dießer  Forderung  ist  nicht 
einfach,  weil  sich  ^',  ^"  .  .  .  ziemlich  umständlich  durch  y,  y"  .  .  . 
ausdrücken.  Siehe  die  Formeln  (3)  und  (4).  Wir  schlagen  deshalb 
einen  anderen  Weg  ein: 

Wenn  u  und  v  zwei  Functionen  von  y',  y"  .  .  .  sind,  die 
sich  bei  beliebigen  Drehungen  nur  um  additive  Constanten 
ändern,  so  bleibt  die  Function 

du      dv 

dx  '  dx 

offenbar  überhaupt  ungeändert.  Nun  wissen  wir,  dass  das 
Erümmungsmass : 


k 


y 


tt 


invariant  ist.  Femer  werden  bei  einer  Drehung  alle  Tangenten  der 
Corve  um  ein  und  denselben  Winkel  a  gedreht.  Der  Tangenten- 
winkel r  ändert  sich  daher  nur  um  eine  additive  Gonstante  u.  In 
der  That,  es  ist: 

(5)  T  =  arctgy'. 

Bei  der  Drehung  ist  aber  nach  (3): 

^        l-y'tg«' 

daher: 

arctg^  SS  arctgy'  +  u 
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oder: 

Hieraus  folgern  wir,   dass  wir  k  und  r  als  die   vorhin   erwähnten 
Funktionen.«  und  v  benutzen  können..  Daher  ist 

dx  ^  dx      dx 

eine  Differentialinvariante.     Um  diese  Differentialinvariante  zu 
berechnen,  beachten  wir,  dass  nach  (5): 

(OS  djL y'l_ 

^^^  ~dx  ""  1  +/« 

ist,  sodass  nach  (1)  kommt: 

dk        (1  +  2/'")  y"'  -  3  y'  y"» 


(7) 


^^  y"l/i+y'« 


Diese  Function  ändert  sich  also  nicht  bei  beliebigen  Bewegungen 
der  Curve  in  der  Ebene. 

Wir  schliessen   ähnlich   weiter:     Da  -t—  invariant  ist  und  sich 

dt 

T  nur  um  additive  Constanten  ändern  kann,  so  können  wir  diese 
beiden  Grössen  als  die  obigen  Funktionen  u  und  v  benutzen,  wo- 
raus sich  ergiebt,  dass  auch 

dn 

dl* 

eine  Differentialinvariante  ist.     Sie  wäre  in  der  Form: 

dk 

dl      dt 
dx    '  dx 

leicht  zu  berechnen,  und  man  übersieht,  dass  sie  auch  den  vierten 
Differentialquotienten  7/^  enthält.     Ebenso  sind 

dn       dH- 


dt^'     d  t' 


Differentialinvarianten. 
Also  sehen  wir: 
Die  Functionen 


K 


d  k  rfU- 

dl  '       di^ 


sind  Differentialinvarianten.     Die  erste  enthält  1/'  uad  y", 
die  zweite  auch  1/'",  die  dritte  auch  y^  u.  s.  w. 
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Umgekehrt  lassen  sich  y",  y"  .  .  .  durch  h,  -^—  ...  undy  aus- 
drücken, denn  zunächst  ist  nach  (1): 

(8)  y"  =  Ä/rT7~''- 

Nun  ist  für  jede  Function  f  wegen  (6): 

Also  folgt  aus  (8)  durch  Differentiation  nach  Xj  wenn  man  diese 
Regel  auf  f  =  k  anwendet: 

oder  wegen  (8): 

y"=A(H-yV(^  +  3yA). 

Wir  hätten  dies  Ergebnis  auch  aus  (i)  und  (7)  ableiten  können. 
Wenn   wir   die   letzte  Formel   wiederum  nach  x  differenzieren  und 

beachten,  dass  sich  die  Differentialquotienten  von  k  und  -v-  nach  x 
wegen  (9)  durch  y'  und  die  Differentialquotienten  nach  t  aus- 
drücken lassen,  so  erhalten  wir  y^  als  Function  von  ä,  -z—,  3-1,  y, 

dk      d*  k 

y'  oder  wegen  (8)  als  Function  von  ^>  3— »  3-2  und  y .  So  können 
wir  fortfahren.    Es  ergiebt  sich  folglich,  dass  y",  //",  y^...  Func- 

dk      d*  k 

tionen   der  Differentialinvarianten  ä,   -7-,  -7—;...  und  von 

y'  sind. 

Nun  sahen  wir  oben,  dass  jede  Differentialinvariante  /  eine 
Function  von  y,  y",  y'"  .  .  .  allein  ist.  Wenn  wir  in  ihr  die  soeben 
berechneten  Werte  einführen,  so  finden  wir: 

Jede  Differentialinvariante  ist  als  Function  von  den 
Differentialinvarianten 

dk         d»k 


A, 


r«  '    •    •    • 


dx'       dl' 
und  von  y'  darstellbar. 

(dk     d^k  \ 

y,  kj  ^,  ^-j  ,..  .1  eine  Differentialinvariante.  Führen 

wir  irgend  eine  Drehung  aus,    so  ändert  sich  hierin  nur  y   in  der 

dk      d}  k 

Form  (3),  während  A,  -^  1  -.— ,- ...  als  Differentialinvarianten  unver- 
ändert  bleiben.    Es  soll  also  für  jeden  Winkel  u 
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j(  dk      d^k  \_j(f-tga  dk      d^k         \ 

sein,   was   aber  nur   dann   möglich  ist,   wenn   die  Function  /nur 

dk      d^  k 

die  Dififerentialinvarianten  A,  -j-,  -rr---  enthält 

umgekehrt  ist  klar,  dass  mit  k,  —r^ ,  -r-i . . .  auch  jede  Func- 
tion von  diesen  Grössen  allein  invariant  ist.  Also  haben  wir  ge- 
funden: 

Satz  32:   Unterwirft  man  die  Curve 

allen  Bewegungen  in  der  Ebene,  so  ändern  sich  x,  y^  y\  y' 
u.  s.  w.  Eine  Function  dieser  Grössen  bleibt  bei  allen 
Bewegungen  dann  und  nur  dann  ungeändert,  wenn  sie  eine 
Function  des  Krümmungsmasses  k  und  der  Ableitungen 
Yon  A  nach  dem  Tangentenwinkel  r  ist. 

Vorausgesetzt  ist  dabei  natürlich,  dass  der  Tangentenwinkel  r, 
nach  dem  wir  differenziert  haben,  keine  Constante  ist,  d.  h.  dass 
die  Curve  keine  Gerade  ist. 

Wir  sehen  noch  mehr:    Ist  J  irgend  eine  Differential  Variante 


so  ist  -^  -  ebenfalls  eine  Function  von  k  und  den  Ableitungen  von 

k  nach  r,  mithin  nach  Satz  32  wiederum  eine  Differentialinvariante. 
Die  Operation 

dJ 

dl  ' 

ausgeführt  auf  irgend  eine  Differentialinvariante  /,  liefert  folglich 
stets  wieder  eine  Differentialinvariante.  Man  nennt  eine  solche 
Function   einen   Differentialparameter.     Noch    mehr:    Wenden 

wir  die  Operation  auf  die  Invariante  A  an,  so  kommt  -j^,    Noch- 

dx 

malige  Anwendung  giebt  ^  u.  s.  w.     Die  Operation  -^  erzeugt 

also,  wiederholt  ausgeführt,  aus  der  einen  Differentialinvariante  k 
alle  wesentlichen  Differentialinvarianten.     Daher  sagen  wir,   dass 

-^  der  einzige  wesentliche  Differentialparameter  ist 
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Sats  33:  Eine  Curve  y  r=i  f{x)y  die  keine  Gerade  ist,  hat 
binsichtlich  aller  Bewegungen  in  der  Ebene  nur  einen  we- 
sentlichen Differentialparameter:  -j- ,  wo  r  den  Tangenten- 

winkel  arctgy  bedeutet.  Mit  Hülfe  dieses  Differential- 
parameters geht  aus  der  Differentialinvariante  niedrigster 
Ordnung: 

Vi  +3^»' 
jede  wesentliche  Differentialinvariante  hervor. 

Die  Reihe  der  wesentlichen  Differentialinvarianten 
(10)  Ä,     ^^       ^^^ 


dt'     dT« 


kann  man  durch  eine  andere  ersetzen:  Da  der  Krümmungsradius  r 
der  reciproke  Wert  von  k  ist,  so  lassen  sich  die  angegebenen  Diffe- 
renüalinYarianten  auch  sämtlich  durch 

ausdrücken,  und  umgekehrt. 

Femer  ist,  wenn  s  die  Bogenlänge  bedeutet,  nach  (1),  S.  36: 

da  _  1 
dt  ""  'k' 

mithin  flir  jede  Function  f\ 

(12)  4^  =  14^     oder     ^  =  k4L, 

dT         k   da  da  dx 

Hiemach  lassen  sich  k,  -r— ,  -r-r-  .  .  .  sämtlich  auch  durch 

'   dl      rfj* 

,        dk        d^k 

'^'     da'     'd'a^  ••• 

und  umgekehrt  diese  Grössen  durch  die  Grössen  (10)  ausdrücken. 
Schliesslich    leuchtet    ein,    dass    wir    die    Reihe    auch    durch 
folgende  ersetzen  können: 

(13)  r      ^^       ^'' 


'     da  '     da^ 


•  • 


Sats  34:   Ist  r  der  Tangentenwinkel,  s  die  Bogenlänge, 
Hag  Erümmungsmass  einer  ebenen  Curve,  die  keine  Gerade 

I,  G«om.  DUfr.  I.  4 
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ist,  so  sind  die  weseDtlichen  Differentialinyarianten  der 
Curye  hinsichtlich  aller  Bewegungen  in  der  Ebene  durch 
irgend  eine  der  vier  Reihen  Yon  Functionen  gegeben: 

,       dk       d»k 

^'     dl'     rfr«    •  •  ' 

dr        d'r 


Ä, 


r 


dk       d^k 
d  8  '     rfV" 

dr        d^r 


'     ds  '     da* 


§  9.    Die  natürliche  Gleichung  einer  ebenen  Curve. 

Mit  Hülfe  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  ist  es  leicht» 
eine  wichtige  Frage  zu  entscheiden: 
Vorgelegt  seien  zwei  Curven 

y=A^)    «nd     l)  =  y(j). 

Wie  erkennt  man,  ob  sie  vermöge  einer  Bewegung  in  der 
Ebene  ineinander  überführbar  sind?  Anders  ausgesprochen: 
Welches  sind  die  Merkmale  ihrer  Congruenz? 

Sehen  wir  vorerst  von  den  Geraden  ab.  Alsdann  wird  längs 
der  ersten  Curve  das  Erümmungsmass  k  und  ebenso  die  Ableitung 
von  k  nach  dem  Tangenten winkel  r  eine  Function  von  x  sein: 

k^u{x),      -^'^  =t;(ar). 
Elimination  von  x  wird  eine  Gleichung  liefern: 

(1)  Jv  =  ^W» 

sobald  k  nicht  constant  ist,  d.  h.  nach  Satz  29,  S.  41,  kein  Kreis 
vorliegt.  Entsprechendes  gilt  bei  der  zweiten  Curve.  Sollen  nun 
die  beiden  Curven  miteinander  congruent  sein,  so  muss  zu  jedem 
Punkt  der  einen  ein  homologer  Punkt  auf  der  anderen  vorhanden 

sein.     Das  Erümmungsmass  k   und   die  Ableitung  müssen   in 

beiden  Punkten  dieselben  Werte  haben,  da  sie  bei  der  Bewegung, 
die  die  eine  Curve  in  die  andere  verwandelt,  ungeändert  bleiben. 
Also  muss  bei  der  zweiten  Curve  genau  dieselbe  Gleichung  (1)  wie 
bei  der  ersten  Curve  bestehen. 
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Wir  behaupten  nun  umgekehrt:  Wenn  bei  zwei  Gurven 
zwischen  k  und  -^—  dieselbe  Beziehung  (1)  besteht,  so  sind  sie  mit- 
einander congruent.  Zum  Beweise  bestimmen  wir  alle  Gurven,  die 
der  Beziehung  (1)  Genüge  leisten  und  zeigen  nachher,  dass  sie 
thatsächlich  miteinander  congruent  sind. 

Nach  Satz  30,  S.  42,  sind 

(2)  x=  f-rCOST^r,       y=  l-T-siurrfT 

die  Gleichungen  der  Gurven,  deren  Krümmung  k  eine  gegebene 
Function  des  Tangentenwinkels  r  ist.  Aus  (1)  aber  können  wir 
diese  Function  bestimmen,  indem  wir  die  Quadratur 

(3)  Jjl*_  =  r-«    («  =  Const.) 

ausführen  und  darauf  k  als  Function  von  r  —  cf  ausdrücken,  a  ist  eine 
willkürliche  Integrationsconstante.  Statt  r  wollen  wir  t  =  r  —  a  als 
Parameter  benutzen.  Dann  ist  dr  ^  dt  und  k  nach  (3)  eine  be- 
stimmte Function  von  t,  sodass  (2)  alle  Gurven,  die  der  Bedin- 
gung (1)  genügen,  in  der  Form  liefert: 

t  t 

z=  \-r77rCO^[t+a)dt+CoTi%i.y    y=  r-T7ir8in(^+a)rf^  +  Gonst., 

wo  wir  nun  t^  bestimmt  wählen  dürfen.     Oder  auch  so: 


(4) 


t 


/COS  t  j^  r sin  ^  ^ ^     •  , 

—^di,C09a  —  I  —j—dt.sma  +  a, 

t  t 

y=  j?^dt.cosa+  (^^dt,sma  +  b  (a,  ä  =  Gonst.). 

Aber  man  sieht,  dass  diese  Gurve  vermöge  der  Bewegung: 

X  =  £  cos  a  —  ^  sin  a  +  a, 
7/  =  £sina  +  p  cos  a  +  b 

aus  der  Curve: 

t  t 

hervorgeht.    Hierin  ist  k  eine  ganz  bestimmte  Function  von  t  und  t^ 
eine  ganz  bestimmt  zu  wählende  Gonstante.     Die  Gleichungen  (4) 

4* 
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enthalten  noch  drei  willkürliche  Constanten  a^  bj  ce.  Sie  stellen 
alle  Gurren  dar,  die  der  vorgeschriebenen  Bedingung  (1)  genügen, 
und  sind  mit  der  einen  Gurre  (5)  congruent    Da  aus  (5)  folgt: 

so  ist  t  der  Tangentenwinkel  dieser  Gur?e  (5).  Also  haben  wir  ge- 
funden: 

Satz  35:  Zwei  ebene  Gurven,  die  weder  Gerade  noch 
Kreise  sind,  sind  dann  und  nur  dann  miteinander  con- 
gruent, wenn  längs  beider  zwischen  dem  Erümmungsmass  A 
und  seiner  Ableitung  nach  dem  Tangentenwinkel  r  die- 
selbe Relation 

besteht  Ist  k  eine  bestimmte  Function  von  r,  die  dieser 
Eelation  genügt,  die  also  durch  Ausführung  der  Quadratur 

dk 


f 


=  T 


cü(A) 

gewonnen  wird,  so  sind  alle  Gurven  mit  derselben  Relation 
congruent  mit  der  Gurve: 

T  r 

/COS  T  j  r  sin  T  j 

in  deren  Gleichungen  r^  ganz  bestimmt  gewählt  werden  darf. 

Diejenigen  Eigenschaften  einer  Gurve  also,  die  von  der  Lage 
zum  Goordinatensystem  unabhängig  sind,  finden  ihren  vollständigen 
Ausdruck  in  der  Gleichung 

(6)  4t  =  «W- 

Zu  jeder  Function  (ü{k)  gehört  eine  Schar  von  Gurven,  die  mitein- 
ander congruent  sind,  zu  verschiedenen  Functionen  co(ä)  gehören 
Gurven,  die  einander  nicht  congruent  sind.  Diese  Relation  heisst 
deshalb  die  natürliche  Gleichung  der  ebenen  Gurve.^  Sie  ist 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x  und  ^,  da 

dk 

den  dritten  Differentialquotienten  von  y  nach  x  enthält.   Oben 


dl 


^  Die  Theorie  der  Carven  auf  Datürliche  Bestimmungsstücke  zu  beziehen, 
versuchte  schon  Petebs  in  seiner  „Neuen  Curvenlehre",  Dresden  1885. 
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haben  wir  gesehen,'  dass  die  Bestimmung  der  zugehörigen  Func- 
tionen y  von  Xy  also  die  Integration  dieser  Differentialgleichung^ 
nur  die  Ausführung  der  drei  Quadraturen 

/dk  rcosT   ,  f  sinr    , 

verlangt 

Die  natürliche  Gleichung  kann  man  noch  in  manch  anderer 
Weise  schreiben.  So  kann  man  statt  k  auch  den  Ejümmungsradius  r 
einfahren.  Femer  kann  man  anstelle  von  r  auch  die  Bogenlänge  s 
benutzen,  denn  es  ist  ja  nach  (12),  S.  49: 


dk 

1 

dk 

dt  ~ 

k 

ds' 

sodass 

Wir 

statt 

(6) 

auch 

(7) 

dk  _ 

7/  o    "~ 

.k 

a>(Ä) 

schreiben  können.  Nur  ist  zu  bemerken,  dass  der  Parameter  s  im 
Allgemeinen  bei  einer  Curve  schwieriger  zu  bestimmen  ist  als  der 
Parameter  t.    Bei  der  Curve  y  =  f{x)  n&mlich  ist 


arctg/^(x),     Ä=Jyi+/^(x)»rfx. 


Um  alle  verschiedenen  Darstellungsformen  der  natürlichen 
Gleichung  einer  Curve  zu  umfassen,  kann  man  so  sagen:  Die 
natürliche  Gleichung  einer  Curve  ist  die  bei  ihr  zwischen 
der  Differentialinvariante  zweiter  Ordnung  und  der  Dif- 
ferentialinvariante dritter  Ordnung  bestehende  Eelation. 
Eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  ist  ja  nicht  vorhanden. 

Beispiel:    Um  die  natürliche  Gleichung  der  Ellipse  (siehe  2.  Beispiel, 

S.  3): 

X  ^  a  cos  t,      y  =  6  sin  ^ 

zu  finden,  berechnen  wir  hier  k  und  t.    Es  ist  zunächst: 

dy  b 

Femer  ist  nach  Satz  28,  S.  88: 

ab 


(9)  A:=    ^ 

l/a»  sin»  t  +  6«  cos*  f 

daher: 

dk  3       ,      .       ...  sin  2  / 

(10)  — ab  (a*  -  6») 


dt  2  Va«  sin«  t  +  6*  cos»  V 

Nach  (8)  itft  femer: 

l      dx       b       \ 


C08*T  dt       a    sin'^ 


5^  Erster  Abschnitt:    Ourven  in  der  Ebene. 


daher: 

fif  T  ab 


d  t       a*  sin*  t  +  6«  cos*  t 
sodass  hieraus  und  aus  (10)  folgt: 

dj       dt       dt  2  }/ä»sin«^+6*cos«<* 

Die  natürliche  Gleichung  der  Ellipse  geht  durch  Elimination  des  Parameters  t 
aus  (9)  und  (11)  hervor.    Es  ergiebt  sich: 

1      (dky       ,        a*  +  6»-V^«Ä«  1     //^ 

Diese  Gleichung  gilt  also  für  alle  Ellipsen  mit  den  Halbaxen  a  und  b.  Wollen 
wir  statt  a  und  b  die  Excentncität  e  und  den  sogenannten  Parameter  p  der 
Elllipse,  d.  h.  die  Länge  der  Sehne,  die  im  Brennpunkt  auf  der  Hauptaze  senk- 
recht steht,  einführen,  so  haben  wir  zu  setzen: 


a  = 


2  (1  -  6«)  2  yi-e» 

und  erhalten: 

(^«)     A^  (r;)'-*-  ^ + (*'  -  ^^  Vv^  -^  (^  -  •">  (v9^)'= « • 

Dies  aber  ist  auch  die  natürliche  Gleichung  einer  Parabel  oder  einer 
Hyperbel,  nämlich  wenn  a  ^  1  ist  Hier  liegt  also  die  natürliche  Glei- 
chung eines  Kegelschnittes  mit  der  Excentricität  e  und  dem  Para- 
meter p  vor. 

Wir  deuten  eine  Anwendung  dieses  Ergebnisses  an: 

Liegt  eine  beliebige  Curve  y  =  f{x)  vor,  deren  natürliche  Gleichung  sei: 

(H)  ,  (a-  .   J*)  =  0 , 

SO  können  wir  nach  dem  Kegelschnitt  fragen,   der   mit   ihr   an  irgend  einer 

Stelle  eine  Berührung  möglichst  hoher,  nämlich  im  allgemeinen  vierter  Ordnung 

dk 
eingeht   (siehe  Beispiel  S.  35).    Bei   beiden  Curven   werden   dort  k,   -j—  und 

a  r 

d*  k 

-z—^  übereinstimmen  nach  Satz  32,  S.  48.  Wenn  wir  nun  (13)  und  (14)  noch- 
mals nach  T  differenzieren,  so  liegen  alsdann  vier  Gleichungen  vor.  Nun  hat 
k  bei  der  Curve  einen  bestimmten  Wert  an  der  betrachteten  Stelle.     Ans  (14) 

dk 
folgt  der  Wert  von  -j—  und   aus   der   durch  Differentiation   von  (14)   henror- 

a  T 

d}  k 
gegangenen  Gleichung  der  von   -j-^.    Setzen  wir  sie  in  (13)  und  in  die  aus (13) 

durch  Differentiation  abgeleitete  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir  zwei  Gleichungen, 
die  nur  noch  die  unbekannten  b  und  p  enthalten.  Sie  bestimmen  also  die  Form 
und  die  Dimensionen  des  gesuchten  Kegelschnittes. 
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Wir  haben  oben  Kreise  und  Geraden  ausgeschlossen.  Zwei 
Kreise  sind  miteinander  congruent,  wenn  ihre  Mittelpunkte  und 
ihre  Radien  übereinstimmen.  Nicht  so  einfach  verhält  sich  die 
Sache  bei  den  Geraden.  Wenn  zwei  Geraden  vorliegen,  die  keine 
lünimalgeraden  sind,  so  geht  die  eine  durch  eine  Drehung,  eventuell 
nur  Schiebung,  in  die  andere  über.  Aber  Minimalgeraden  behalten 
bei  allen  Drehungen  dieselbe  Richtung  (siebe  S.  9).  Eine  Mini- 
malgerade ist  also  nur  mit  allen  parallelen  Minimal- 
geraden congruent  Man  darf  also  nicht  sagen,  dass  zwei 
Geraden  stets  miteinander  congruent  seien. 


§  10.  Einheilende  Curven  In  der  Ebene. 

Es  liege  eine  Schar  von  Curven  vor  vermöge  einer  Gleichung 
(1)  F(x,y,  0  =  0, 

die  ausser  den  Goordinaten  x,  y  noch  eine  willkürliche  Constante  t 
enthält.  Wählt  man  t  bestimmt,  so  stellt  die  Gleichung  eine  be- 
stimmte Curve  dar.  Giebt  man  der  Grösse  t  nach  und  nach  alle 
möglichen  constanten  Werte,  so  erhält  man  unendlich  viele  Curven. 
Da  diese  Curven  einzeln  durch  Festsetzung  des  Wertes  einer  Con- 
stanten t  festgelegt  werden,  so  sagen  wir,  dass  sie  eine  Schar  von 
00^  Curven  bilden.  Man  nennt  sie  auch  eine  einfach  unend- 
liche Curvenschar. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  Betrachtung  reeller  Curven,  so 
werden  die  Curven  vielleicht  nur  einen  Teil  der  Ebene  überdecken, 
wie  z.  B.  alle  Kreise,  die  zwei  Kreise  berühren.  Der  von  den 
Cnnen  der  Schar  überdeckte  Teil,  der  übrigens  in  mehrere  einzelne 
Felder  zerfallen  kann,  wird  alsdann  durch  Grenzlinien  von  dem- 
jenigeii  Teil  der  Ebene  geschieden  sein,  der  gar  keine  reellen  Curven 
der  Schar  (1)  enthält.  Es  ist  dann  ein  Problem,  diese  Grenzlinien 
zn  bestimmen.  Da  die  Curven  (1)  bis  an  die  Grenzlinien  heran- 
gehen werden,  sie  aber  nicht  überschreiten,  so  werden  sie  die  Grenz- 
linien im  allgemeinen  berühren.  Die  Grenzlinien  werden  also  eine 
welle  Curve  bilden,   die  die  reellen  Curven  der  Schar  (1)  berührt. 

Diese  Ueberlegung  führt  uns  auch  in  dem  Fall,  wo  wir  uns 
nicht  auf  reelle  Curven  beschränken,  zu  der  Frage,  ob  es  eine 
Corve  C  giebt,  die  alle  Curven  der  Schar  (1)  berührt. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks  wollen  wir  unter  den  Curven 
ft)»  (^)  •  •  •  diejenigen  Curven  der  Schar  (1)  verstehen,  die  den  An- 
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nahmen  ^  =»  ^  ,  ^  =  /g ,  .  .  .  entsprechen.    Die  fragliche  Curve  C  wird 

nun  die  Curve  {t^)  in  einem  Punkte  (y^,  l^),  die  Curve  (^,)  in  einem 

Punkte  (y,,  ^j)  u.  s.  w.  berühren  (siehe  Fig.  11).     Umgekehrt:     In 

irgend  einem  Punkte  (y,  t)) 
der  fraglichen  Curve  C  wird 
eine  bestimmte  Curve  {t)  der 
Schar  (1)  die  Curve  C  be- 
rühren. Jedem  Punkte  (y,  t)) 
der  Curve  C  muss  deshalb 
ein  bestimmter  Wert  t  zu- 
geordnet sein.  Mit  anderen 
Worten:  wir  dürfen  die  Co- 
ordinaten  £,  t)  der  Punkte 
von  C  als  Functionen  einer 
Grösse  t  auffassen,  die  längs 
der  Curve  C  alle  bestimmten 

Werte  t^j  t^  .  >  .  durchläuft.   Wie  aber  müssen  nun  diese  Functionen 

y  und  t)  von  t  beschaffen  sein? 

Erstens  muss  der  Punkt  (y,  t))  auf  der  Curve  {t)  der  Schar  (1) 

liegen: 

(2)  F{^,  t),t)^0. 

Zweitens  muss  die  Tangentenrichtung  -^  von  C  mit  der  Eich- 

tung  der  Tangente  im  Punkte  (y,  \))  der  Curve  {t)  übereinstimmen. 
Es  muss  mithin  für  die  gesuchten  Functionen  y  und  t)  von  t  auch: 

oder: 

(3) 


Fig.  11. 


fM  +  f,^^^o 


^dt  '^  "^  dt 

sein.  Es  fragt  sich  also,  welche  Functionen  y  und  t)  von  t  die  beiden 
Gleichungen  (2)  und  (3)  erfüllen. 

Sollen  die  Functionen  die  Gleichung  (2)  erfüllen,  so  muss  auch 
die  aus  (2)  durch  totale  Differentiation  nach  t  hervorgehende  Glei- 
chung bestehen: 

^n'^  +  ^^rt  +  ^'  =  ^' 

die  sich  aber  wegen  (3)  einfach  auf 

(5)  F,^0 

reduciert.  Wenn  umgekehrt  y,  t)  solche  Functionen  von  t  sind,  die 
den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (5)  genügen,  so  erftUlen  sie  auch  (4) 
und  daher  auch  (3). 


(4) 
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Satz  36:  Liegt  eine  Schar  von  oo^  Cur ven  in  der  Ebene  Yor: 

F{xj  y,  f)  =  0         (^  =  Const.) 

und  giebt  es  Functionen  ^  und  \)  von  i: 
die  den  Bedingungen 

für  jeden  Wert  von  t  genügen,  so  geben  sie  in  Parameter- 
darstellung diejenige  Curve  an^  die  alle  Curven  der  Schar 
berührt 

Es  erhellt  hieraus  zugleich,  dass  eine  Curve  C,  die  alle  Cur?en 
der  Schar  (1)  berührt,  vorhanden  ist,  sobald  die  Gleichungen: 

(6)  /-(f,  9,  0  =  0,     M1|y^-^=o 

keine  Widersprüche  enthalten  und  durch  Auflösen  nach  ;,  tj  solche 
Werte  f&r  diese  Grösse  ergeben,  von  denen  wenigstens  einer  nicht 
frei  von  t  ist.  Sind  dagegen  i  und  ^  frei  von  tj  so  geben  sie  nur 
einen  oder  mehrere  Punkte  an. 

Untersuchen  wir  diesen  Ausnahmefall  genauer.    Es  sei 

ein  constantes  Wertepaar,  das  die  Bedingungen  (6)  erfüllt.  Es 
gebe  also  zwei  bestimmte  Zahlen  a  und  b  so,  dass  für  jeden  Wert 
von  t: 

F{a,b,t)  =  0,      lZ(|iAiI  =  o 

ist.  Alsdann  wird  jede  Curve  {t)  der  Schar  (1)  durch  den  Punkt 
(a,  b)  gehen  —  wegen  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen.  Wenn 
also  die  Auflösung  der  Gleichungen  (6)  nach  ;  und  t)  nur  ein  oder 
mehrere  von  t  unabhängige  Wertepaare  liefert,  so  heisst  dies,  dass 
die  Curven  der  Schar  (1)  einen  oder  mehrere  Punkte  gemein  haben 
und  dass  es  keine  Curve  giebt,  die  alle  Curven  der  Schar  berührt. 
Alsdann  nennt  man  die  Curvenschar  ein  Curvenbüschel,  jene 
Punkte  (;,  t))  die  Scheitel  des  Büschels. 

Beispiel:    Bei  der  Schar  der  oo*  Kegelschnitte 

lauten  die  Gleichoiigen  (6): 

$•  +  ^^•-1-^  =  0,      i)«-  1  -  0 
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and  liefern  nur  vier  constante  Wertepaare  für  jr,  t),  nftmlich  (+1,  +1),(+1, 
—  IX  (~  1}  +  ^)f  (~  ^>  ~  ^)-  ^  liegen  hier  aUe  oo^  Kegelschnitte  durch  diese 
vier  Punkte  vor.    Es  giebt  keine  Curve,  die  alle  diese  Kegelschnitte  berührt 

Wenn  —  wie  in  diesem  Beispiel  —  die  Grösse  t  in  (1)  links 
nur  linear  auftritt,  so  liegt  stets  ein  Büschel  vor,  denn  wenn  jP=  0 
die  Form  hat: 

(p{^y  y)^  + V^(^»  .y)  =  o, 

so  giebt  (6): 

d.  h.  die  Werte  ;,  t)  erfüllen  die  Gleichungen 

zweier  Curven,  die  nicht  zusammenfallen,  weil  sonst  die  ursprüng- 
liche Gleichung  der  Schar  nur  scheinbar  t  enthielte.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  beiden  Curven  sind  die  Scheitel  des  vorliegenden 
Büschels. 

Beispiel:  Gegeben  seien  zwei  Kreise  mit  den  Radien  rj  und  r,  und 
den  Mittelpunktscoordinaten  a^,  bi  bez.  a,,  6,.    Wir  wollen  alle  Kreise 

(a;  -  «)»  +  (y  -  vy  =  Ä« 

betrachten,  die  diese  beiden  Kreise  senkrecht  schneiden.  Zwei  Kreise  schneiden 
einander  senkrecht,  wenn  das  Quadrat  ihrer  Centralen  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  Radien  ist.     Abo  ist  zu  verlangen: 

(M  -  a,)«  +  (r  -  6j*  =  Ä»  +  V, 

(M  -  o,)'  +  (r  -  &,)•  =  Ä«  +  r,« 
oder: 

-  2  Ol  1«  -  2  6i  r  +  (tt»  +  r«  -  Ä«)  »  Ti*  -  Ol*  -  6i« , 

-  2  a,  1«  -  2  6,  r  +  (tt*  +  r*  -  Ä«)  =  r,*  -  a,«  -  6,* . 

Hiemach  lassen  sich  u  und  v  linear  durch  u'  +  v*  —  R*  ausdrücken.  Da  nun 
die  Gleichung  der  gesuchten  Kreise  so  geschrieben  werden  kann: 

ic«  +  y*  -  2ux  -  2vy  +  (u"  +  r"-  Ä«)=  0, 

also  linear  in  tt,  r  und  u*  +  r*  —  Ä*,  so  folgt,  dass  sie,  wenn  wir  i**  +  r*  —  Ä*  =  / 
setzen,  linear  in  t  wird: 

x^  +  y^  -  2(at  +  ß)x  -  2(Yt  +  S)y  +  t  ^  0, 

Hieraus  schliessen  wir:  Alle  Kreise,  die  zwei  gegebene  Kreise 
senkrecht  schneiden,  bilden  ein  Büschel,  d.  h.  sie  haben  zwei 
Punkte  gemein.    Diese  beiden  Punkte  können  imaglnftr  sein. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  die  vorgelegte 
Curvenschar  (1)  kein  Büschel  sei,  dass  also  die  Gleichungen  (6) 
nicht   nur   durch  constante  (von  t  freie)  Wertepaare   j,   ^   erfüllt 
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werden.^  Alsdann  giebt  es  eine  Gurre  C,  die  alle  Carven  der  Schar  (1) 
berührt.  Sie  heisst  die  Einhüllende,  Umhüllende  oder  Enve- 
loppe  der  Schar  {ly  — 

Zu  derselben  Gurve  gelangt  man  durch  eine  andere 
Betrachtung:  Wir  wollen  zwei  Gurven  der  Schar  (1)  betrachten, 
die  zwei  solchen  Werten  der  Gonstanten  t  zugehören,  die  nicht  sehr 
voneinander  verschieden  sind,  sagen  wir  den  Werten  t^  und  tQ  +  At, 
also  die  beiden  Gurven: 

und 

F{^j  !/j  ^0  +  ^0  =  0. 

Ist  dt  hinreichend  klein,  so  kann  die  Gleichung  der  zweiten  Gurve 
[1^+  Jf)  so  geschrieben  werden: 

Ein  Punkt  (ar,  y),  der  beiden  Gurven  {t^)  und  {t^  +  Jt)  gemein  ist, 
moss  diese  und  die  Gleichung  (7)  erfüllen.  Die  zuletzt  entwickelte 
Gleichung  vereinfacht  sich  daher  für  den  gemeinsamen  Punkt  so: 

dt,       ■*'i.2       a/o*  "^ 

Wird  nun  At  unendlich  klein  gewählt,  gleich  dty  so  vereinfacht  sie 

sich  noch  weiter: 

(8)  dF{x,  y,  t,)  _  Q  ^ 

Ein  Punkt  (x,  y)  also,  der  der  Gurve  [t^  und  einer  unendlich  be- 
nachbarten Gurve  {t^  +  dt)  der  Schar  (1)  gemein  ist,  muss  die  beiden 
Gleichungen  (7)  und  (8)  erfüllen.  Dieser  Schnittpunkt  heisse  Grenz- 
Pttnkt  der  Gurve  (t^). 

Der  geometrische  Ort  aller  Grenzpunkte  aller  Gurven  (1)  er- 
sieht sich  demnach,  wenn  wir  t^  alle  möglichen  Werte  beilegen  und 
stets  X,  y  aus  (7)  und  (8)  berechnen,  wenn  wir  also  x,  y  als  Func- 
tionen des  Parameters  t  aus 


bt 


*  Bei  dieser  Vorausetzung  ist  es  noch  immer  möglich,  dass  die  Gleichungen  (6) 
iQch  constante  Lösungen  jr,  Q  haben.  Dann  gehen  alle  Gurven  (1)  zwar  durch 
^^lüge  feste  Punkte,  berühren  aber  ausserdem  eine  Curve  C  Nur  Letztere 
^  weiterhin  untersucht.  Beispiel:  Alle  Kreise  von  gleichem  Radius  mit 
^oem  gemeinsamen  Punkt 

'  Die  Theorie  der  einhüllenden  Gurven  beginnt  mit  von  Tschirnhaüs  in  den 
Acti  Emditorum  16S2. 
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berechnen.  Da  diese  Gleichungen  —  abgesehen  von  der  Bezeich- 
nung der  Coordinaten  —  mit  (6)  übereinstimmen,  so  folgt: 

Sats  37:  Der  Ort  derjenigen  Punkte,  in  denen  eine  jede 
Curve  der  Schar  von  oo^  Curven 

^\^j  !/i  0  =  0      (/  =  Const.) 

von  einer  unendlich  benachbarten  Curve  der  Schar  ge- 
schnitten wird,  ist  die  Einhüllende  der  Curvenschar. 

Der  Charakter  der  Einhüllenden  tritt  vielleicht  durch  folgende 
Darlegung,  die  aber  keinen  Anspruch  auf  Strenge  macht,  noch  etwas 
klarer  zu  Tage:  Durch  einen  beliebigen  Punkt  (x^,  yj  der  Ebene 
werden  im  Allgemeinen  mehrere  der  Curven  (1)  gehen,  entsprechend 
den  verschiedenen  Werten  von  f,  die  der  Gleichung: 

(9)  ^K. //o.  0  =  0 

genügen.  Zwei  dieser  Curven  {t)  durch  den  Punkt  {x^,  y^)  werden 
einander  unendlich  nahe  sein,  wenn  die  zugehörigen  Werte  der  Con- 
stanten t  einander  unendlich  benachbart  sind,  wenn  also  der  vor- 
stehenden Gleichung  durch  eine  Doppelwurzel /,  d.  h.  durch  einen 
gewissen  Wert  von  t  und  durch  einen  unendlich  benachbarten  Wert 
t  +  dt  genügt  wird,  wenn  also  ausser  (9)  auch 

^>oT  //o»  t  +  dt)^Q 

ist,  woraus  wegen  (9)  folgt: 

(10)  ^2-?oil)^0. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  haben  aber  wieder  die  Form  der 
Gleichungen  (6).  Daher  ist  die  Einhüllende  unserer  Curven- 
schar als  der  Ort  derjenigen  Punkte  zu  bezeichnen,  für  die 
die  Gleichung  /"(.r,//,  ^)  =  0  eine  Doppelwurzel  t  hat. 

Bei  der  Anwendung  der  Sätze  36  und  37  darf  man  nicht 
ausser  Acht  lassen,  dass  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  auf 
viel  umfänglicheren  Voraussetzungen  beruhen  als  unsere  früheren 
Ueberlegungen.  Denn  früher  betrachteten  wir  immer  auf  einer  vor- 
gelegten Curve  einen  Punkt  allgemeiner  Lage,  in  dessen  Um- 
gebung die  Entwickelbarkeit  nach  Potenzreihen  als  möglich  voraus- 
gesetzt werden  durfte.     Jetzt  dagegen  haben  wir  bei  den  Curven 

t\x,  //,  0  =  0 

nicht  mehr  beliebige,  sondern  die  ganz  bestimmten  Grenzpunkte, 
wie  wir   sie   oben  nannten,    zu   betrachten,   deren  Wahl  nicht  in 
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unserem  Belieben  steht  Da  ist  es  aber  fraglicb,  ob  die  Beibeo- 
entwickeluDgeo  auch  thatsäcbüch  möglich  sind.  Hiervon  musB  man 
sich  bei  den  Anwendungen  besonders  Uberzengen. 

Beispiel:  Wenn  wir  alle  Kreiae  vom  BadioB  Eing  betrachten,  deren 
Slittelpankte  anf  der  Geraden  x  =  y  liegen  (siehe  Fig.  18),  die  a1»o  die  Glei- 
ch au  g  haben: 

OU  (j.-.Qt+(y_()l_l    =0, 

ao  liefert  Satz  36  als  Gleichung  F,  =  0: 

«-(+»-(- 0 
cder  t  =  ^{t  +  y\  Bodaw  die  Eiuhüllende  durch 

(X  -  3,)'  =.  2 


-  (/2  Pig-  12. 


du,  wu  geometiiBcb  einleachtet    Wenn  wir  aber  die  Gleichung  (11)  nach  i 

ufgelSit  ao  echreiben; 

(1!)  2t-x-y~  y  2  -  (a:  -  y)'  =  0, 

K  ttelll  ite  Ewar  immer  noch  f^  jeden  Wert  Ton  t  einen  jener  Kreiae  dar. 
Ab«  benotzen  wir  diese  Gleichung  als  F  -  0,  so  würde  F,  =  0  die  abanrde 
Gleichong  2  —  0  liefern,  sodass  anscheinend  gar  keine  Einhüllende  Torhanden 
*in.  Der  Fehler  liegt  hier  darin ,  d&ss  gerade  auf  den  beiden  obigen 
Oci»den  die  Qnadratwurael ,  die  in  (12)  auftritt,  verschwindet  und  also  nicht 
eutwickelfaar  ist,  sodass  also  hier  die  ^'oraussetzung  der  Entwicke) barkeit 
gn»äe  für  die  Grenzpunkte  nicht  erfüllt  ist. 
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Die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Umhallungstheorie  wen- 
ifca  wir  jetzt  auf  eine  Geradenschar  an,  die  zu  einer  ge- 
gebenen CnrTe  in  einfachen  Beziehungen  steht  Dass  zu- 
»^t  die  Schar  aller  Tangenten  die  Gurv^  selbst  zur  Umhüllenden 
bat,  igt  selbstverständlich.  Interessanter  ist  die  Umhüllende  der 
Schar  aller  Normalen. 

Auf  8.  89  sahen  wir,  dass  der  Schnittpunkt  der  Normalen  eines 
CureDpunktes  mit  einer  unendlich  benachbarten  Normalen  der 
Kramtnangsmittelpunkt  jenes  Gnrvenpunktes  ist.  Nach  Satz  37 
ti^ii  wir  also  (siehe  Fig.  13  auf  nächster  Seite): 

Bats  38:  Die  Normalen  einer  Gurve  umhüllen  den  Ort 
der  £rikmmaDgBmittelpnnkte. 


hu 
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«' 


Im«  ttiif  H,  HO  durchgeführte  Bechnimg  «cnet  sidi  der  auf 
H  ffO  üllKMiniiiti  ariKCsRobenen  Rechnung  that^cUicii  «nter,  indem  x 
illn  Uolln  fliiH  PiinimütorH  t  Kpielt. 

Der  Ort  der  Krümmiingsmittel- 
punkte  der  gegebenen  Cure  c  sei 
mit  c'  bezeichnet  Es  sind  die  Tan- 
genten von  e  die  Normalen  von  c, 
oder  auch:  die  Üurve  c  durch- 
setzt die  Tangenten  der  Curve  e 
senkrecht.  Nun  giebt  es  aber  offen- 
bar unendlich  viele  Curven,  die  die 
Taugenten  einer  Curve  c  senkrecht 
doTchsetzen.  Suchen  wir  sie  zu  be- 
stimmen: 


^V  \^ 


v^^ 


JV  V'mw^  V*    KäW  die  Gleichungen: 


^ik  vtvu^\M\  ü^  ihi*t)  Rogenlänge  bedeuten  soll.  Mit  Xy  y  bezeichnen  wir 
vi^o  \\H^v\UuHt^u  eines  Punktes  P  einer  solchen  Curve  c,  von  der 
\\\K<  l^^ugt^uteu  von  c  senkrecht  durchschnitten  werden.  Die  Tan- 
giiu(o  \\\\  t^unkte  F'  oder  (i,  xj)  von  c*  enthalte  also  den  Punkt  P 
\hIov  \i,  y)  der  gesuchten  Curve.     Dann  muss  nach  (5),  S.  16,  sein: 


oilor,  wt^un  dieser  Bruch  mit  n  bezeichnet  wird 


l-*i 


Hierin  bedeutet  nun  aber  die  Grösse  n  nichts 
^  anderes     als    die    Entfernung    des    Punktes    P 
^     oder  [xj  y)  vom  Punkte  F  oder  {xj  y'),   denn 
es  ist 


und  die  rechte  Seite  ist  nach  Satz  1,  S.  5, 
gleich  w*  (siehe  Fig.  14).  Von  Tangente  zu  Tan- 
gente wird  sich  n  ändern.  Daher  ist  n  eine  noch 
unbekannte  Function  von  §.  Wäre  sie  bekannt| 
HO  würden  die  Gleichungen  (2)  eine  Parameterdarstellung  der  ge- 
Huchtün  Curve  geben.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  der  die  Func- 
tion n   genügen   muss,    drücken   wir   aus,   dass   die   Tangente  der 
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gesuchten  Carve  in  ihrem  Punkte  {x,  y)  auf  der  hindurchgehenden 
Tangente  von  c'  senkrecht  steht: 

J^ Jl 

oder: 

(3)  y'^'  +  9'y  =  o, 

wobei  der  Strich  die  Differentiation  nach  §  andeutet.  Nach  (2) 
aber  ist: 

^'  =  f'  +  nf  +  n  j',       y  =  9'  +  n\)'  +  n'^', 

sodass  die  Bedingung  (3)  des  Senkrechtstehens  ergiebt: 

Da  aber  d  die  Bogenlänge  von  c*  bedeutet,  so  ist: 

f  ^  +  i)'*  =  1 
und  daher  auch 

sodass  die  Bedingung  einfach 

n  =  -  1 
ergiebt     Hieraus  folgt: 

n^  ^  %  +  a       (a  =  Const). 
Setzen  wir  dies  in  (2)  ein,  so  kommt: 

(4)  x  =  5-(§-a)j',     y  =  ^-(ä-a)9'. 

Dies  also  sind  die  Gleichungen  einer  Curve,  die  alle  Tangenten  der 
gegebenen  Curve  c'  unter  rechten  Winkeln  schneidet  Solche  Curven 
heissen  orthogonale  Trajectorien  der  Tangentenschar.     Daher: 

Satz  39:   Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Tangenten 
einer  Curve 

mit  der  Bogenlänge  §  stellen  sich  analytisch  mittels  des 
Parameters  %  so  dar: 

j:  =  y  -  (§  -  a)i\       y  =  ^  -  (§  -  a)^'. 

Dabei  bedeutet  a  eine  willkürliche  Constante.  Die  zu 
einem  bestimmten  Wert  von  a  gehörige  Trajectorie 
schneidet  auf  der  Tangente  des  Punktes  (§)  der  ursprüng- 
lichen Curve  die  Strecke  a  —  i^  ab. 
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In  den  Punkten,  in  denen  die  Trajectorien  ein  und  dieselbe 
Tangente  von  c  treffen,  haben  sie  alle  parallele  Tangenten.  Ausser- 
dem ist  der  Abschnitt,  den  zwei  Trajectorien,  sagen  wir  die  zu 
a  =  a^^  und  a  =^  a^  gehörigen,  auf  den  Tangenten  von  c  bestimmen, 
constant ,  da  bei  der  einen  n  =  ti^  =  a^  —  § ,  bei  der  anderen 
71  =  71,  =  ög  —  §,  also  7ij  —  »2  =  Oj  —  flj  =  Const.  ist.  Alle  oo*  Trajec- 
torien femer  haben  dieselbe  Normalenschar,  nämlich  die  Schar  der 
Tangenten  von  c.  Wenn  wir  also  irgend  eine  Trajectorie  haben  und 
auf  allen  ihren  Normalen  eine  constante  Strecke  auftragen,  so  er- 
halten wir  wieder  eine  der  Trajectorien.  Eine  Curve  aber,  die  man 
erhält,  wenn  man  auf  den  Normalen  einer  anderen  Curve  constante 
Strecken  aufträgt,  heisst  eine  Parallelcurve^  der  letzteren  Curve. 
Es  haben  sich  also  mehrere  Sätze  ergeben: 

Satz  40:  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Tangenten 
einer  ebenen  Curve  liegen  so,  dass  je  zwei  von  ihnen  eine 
constante  Strecke  auf  diesen  Tangenten  abschneiden. 

Satz  41:  Die  Parallelcurven  einer  Curve  c  sind  mit  den 
orthogonalen  Trajectorien  derjenigen  Curve  identisch,  die 
von  den  Normalen  der  Curve  c  eingehüllt  wird,  also  des 
Ortes  der  Krümmungsmittelpunkte  von  c. 

Satz  42:  Parallelcurven  haben  denselben  Ort  von  Krüm- 
mungsmittelpunkten. 

Aus  71  =  a  —  d  können  wir  noch  eine  mechanische  Erzeugung 
der  orthogonalen  Trajectorien  ableiten.  Es  sei  nämlich  Pq  der- 
jenige Punkt  der  Curve  c,  dessen  Bogenlänge  §  =  0  sei,  und  F  der 
allgemeine  Punkt  (;,  \))  dieser  Curve  c  mit  der  Bogenlänge  d. 
Ferner  sei  die  Strecke  a  als  Bogen  von  Pq  über  P  hinaus  auf  der 
Curve  c  bis  A'  abgetragen  (siehe  die  obige  Fig.  14).  Die  Tangente 
in  F  enthält  den  durch  (4)  angegebenen  Punkt  {x,  y)  oder  P  einer 
orthogonalen  Trajectorie.  Dabei  ist  die  Strecke  P  P  gleich  n  =  a  —  i^. 
Ebenso  lang  aber  ist  der  Bogen  von  P  bis  Ä\  Also  folgt:  Denken 
wir  uns  einen  völlig  biegsamen,  aber  unausdehnbaren  unendlich 
dünnen  Faden  längs  P^'  Ä  an  die  Curve  c  gelegt  und  in  P^  befestigt 
und  wickeln  wir  ihn  von  Ä  aus  ab,  indem  wir  dafbr  sorgen,  dass 
er  gespannt  bleibt,  sodass  sein  abgewickeltes  Stück  stets  Tangente 
der  Curve  ist,  so  beschreibt  sein  Endpunkt  Ä  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  Tangenten.  Daher  heissen  die  orthogonalen  Trajec- 
torien der  Tangenten  einer  Curve  Evolventen  der  Curve. 


^)  Nach  Leibniz  in  den  Acta  Eruditorum  1692. 
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Sats  43:  Jede  ebene  Curve  ist  Evolvente  des  Ortes  ihrer 
Krümmungsmittelpunkte. 

Sats  44:  Zwei  Curven  sind  Evolventen  derselben  Curve, 
wenn  sie  Parallelcurven  sind. 

Die  Curve  c,  von  der  der  Faden  abgewickelt  wird,  heisst 
Evolute.     Daher  können  wir  auch  sagen: 

Sats  45:  Die  Evolute  einer  Curve  ist  der  Ort  ihrer 
Erümmungsmittelpunkte. 

Sats  46:  Parallelcurven  und  nur  solche  haben  dieselbe 
Evolute. 

Wenn  wir  die  Evolute  im  Sinne  wachsender  Bogenlänge  § 
durchlaufen,  sobald  eine  reelle  Curve  vorliegt,  und  demgemäss 
ihrer  Tangente  eine  positive  Bichtung 
beilegen  (siehe  S.  37),  so  sehen  wir, 
dass  das  Stück  n  ==  a  —  3 ,  das  auf 
der  positiven  Tangente  von  P'  aus  ^ 
bis  P  abgetragen  ist,  gleich  Null  wird, 
wenn  P'  nach  A'  rückt,  und  negativ 
wird,  von  P'  über  Ä'  hinausrückt 
(siehe  Fig.  15).  Der  Punkt  A'  gehört 
also  zur  Evolvente,  und  wenn  P'  über 
A'  hinaus  liegt,  so  ist  der  Bogen  von 
A'  nach  P'  auf  dem  negativen  Teile 
der  Tangente  von  P',  d.  h.  nach  rück- 
wärts aufzutragen  bis  P.  Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  die  Evol- 
vente als  orthogonale  Trajectorie  der  Tangenten  in  A'  eine  Spitze 
hat  Doch  kommen  wir  darauf  später  (auf  S.  79)  zurück;  es  liegt 
hier  eine  singulare  Stelle  der  Trajectorie  vor. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Evolventen  einer  gegebenen 
Curve  (1)  in  endlicher  Form  (4)  gefunden  werden  können,  sobald  der 
Parameter  bei  der  gegebenen  Curve  die  Bogenlänge  ist,  eine  Voraus- 
setzung, die  nur  die  Ausführung  der  Quadratur  jl/flfy^  +  dt)^  verlangt. 

Auch  ist  es  klar,  dass,  wenn  eine  der  Evolventen  selbst  ge- 
geben ist,  die  übrigen  Evolventen  in  endlicher  Form  gefunden  werden 
können.  Denn  diese  anderen  Curven  sind  ja  Parallelcurven.  Man 
braucht  also  nur  auf  den  Normalen  eine  constante  Strecke  aufzu- 
tragen, was  rechnerisch  keine  Schwierigkeiten  macht.  ^   — 


*  Die  Theorie  der  Evoluten  und  Evolventen  ebener  Curven  hat  ihren  Ur- 
sprung bei  HüTOBNS,  „Horologium  oscillatorium**,  Paris  1673,  Pars  III: 
,,De  evolutione  et  dimensione  linearum  curvarum^^ 

Scheffers,  Oeom.  Diffr.  I.  5 
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Wir  kehren  zu  dem  ursprünglichen  Problem  zurück: 
Es  liege  eine  Curve  c  von  Punkten  P  oder  {x,  y)  vor,  und  c 
sei  der  Ort  ihrer  Krümmungsmittelpunkte  P'  oder  (j,  5).  Dann  ist 
also  c  eine  Evolvente  von  c  und  andererseits  c'  die  Evolute 
von  c.  Die  Strecke  von  P'  bis  P,  die  wir  bisher  mit  n, bezeichnet 
hatten,  ist  nichts  anderes  als  der  Radius  r  des  Krümmungskreises 
von  P.  Ist  T  der  Tangentenwinkel  von  P,  gemessen  in  der  auf 
S.  37  festgesetzten  Weise,  so  ist,  da  die  Tangente  von  P'  Normale 

von  P  ist,  der  Tangenten winkel  von  F  gleich  t  +  ^- ,  wenn  wir  die 

Evolute  im  Sinne  der  positiven  Normalen  der  Evolvente  durch- 
laufen. Der  Contingenzwinkel  dr  stimmt  also  bei  Evolvente  und 
Evolute  überein.  Das  Bogenelement  d^  der  Evolute  ist,  wie  die 
obige  mechanische  Construction  zeigt,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
gleich  dr.  Also  wird,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  der  Krümmungs- 
radius Q  der  Evolute  gleich  d^'.dr,  d.  h.  gleich  dr-.dr  sein. 

Dies  wollen  wir  analytisch  bestätigen,  indem  wir  zugleich  das 
Vorzeichen  festsetzen.  Die  Curve  c  hat  nach  Satz  30,  S.  42,  die 
Gleichungen : 

(5)  x=  j-rCOSTr/r,        y=  /"rSinrr/T, 

wenn  k   ihre  Krümmung  bedeutet.     Es   sei   x   die  Krümmung   der 

Evolute  c ,  bei  der  an  die  Stelle  von  r,  wie  gesagt,  r  +  ~  tritt,  so- 
dass  die  Gleichungen  der  Evolute  lauten: 

(6)  f=/|cos{r  +  |)e/r,      t,  =/i  sin  (r  + -^)  rfr. 

Andererseits  ist  (y,  t))  Bjrümmungsmittelpunkt  von  (x,  y).  Nach 
Satz  19,  S.  30,  muss  daher  wegen  (5)  sein: 

(7)  j  =  I  y  COST  rfr  —  -T-sinr,     y  =  / -r-sinr^fr  +  -t-cost. 

Um  diese  Werte  mit  (6)  zu  vergleichen,  bilden  wir  die  Differential- 
quotienten nach  r  und  finden,  dass 


1    .    /     ,    n\  \    dk 


sein  muss.     Diese  Forderungen  reducieren  sich  auf  die  eine: 

X  dt 
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oder,  wenn  r  und  q  die  Krümmungsradien  von  c  und  c   sind  (vgl. 
S.  38): 

(8)  (>  =  4f. 

Daher: 

Satz  47:  Der  Krümmungsradius  der  Evolute  ist  gleich 
der  Ableitung  des  Krümmungsradius  einer  Evolvente  nach 
dem  Tangentenwinkely  sobald  man  die  Evolute  im  Sinne 
positiver  Normalen  der  Evolvente  durchläuft  (siehe  Fig.  16). 

Auf  S.  49  sahen  wir,  dass  alle  Differentialvarianten  einer  ebenen 
Curve  durch  folgende  ausgedrückt  werden  können: 

dr  d*r 


r 


f  ^,    9 


dx  '       dt' 


Nach  dem  letzten  Satz  haben  sie  eine  geometrische  Bedeutung: 
Liegt  die  Curve  c  vor,   so   bilden  wir  ihre  Evolute  c\   darauf  die 


Fig.  16.  Fig.  17. 

Evolute  c''  dieser  Evolute  c'  u.  s.  w.  Den  Fortschreitungssinn  haben 
wir  auf  c<")  im  Sinne  der  positiven  Normalen  von  c("-^>  zu  wählen 
(siehe  Fig.  1 7).  Alsdann  sind  die  vorstehenden  Differentialinvarianten 
die  reciproken  Werte  der  Krümmungsmasse  von  c,  c\  c^^,  c"' .  .  . 
in  den  einander  entsprechenden  Punkten  P,  P\  P",  P"' ...  Da 
diese  reciproken  Werte  die  Krümmungsradien  sind,  so  folgt: 

Satz  48:  Um  alle  Differentialinvarianten  einer  ebenen 
Curve  c  zu  bestimmen,  bilde  man  die  Evolute  c^  von  c,  die 
Evolute  c"  von  c*  u.  s.  w.  Die  Sinne  der  Curven  bestimmt  man 
so,  dass  jede  folgende  den  Sinn  der  positiven  Normalen 
der  vorhergehenden  hat  Dann  sind  die  Krümmungsradien 
von  c,  c*,  c"...  in  einander  entsprechenden  Curvenpunkten 
P,  P\  P"  . . .  Differentialinvarianten,  und  jede  Differential- 
invariante ist  eine  Function  von  diesen. 

5* 
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Liegt  die  natürliche  Gleichung  der  Curve  c  in  der  Form  vor: 

dr 


dr 


=  0){r), 


80  können  wir  leicht  die  natürliche  Gleichung  ihrer  Evolute  bilden. 
Denn  bei  dieser  hat  dr  dieselbe  Bedeutung  und  nach  (8)  ist: 

dr  .  . 

und  also: 


dq  , f  .   dr  ,  ,  . 


Aus  beiden  Gleichungen  geht  die  gesuchte  durch  Elimination  von  r 
hervor: 

Satz  49:   Ist  r  der  Krümmungsradius,  r  der  Tangenten- 
winkel einer  ebenen  Curve  und  ist 

dr  .  . 

-   -  =  M  (r) 

die  natürliche  Gleichung  der  Curve,  so  geht  die  natürliche 
Gleichung  der  Evolute  durch  Elimination  von  r  aus 

(>  =  (y(r),       ^^  =  w'(r)(> 

hervor,  q  bedeutet  dabei  denKrümmungsradius  der  Evolute. 

1.  Beispiel:    Eine  Curve  c  habe  die  natürliche  Gleichiuig: 

dr 

—j-^^a      (rt  =  Const.) 
d  T 

Ihre  Evolute  hat  dann  die  natürliche  Gleichung: 

dg 


dl 


-0, 


also  Constanten  Krümmungsradius  g  und  ist  deshalb  nach  Satz  29,  S.  41,  ein 
Kreis.    Die  Curve  c  ist  daher  eine  Kreisevolvente. 

2.  Beispiel:     Fassen  wir   diese  Kreisevolveute  als  Curve  c'  auf,    d.  h. 
schreiben  wir  ihre  natürliche  Gleichung  so: 

du 


-  =  «, 


80  können  wir  rückwärts  die  natürliche  Gleichung  der  Curven  c  suchen,   die 
die  Kreisevolvente  c'  zur  Evolute  haben:    Denn  es  folgt: 

q  =  a  t  ■\'  b       (b  =  Const.) 
oder: 

dr 

d  r 
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d.  h. 


r  =  —  r*  +  ftr  +  c       (c  =  Const.)* 


Bei  den  Curven  also,  deren  Evolute  eine  Kreisevolvente  ist,  ist  der  Krümmungs- 
radius r  eine  quadratische  Function  des  Tangentenwinkels  t.  Ihre  natürliche 
Gleichung  geht  durch  Elimination  von  t  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
bervor  und  hat  die  Form: 

r  =  A  (p^Y  +  Bj-^  +  C       (Ä,ByC=  Const.). 

3.  Beispiel:     Die  Curve  c  habe  die  natürliche  Gleichung: 

-r—  ^  ar       (a  =  Const). 


Dann  bat  die  Evolute  c'  die  Gleichung: 

dg 
d~i 


dieselbe  natürliche  Gleichung  und  ist  daher  mit  e  nach  Satz  85,  S.  52, 
congruent    Nach  jenem  Satze  sind,  da  hier 

-r-  =s  r  =  e 

k 

gesetzt  werden  kann,  die  Curven  c  und  c'  mit  der  Curve: 

a;  as  J  cosT  c**'dr,        y  =j  sin  xc^'^dr 

congruent,  also  mit  der  Curve: 

i^\  _  a  cos  T  +  sin  r    a,  a  sin  t  —  cos  t  o, 

Führen  wir  die  Bezeichnung  ein: 

M  ist  der  Winkel  0-^   den  der  Strahl  r  vom  Anfangspunkt  nach  dem  Punkte 
(^  y)  mit  der  x-Axe  bildet,  bestimmt  durch : 

tg^^=    ^    =s        ^      =  tg(T-«), 

weshalb  wir 

^tzen.  Die  Curve  schneidet  also  alle  vom  Anfangspunkt  ausgehenden  Strahlen 
nnter  constantem  Winkel  «  (siehe  Fig.  18  auf  nächster  Seite).    Femer  ist: 


r*  =  y^ 


r'  =  ic^  +  y  =  - 

c 

also: 


^ p a  ö' 
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woraus  folgt,  daw  log  r  die  Form  Const.  S  hat.  Der  Logaritbmua  des  Strahles  vom 
Aofangsptinkt  nach  einem  CurveDpuukte  ist  daher  propuriioDal  dem  Winkel  des 

Strahles  mit  der  x-Axe.     Eine  solche 

Ctirve 


venten  sind  mit  ihr  congment,  aller- 
dings wohlbemeikt  nicht  so,  daaa  ein- 
ander entsprechende  Punkte  bei 
Evolute  und  Evolvente  auch  homologe 
Punkte  bei  der  Congmenc  wSieu. 
Nach  Satz  19,  8.  SO,  ergeben  sich 
aus  (ä)  sofort  als  Coordinaten  des 
Krümmungsmittelponktes  der  Stelle 
{x,  y)  der  Curve  (9)  die  Werte : 


a 

(CO 

81 

-asin») 

a 

+  1 

(.1 

+  aCOSr) 

Aber   der  Tangentenwinkel  t"  der  Evolute   ist  wie  auf  S.  66  nicht  r,    sondern 
I  -f-  — - .     Wir  fahren   daher  hier  statt   r  den  Parameter  t"   ein,    indem   wir 


(10)  j  = 


'-  setzen,  und  erbalten: 


•  +  1 


!»+    1 


Es  kann  nun  der  besondere  Fall  eintreten,  dass  die  logarithmische  Spirale  (9) 
mit  ihrer  Evolute  (10)  identisch  ist.  Wann  der  Fall  untritt,  erkennt  man  durch 
Vergleichen  von  (9)  und  (10),  wenn  man  in  (10)  statt ;,  i),  r"  die  GrOsBen  !c,  y,  i 
schreibt    Doch  wUrde  man  dadurch  auf  die  Bedingung 


kommen,  die  durch  keinen  reellen  Wert  von  a  befnedigt  wird.  Man  muss  aber 
bedenken,  dass  alle  Winkel  nur  bis  auf  Vielfache  von  8  a  besUnunt  sind.  In 
(10)  werden  wir  also  fUr  i'  nicht  direct  i,  sondern  i  -t-  2  n  n  schreiben,  wo  » 
eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Dann  giebt  die  Vergleichung: 


loga_ 


Ist  a  >  1 ,  so  ist  der  Wert  der  linken  Seite  zwischen  0  und  —  gelegen,  and 
man  siebt,  dass  es  keine  ganze  Zahl  n  giebt,  för  die  man  von  der  rechten 
Seite  dasselbe  sagen  könnte.    Daher  ist  a<  1.    Es  ist  —  =  tga,  sodass  also 
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der  Winkel  o,  unter  dem  die  Carve  die  Radienvectoren  schneidet,  grosser  als 
ein  halber  rechter  sein  wird.    Führen  wir  tga  ein,  so  kommt: 

tg  a  .  log  tg  o  = n. 

Da  tg  a  >  1  ist,  so  ist  die  linke  Seite  positiv,  mithin  n  eine  positive  ganze  Zahl 
Wir  können  die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

4n-l 


(tgo)*«*'  =  e     2     71. 

£fl  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung  für  tg  a,  die  für  jeden  positiven  ganz- 
xahligen  Wert  von  n  eine  reelle  Lösung  hat,  die  durch  ein  Näherungsverfidiren 
bestimmt  wird.  Für  n  =  1  ergiebt  sich  z.  B.  für  a  angenähert  ein  Winkel 
von  75  •. 

Satz  50:  Unter  den  reellen  logarithmischen  Spiralen  giebt  es 
solche,  die  ihre  eigenen  Evoluten  sind.  Es  sind  dies  diejenigen 
Curven,  die  alle  Radienvectoren  unter  einem  Winkel  a  schneiden, 
für  den  eine  der  Gleichungen  erfüllt  ist: 

4n-l 
(tga)*««  =  a    2      "   (n»l,2,  3...) 

Solche  Curven  heissen  auch  logarithmische  Selbstevoluten.  Sie 
fallen  natürlich  auch  mit  den  Evoluten  ihrer  Evoluten  u.  s.  w.  zusammen. 


§  12.  Singulare  Stellen  der  ebenen  Curven. 

Bei  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  einer  Carve  in  der 
ümgebong  einer  Stelle  (x^,  y^)  haben  wir  immer  vorausgesetzt,  dass 
die  auftretenden  Functionen  dort  endlich,  stetig  und  differenzierbar 
seien.  Sind  sie  es  nicht,  so  heisst  die  Stelle  singulär  im  Gegen- 
satz zu  regulär  oder  zu:  Punkt  allgemeiner  Lage.  Die  Unter- 
suchung dieser  singulären  Stellen  ist  Sache  der  Functionentheorie, 
da  sie  wesentlich  auf  die  Untersuchung  von  Functionen  für  Aus- 
nahmewerte der  Veränderlichen  hinauskommt.  Mit  derartigen  Singu- 
laritäten geben  wir  uns  deshalb  hier  nicht  ab. 

Aber  es  giebt  noch  andere  singulare  Stellen  einer  Curve, 
nämlich  die,  an  denen  zwar  die  auftretenden  Functionen  regulär 
bleiben,  jedoch  der  Begriff  der  Tangente,  wie  wir  ihn  in  §  3 
aufgestellt  haben,  unbestimmt  wird. 

Liegt  eine  Curve  in  der  Form  F{x,  y)  =  0  vor,  so  kann 

für  X  =  Xq  ,  y  =  yo   unbestimmt  werden,   nämlich  wenn  Fg^  und  Fy 
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beide  für  den  Punkt  {x^,  yj  verschwinden,^  sodass  die  Gleichung 
der  Tangente: 

unbestimmt  ist.  Wenn  die  Curve  in  der  Form  x  =  (p{t)f  y  =  t^(^ 
vorliegt,  so  wird  die  Gleichung  der  Tangente: 

für  t  =  tQ  unbestimmt,  wenn  qp'  (Q  =  t/;'  {Q  =  0  ist.  In  §  4  setzten 
wir  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  der  Beiührung  besonders 
voraus,  dass  dieser  Fall  nicht  vorliege  (siehe  S.  20).  Wir  stellen 
uns  jetzt  die  Aufgabe,  diese  singulären  Stellen  genauer  zu  unter- 
suchen. 

Zuerst  nehmen  wir  an,  die  Curve  sei  in  der  Form 

F{x,  y)  =  0 

vorgelegt  und  es  seien  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  F  für 
den  Curvenpunkt  {x^,  i/^)  gleich  Null.  Führen  wir  statt  x,  y  neue 
Coordinaten  :f,  y  ein,  so  kommt  eine  Gleichung  von  der  Form: 

</>(J:,  .y)  =  0, 
nämlich  es  ist  nach  (1),  S.  8, 

(/>  ==  F(s cos a  —  ^ sin  a  +  ö ,  J? sin a  +  ^ cos a  +  ä)  =  0, 
und  hier  kommt  also: 

</>-  =  F^  cos  u  +  Fy  sin  a ,       </>-=—  F^  sin  a  +  -Fy  cos  a , 

woraus  man  sieht,  dass  auch  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von 
</>  in  der  neuen  Form  </>  =  0  der  Curvengleichung  an  der  betrach- 
teten Stelle  gleich  Null  sind.  Durch  Einführung  eines  neuen  Axen- 
kreuzes  können  wir  also  den  Ausnahmefall  nicht  aus  der  Welt 
schaffen. 

Ist  nun  (ar,  y)  ein  Curvenpunkt,   so  können  wir,  vorausgesetzt, 
dass  er  hinreichend  nahe  bei  der  Stelle  [x^ ,  y^  liegt,  i^  =  0  nach 


^  Der  Vollständigkeit  halber  sei  erwähnt,  dass  es  denkbar  ist,  dass  F^  und 
F^  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden,  denn  die  Curve  /"(x,  y)  ■«  0 
lässt  sich  ja  so  schreiben: 

{'{X,  y)  =  0. 

Wenn  wir  dies  als  F  =  0  auffassen,  so  ist  -Pr  =  2f,fj,^  F^  =  2f.fy^  und  beide 
verschwinden  für  alle  Punkte  der  Curve  F  =  0  oder  /"  =  0.  Diese  Möglichkeit 
lässt  sich  natürlich  durch  passende  Wahl  der  Gleichung  der  Curve  vermeiden. 
Später,  in  der  Theorie  der  Kaumcurvcn  und  Flächen,  werden  wir  analoge 
Möglichkeiten  nicht  besonders  erwähnen. 


§  12,    Singulare  Stellen  der  ebenen  Ckirven,  73 

Potenzen  von  j:  —  jr^  und  y  —  yQ  entwickeln;  und  da  die  ersten 
partiellen  Ableitungen  f&r  (ar^,  y^  gleich  Null  sind,  so  beginnt 
die  Entwickelnng  so: 

+|^(y-yo)*)^-.•.=o. 

Weil  wir  die  Umgebung  der  Stelle  (x^,,  y^  untersuchen,  erscheint  es 
angebracht,  durch  diesen  Punkt  als  Ursprung  ein  neues  Coordinaten- 
krenz  (|,  t;)  zu  legen,  dessen  Axen  denen  des  alten  Systems  (x,  y) 
parallel  sind,  sodass 

(2)  1  =  ^-^0»     ^=y-yo 

ist  und  die  Reihe  (1)  so  lautet: 

In  der  unmittelbaren  Nähe  der  singulären  Stelle  (or^,  y^  sind  |  und 
'/  unendlich  klein,  sodass  höhere  Potenzen  von  ihnen  gegen  die 
niederen  vernachlässigt  werden  können.  Hieraus  würde  folgen,  dass 
wir  in  (3)  nur  das  angegebene  Glied  zweiten  Grades  in  |,  ?;  zu 
berücksichtigen  brauchten,  wenn  nicht  der  Fall  denkbar  wäre,  dass 

i'  B.  der  Goefficient  -« — f  verschwindet.     Dann  nämlich  würde  ä^ 

in  (3)  gar  nicht  auftreten  und  es  würde  fraglich  sein,  ob  dann  wirk- 
lich J'  z.  B.  gegenüber  |  r}  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung 
wäre;  denn  |  und  rj  können  ja  in  verschiedener  Ordnung  unendlich 
Uein  sein.  Aber  solche  Ausnahmefälle  sind  leicht  abzuweisen, 
denn  wenn  wir  das  Coordinatensystem  (|,  ti)  um  einen  Winkel  a 
drehen,  sodass  neue  Coordinaten  |,  Ti  auftreten,  so  liefern,  da  |,  rj 
Uoear  und  homogen  in   |  und    7;  sind,    die  quadratischen  Glieder 

• 

lö  (3)  wieder  die  quadratischen  Glieder  in  der  neuen  Entwickelung 
nach  I  und  1}.  Jene  quadratischen  Glieder  in  (3)  aber  stellen  gleich 
W  gesetzt  ein  Geradenpaar  (« |  +  /?  ^)  (y  |  +  ^  ^;)  =  0  dar.  Sobald 
wir  also  soweit  drehen,  dass  keine  der  beiden  Geraden  zur  |-  oder 
vAxe  wird,  ist  es  sicher,  dass  in  der  neuen  Reihe  die  Coefficienten 
von  I*  und  ^*  nicht  verschwinden. 

Wir  können  also  annehmen,  es  sei  in  (3): 

^or  dann  ist  der   eben  gemachte  Schluss   falsch,   wenn   überhaupt 
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keine  Glieder  zweiten  Grades  in  (S)  auftreten.  Die  dadurch  be» 
dingte  höhere  Singularität  wollen  wir  aber  nicht  untersuchen. 

Unter  den  Annahmen  (4)  treten  in  (3)  die  Glieder  mit  |'  und 
/;*  wirklich  auf.  Da  nun  |'  und  |*f;  von  höherer  Ordnung  unend- 
lich klein  als  |'  und  ebenso  |/;^  und  t;'  von  höherer  Ordnung  als 
/;'  sind,  so  sind  die  Glieder  dritten  Grades  in  (4)  sicher  von  höherer 
Ordnung  als  |^  und  f/^,  umsomehr  die  höheren  Grades,  sodass  wir 
also  nunmehr  die  Entwickelung  (3)  in  unmittelbarer  Nähe  der  Stelle 
(a:„,  y^  einfach  ersetzen  dürfen  durch: 

Dies  gilt  jetzt  aber  auch,  wenn  die  Voraussetzungen  (4)  nicht  erfüllt 
sind,  denn  durch  Drehung  des  Axenkreuzes  kommen  wir  zur  Vor- 
aussetzung (4)  und  dazu,  dass  in  der  Reihe  nur  die  quadratischen 
Glieder  beachtet  zu  werden  brauchen. 

Sobald  also  nicht  die  höhere  Singularität  auftritt,  bei  der: 

ist,  dürfen  wir  die  Curve  in  unmittelbarer  Nähe  des  singulären 
Punktes  (xq,  y^)  oder  (|  =  0 ,  ry  =  0)  durch  die  Curve  (5)  ersetzen, 
die,  wie  schon  gesagt,  ein  Geradenpaar  vorstellt.  Daher:  Im 
singulären  Punkte  kreuzen  sich  zwei  Curvenzweige,  die 
daselbst  die  Richtung  dieser  Geraden  haben.  Diese  beiden  Geraden 
nennen  wir  deshalb  die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes. 
Ist  der  Punkt  {x^ ,  y^^)  der  Curve  F^O  reell ,  so  liefert  (5) 
entweder  zwei  reelle  und  verschiedene  Geraden,  nämlich  wenn  der 
Ausdruck: 


ist.  Im  Punkt  (r^,  y^,)  kreuzen  sich  dann  zwei  reelle  Curvenzweige. 
Ist  Jq  ^  0 ,  so  sind  die  beiden  Geraden  reell,  aber  zusammen- 
gelegen. Diesen  Fall  erörtern  wir  nachher  genauer.  Wenn  Jq  <  0 
ist,  so  sind  die  beiden  Geraden  (5)  imaginär.  Durch  den  reellen 
singulären  Punkt  (ar„,  y^)  gehen  dann  zwei  imaginäre  Curvenzweige. 
Er  selbst  ist  von  dem  sonstigen  reellen  Teil  der  Curve  getrennt  und 
lieisst  deshalb  Einsiedler  oder  isolierter  Punkt. 

Den  Fall  J^  =  ü  wollen  wir  genauer  untersuchen.  Dann  stellt  (5) 
zwei  reelle  zusammenfallende  Gerade  dar,  und  durch  Drehung  der 
Axen  können  wir  erreichen,   dass   es   zwei   in   der  |-Axe  gelegene 
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Gerade  sind.     Wir  setzen  also  voraus,  dass  (5)  die  Geraden  r]*=^0 
liefere,  d.  h.  dass 

«•^j.=o         ^'^o    =0 


dXo' 


dXf^dyo 


d^R 


aber^— I  4=0  sei.    Jetzt  lautet  die  Beihe  (8)  so: 


dyo 


Id^F, 


d'F. 


2    dy.'^    ^    6     laV^    ^     dXo*dy,^  ^^ 


dxo^dyo 


+  ^-^.^''+l#^1 +  •••  =  <>• 


^^  (I*  ^)*  =  ^*  •  I'  •  I  ist,  so  ist  das  Glied  |*  i)  von  höherer  Ordnung 
nnendlich  klein  als  eines  der  beiden  Glieder  rj*  und  |^,  d.  h.  es 
ist  diesen  beiden  gegenüber  zu  vernachlässigen.  Ferner  ist  1 1]*  und 
fj^  Yon  höherer  Ordnung  als  17*.  Von  noch  höherer  Ordnung  sind 
die  nicht  angegebenen  Glieder  vierten  Grades  u.  s.  w.  In  unmittel- 
barer Nähe  des  singulären  Punktes  reduciert  sich  deshalb  die 
Correngleichung  auf: 


(6) 


Dieser  Schluss  ist  allerdings  hinfällig,  wenn  -^ — |  =  0  ist,  weil  dann 

J'  nicht  auftritt  und  also  |*  17  und  |*  nicht  gestrichen  werden  darf. 

Aber  diese  besondere  Annahme,  die  zu  einer 

höheren  Singularität  fbhrt,  soll  hier  nicht        | 

weiter  untersucht  werden.    Die  Gleichung 

(6)  giebt   für  17  einen  Ausdruck   von   der 

Form: 

der  fftr  jedes  |  zwei  Werte  hat.     Ist  die 

Cune  in  der  Nähe  des  Punktes  (^o^^o)  reell, 

also  a  reell,   so   sieht  man,   dass   sie   in 

diesem    Punkt    eine    Spitze    hat    (siehe 

Fig.  19).   Eine  solche  Stelle  heisst  auch  ein 

fiückkehrpunkt,    weil    ein   Punkt,    der 

die  Corve  durchläuft,   beim  Passieren  der 

Stelle    den     entgegengesetzten    Sinn     der 

Bewegung  wie  unmittelbar  vorher  annimmt.     Denn  beide  Aeste  der 

Spitze  haben   in  (^r^,  yj   die  |-Axe  zur  Tangente,   sodass  man  die 

|-Aze  auch  eine  Doppeltangente  nennt. 

Zu  beachten  ist,  dass  wir  vorhin  eine  Drehung  ausgeübt  haben. 
IiQ  Allgemeinen    also   wird   die   üurve   im   Punkte  {x^ ,  y^),    wenn 


Fig.  19. 
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J^  =  0  ist,  eine  Spitze   haben,   deren  Tangente  die  durch  (5)  dar- 
gestellt« Doppelgerade  ist. 

Satz  51:^   Ist  {x^,  y^)  ein  solcher  reeller  Punkt  der  reellen 
Curve 

^>,  y)  =  o, 

in  dem 

-  "^^  =  ü       -  ^"^  =  0 

ist,  so  hat  er  eine  der  drei  folgenden  Eigenschaften: 
Erstens:     Ist 


A    -  /   ^'^0  y_   d^^o  ^'i^o^o 


SO  kreuzen  sich  in  ihm  zwei  reelle  verschiedene  Zweige 
der  Curve,  deren  Winkel  r  mit  der  jr-Axe  im  Punkte  (*<,, 
yj  durch  die  Gleichung: 

■^    l  cos*  T  4-  2  ^     J^~  cos  T  sin  T  +  -^ — f  sin*  t  =  0 

bestimmt  werden. 

Zweitens:  Ist  J^  =  ü,  so  fallen  beide  Winkel  t  zu- 
sammen und  der  Punkt  [x^^,  y^^)  ist  eine  reelle  Spitzer  oder 
ein  Bückkehrpunkt  der  Curve. 

Drittens:  Ist  4)  =  0,  so  kreuzen  sich  in  dem  isolierten 
Curvenpunkt  (x^,  1/^)  zwei  imaginäre  Zweige  der  Curve. 

Doch  kann  durch  das  Verschwinden  höherer  als  erster 
Differentialquotienten  von  F  an  der  betrachteten  Stelle 
der  Charakter  des  singulären  Punktes  (x^,  i/q)  geändert 
werden. 

Die  beiden  Richtungen  der  durch  {x^,  y^)  gehenden  Curven- 
zweige  kann  man  auch  so  finden:     Für  den  singulären  Punkt  hat: 

d  F 
dy  ^  dx 
dx"  ""  ~dF 

dy 

die   unbestimmte   Form   0:0.     Nach   bekannter  Begel   finden   wir 
ihren  Wert,   indem  wir  Zähler  und  Nenner   für  sich  differenzieren 


^  Die  Singularitftteii,  von  denen  wir  hier  nur  die  einfachsten  Fälle  be- 
sprochen haben,  wurden  von  Euler,  ,,Introductio  in  analjsin  infini- 
toruin^S  2<  ^^^'  Lausanne  1748,  und  Grauer,  „Introduction  k  Tanalyse 
des  lignes  courbes**,  Genf  1750,  zuerst  methodisch  untersucht 
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und  dabei  natürlich  beachten,  dass  y  wegen  F[xj  y)  —  0  eine  Func- 
tion Ton  X  ist.     Es  kommt  dann  an  der  singulären  Stelle: 

^    d^F    dp 

<ly  "" 

dx 


dx^        dxd  y  d  X 
~WF        WF~dy 


dxdy       dy'^  dx 
somit  erfüllt  dort  -~  oder  tgr  die  quadratische  Gleichung: 


(7) 


dx 


tgr  +  ^;£»tg^r  =  0, 


die  sich  mit  der  im  Satz  51  angegebenen  Gleichung  deckt. 

Beispiel:  Eine  Strecke  von  der  Lftuge  a  bewege  sich  so,  dass  ihr  einer 
Endpunkt  die  :c-Axe  durchläuft  und  dass  ihre  Gerade  beständig  durch  den 
Punkt  y  ^  b  der  ^-Axe  geht.  Ihr  anderer  Endpunkt  beschreibt  dann  die 
Konchoide  mit  der  Gleichung: 

Hier  ist: 

F,  =  2xy\      Fy^2x*y-\'2{y-b){2y^-by  -  a«). 

Der  Punkt  x  =  0,  y  ==  6  erfüllt  die  Curvengleichung,  aber  für  ihn  ist  Ft  =  Fy  —  0. 
Er  ist  also  singulär.     Femer  ist  hier: 

i^xx  =  2  y« ,       -Fr,  =  4  X  y ,      F,,  =  2  (x«  +  6  y*  -  6  6  y  +  ^«  -  fl «) . 

Für  rr  a  Oy  y  s  6  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  von  tgr 
nach  (7): 

i»«  +  (6«-  a»)tg*T  =  0, 

also 

b 

tg  r  = n_ -i:-^-  • 

Ist  a  >  6y  so  hat  die  Curve 
eine  Schleife  im  Punkt  (0,  b), 
Ist  A  =  6,  so  hat  sie  daselbst 
eine  Spitze.  Ist  a  <  6,  so  ist 
der  Punkt  (0,  b)  isoliert  Siehe 
bierza  Fig.  20. 

Jetzt  wollen  wir  an- 
nehmen, die  Curve  liege 
in  der  Form  vor: 

nnd  für  t  =  t^  seien  die  ersten  Differential quotienten  gleich  Null: 


a>ö 
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Man  erkennt  leicht,  dass  dieser  Ausnahmefall  durch  Bewegung  des 
Coordinatensystems  nicht  beseitigt  werden  kann. 

Für  t  ^  t^  ergebe  sich  der  Curvenpunkt  {xq,  y^).  Liegt  t  hin- 
reichend nahe  bei  ^^,  so  können  wir  schreiben: 

^-^0=  r2  9'"('«)('-'o)*  +  r:}:3<'('o)(<-'o)'+  •••. 
y  -  yo  =  o  V"  (0  ('  -  'o)*  +  nt  3  ¥"  Co)  ('  -  g»  +  •  •  • 

oder,  wenn  wir  wie  früher  durch  den  Punkt  {xq,  j/q)  ein  neues 
Äxenkreuz  (|,  ?;)  parallel  dem  alten  legen  und  t  -^  t^  mit  J  t  be- 
zeichnen : 

,;  =  r^  V'«"  ^''  +  rT.-3<"^''+  •  •  •  • 

Wir  nehmen,  um  keine  höheren  Singularitäten  zu  erhalten,  an, 
dass  c/jq'  und  ip^'  von  Null  verschieden  seien.  Ist  At  unendlich 
klein,  so  bleibt  dann:  |  =  \(Pq' dt^,  ij  =  ^rpo" dfij  d.  h.  die  Gerade: 

der  sich  also  die  Gurve  im  singulären  Punkte  anschmiegt.  Um  die 
Natur  dieses  Punktes  bequemer  zu  erkennen,  denken  wir  uns  eine 
solche  Drehung  ausgeübt,  dass  diese  Gerade  die  |-Axe  wird,  d.  h., 
dass  \Pq'  =  0,  aber  qp^"  ^=  0  ist.     Dann  haben  wir: 

d.  h.  für  unendlich  kleines  Jt  wird  dann: 

UVV  ■"  Wö"7 

oder: 

sein,  woraus  wie  auf  S.  75  folgt,  dass  der  Punkt  (x^,  y^)  ein  Bück- 
kehrpunkt  sein  wird. 

Satz  52:     Liegt  auf  der  Gurve 

an  der  Stelle  {t  =  t^^)  ein  solcher  Punkt,  für  den(p'{tQ)  =  \p'{tQ)=0 
ist,  so  ist  er  im  Allgemeinen  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve 
und  seine  Tangente  hat  die  Richtung: 

^  1>"ito) 
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Der  Krümmungsradius  ist  hier  nach  S.  33  gleich  Null. 
Es  fällt  auf,  dass  sich  hier  weder  der  reelle  Doppelpunkt  noch 
der  isolierte  Punkt  ergeben  hat.    Diese  treten  bei  der  Curve: 

gar  nicht  als  singulare  Punkte  auf.  Vielmehr  liegt  die  Sache  so: 
Durchwandert  t  stetig  eine  Wertereihe  von  t^  bis  t^j  so  beschreibt 
der  Punkt  {x,  y)  stetig  einen  Teil  der  Curve.  Es  kann  vorkommen, 
dass  dann  der  Punkt  [t^  mit  dem  Punkte  (^)  zusammenfällt,  d.  h.  dass 

<pi^o)  =  <p{^)    und    tp{to)  =  V'{h) 
ist.    Alsdann   gehen   durch   einen  Punkt   zwar   zwei  Curvenzweige, 
aber  die  Werte  von  t  in   der  Nähe  von  t^  geben   nur  Punkte   des 
einen,  die  in  der  Nähe  von  t^  nur  Punkte  des  anderen  Zweiges. 
Auf  S.  63  sahen  wir,  dass  sich  die  Evolventen  einer  Curve: 

znit  der  Bogenlänge  a  so  darstellen: 

X  =  j  —  (S  —  a)  y' ,       y  =  5  —  (§  —  ö)  1)'       (a  =  Const.). 
Hier  ist 

'^so  sind  diese  ersten  Differentialquotienten  von  x  und  y  nach  dem 
I^ÄTameter  S  an  der  Stelle  g  =  a  gleich  Null.  Diese  Stelle  ist  also 
^^  Allgemeinen  ein  Rückkehrpunkt  der  Evolventen.  Da  für  sie 
'  =  y,  y  =  5  ist,  so  sehen  wir:  Die  Evolventen  haben  da,  wo 
8ie  die  Evolute  treffen,  Spitzen.  Hierauf  haben  wir  schon  auf 
8«  65  hingewiesen. 

Die  Darstellungsform 

•  _ 

einer  Curve  können  wir  bei  der  Untersuchung  der  singulären  Stellen 
^iicht  benutzen,  weil  wir  immer  voraussetzen,  dass  die  vorkommen- 
den Functionen  eindeutig  seien,  sodass  also  hier  zu  jedem  x  nur  ein 
y  auftrete.    Z.  B.  die  oben  betrachtete  Konchoide  (S.  77): 

können  wir  natürlich  in  nach  y  aufgelöster  Form  darstellen,  indem 
^  die  Gleichung  4.  Grades  auflösen.  Aber  die  hervorgehende  Func- 
tion y=/'(j:)  ist  dann  vierdeutig  und  die  singulare  Stelle  ist  da- 
<lurch  charakterisiert,  dass  für  x  =  0  zwei  der  vier  Werte  zusam- 
oienfallen.  Bei  der  Darstellungsform  y  =  f(x)  also  kommen  die 
singulären  Stellen  dadurch  zu  Stande,  dass  die  Function  f\x)  für  jedes 
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X  mehrdeutig  ist  und  dass  für  gewisse  Wert«  Ton  x  verschiedene  der 
Functionswerte  zusammenfallen.  Im  Grunde  genommen  liegt  hier 
statt  der  einen  mehrdeutigen  Gleichung  y  s=  f{x)  eine  Reihe  Ton 
einzelnen  Gleichungen  y  ^  f{x)  mit  je  einer  eindeutigen  Funktion 
vor,  d.  h.  wir  haben  die  einzelnen  Zweige  der  Curve  als  verschiedene 
einzelne  Curven  aufzufassen,  deren  Schnittpunkte  die  singulären 
Stellen  liefern. 


§  13.  Functionen  des  Ortes  in  der  Ebene. 

Bisher  haben  wir  Curven  in  der  Ebene  oder,  analytisch  aus- 
gesprochen, Gleichungen  zwischen  x  und  y  betrachtet.  Jetzt 
wollen  wir  eine  Function  f\xj  y)  ins  Auge  fassen. 

Liegt  eine  Function  f\x,  y)  vor,  so  wird  jedem  Punkte  (x,  y) 
der  Ebene  ein  Wert  f{x,  y)  zugeordnet.  Wir  wollen  dabei  eine  Reihe 
speciellcr  Voraussetzungen  machen:  Wir  beschränken  uns  auf  einen 
solchen  Bereich  in  der  Ebene,  für  dessen  Punkte  (x,  y)  die  Function 
/*(.r,  //)  überall  eindeutig,  endlich,  stetig  und  differenzierbar  ist. 

Liegt  eine  mehrdeutige  Function  vor,  so  betrachten  wir  eben  nur 
einen  der  Werte.  Man  vergleiche  hierzu  die  Einleitung  zu  §  3,  S.  11. 
Wenn  wir  in  der  Folge  öfters  von  der  ganzen  Ebene  sprechen,  so 
soll  darunter  immer  ein  Bereich  der  angegebenen  Art  verstanden 
werden.  Bei  den  Anwendungen  auf  bestimmt  gegebene  E\inctionen 
f{x,y)  muss  man  die  Grenzen  dieses  Bereiches  feststellen. 

Hat  die  Function  /'(^,  //)  an  einer  Stelle  einen  gewissen  Wert  c, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Stellen,  an  denen  sie  denselben  Wert  c 
hat.     Das  sind  nämlich  alle  die  Punkte  {x,  y),  in  denen 

ist,  d.  h.  die  Punkte  einer  Curve  /'=  Const.  So  ergiebt  sich  eine 
Schar  von  oc^  Curven  (siehe  S.  55),  die  die  ganze  Ebene  über- 
decken. Wandert  der  Punkt  auf  einer  der  Curven  entlang,  so  ändert 
sich  der  zugehörige  Wert  der  Function  /"  nicht.  Durch<iuert  der 
Punkt  dagegen  die  Schar,  so  ändert  sich  der  ihm  zugeordnete 
Wert  /: 

Durch  die  Angabe  der  Function  f{x,  y)  ist  eine  Schar  von  oo* 
Curven  /"=  Const.  definiert.  Die  Frage  liegt  nahe,  ob  umgekehrt^ 
wenn  eine  Schar  von  oc^  Curven  gegeben  wird,  dadurch  eine  Func- 
tiou  /*  definiert  ist.  Sie  kommt  auf  die  Frage  hinaus,  unter 
welchen  Umständen  zwei  Gleichungen  /*(.^,  ?/)  =  Const,  und 
7  C^-  7/)  =  Const.  dieselbe  Schar  von  Curven  definieren. 
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Soll  jede  einzelne  Curve  /*=  a  mit  einer  Curve  q)  =  b  identisch 
sein,  so  muss  zu  jedem  Werte  der  Gonstanten  a  ein  Wert  der 
Constanten  b  gesetzmässig  zugeordnet  sein,  es  muss  also  b  eine 
Function  von  a  sein:  b  =  ß(a),  sodass  für  jeden  Wert  der  Con- 
stanten a  die  Gur?e 

f{x,  y)  =  a 
mit  der  Curve 

(p{x,  y)=  ii{a) 

übereinstimmt     Durch  Elimination  von  a  folgt  hieraus: 

9  {^,  y)  =  -Q  {f{^f  y))  • 

Zwei  Scharen /*=  Const.  und  qp  =  Const.  sind  also  dann 
und  nur  dann  miteinander  identisch,  wenn  die  Function  (p 
eine  Function  von  /'allein  ist. 

Wir  können  die  Frage  aber  auch  so  beantworten: 
In  einem  beliebigen  Punkt  {x^  y)  der  Ebene  muss  zunächst  die 
Richtung  der  hindurchgehenden  Curve  f  =  Const.  mit  der  Bichtung 
der    hindurchgehenden    Curve    tp  =  Const.    übereinstimmen,    d.  h. 
der  aus 

hervoi^ehende  Wert  von  ;.-  muss  mit  dem  aus 


dx 


+<^.K=o 


hervoi^ehenden  Wert  für  jedes  Wertepaar  x,  y  übereinstimmen. 
Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Determinante 

A     fy 

für  jedes  Wertepaar  x,  y  gleich  Null  ist.  Man  nennt  diese  Deter- 
minante die  Fnnctionaldeterminante  von  f  und  (p.^  —  Wenn 
umgekehrt  diese  Determinante  identisch  gleich  Null  ist,  so  wird  also 
zunächst  in  jedem  Punkte  (ar,  y)  die  Richtung  der  hindurchgehenden 
Curve  f  =  Const.  mit  der  Richtung  der  hindurchgehenden  Curve 
(f  =  Const    übereinstimmen.      Wenn    alsdann    nicht    jede    Curve 


'Nach  Jacobi,  „De  determiDaDtibus  functiouallbus",  Crelle's 
Jounuü,  22.  Bd.,  1841,  auch  Gesammelte  Werke,  3.  Bd.,  und  übersetzt  in 
OarwALD^s  Klassikern  Nr.  78.  Euleb  und  Laqbanqe  sind  als  Vorläufer  Jacobi^s 
in  der  Theorie  der  Functionaldeterminantcn ,  die  Jacobi  in  beliebig  vielen 
Verinderlichen  entwickelt  hat,  zu  erwähnen. 

ScHKFFBXS,  Geom.  Diinr.  I.  6 
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f  =  Gonst.  mit  einer  Curve  cp  =  Const  zusammenfällt,  so  ist  dies 
nur  so  denkbar,  dass  jede  Curve  /*=  Const  in  allen  ihren  Punkten 
Curven  cp  =  Const  berührt,  d.  h.  eine  Einhüllende  der  Schar  9  =*  Const 
ist.  Aber  eine  Curvenschar  (p  ^  Const  hat  nach  §  10  nur  eine 
oder  einige  und  jedenfalls  nicht  unendlich  viele  Einhüllende,  die  die 
ganze  Ebene  überdecken.  Diese  Annahme  ist  daher  undenkbar, 
und  es  bleibt  die  erste  übrig,  mit  anderen  Worten:  Jede  Curve 
/*  =  Const.  ist  mit  einer  Cui've  y  =  Const  identisch.    Dies  giebt  den 

Satz  53:  Die  beiden  Gleichungen  /*(x,  y)  =  Const.  und 
(f{x,  y)  =  Const  stellen  dann  und  nur  dann  dieselbe  Schar 
von  00^  Curven  in  der  Ebene  dar,  wenn  die  Functional- 
determinante 

:  tf     ^  \ 

dz      dy    \ 

dx      dy    i 

für  alle  Werte  von  x  und  y  gleich  Null  ist 

Oben  aber  sahen  wir,  dass  /'  =  Const  und  9;  =  Const  nur  dann 
dieselbe  Schar  darstellen,  wenn  (f  eine  f\inction  von  f  allein  ist 
Daher  folgt  noch: 

Satz  54:  Die  Function  fp  (x.  y)  ist  dann  und  nur  dann  eine 
Function  von  /*(x,y)  allein,  wenn  dieFnnctionaldeterminante 

dx       dy 

d  q        d  ff 
dx       dy 

für  alle  Werte  von  x  und  y  gleich  Null  ist 

Sind  die  beiden  Scharen  /*  =  Const.  und  ff  =-  Const  nicht  die- 
selben« so  überdecken  sie  die  Ebene  doppelt;  genauer  ausgedrückt: 
Durch  jeden  Punkt  (j-,  y)  geht  eine  Curve  /*=  Const,  sagen  wir 
/'  =  a,  und  eine  von  ihr  verschiedene  Curve  y  =  Const,  sagen  wir 
(f  —  b.  d.  h.  dann  bestimmen  die  Gleichungen: 

f\x.  t/)  =  a,       ff  (x,  y)  =  Ä 

ein  oder  einige  Wertepaare  j-,  y.  je  nachdem  die  beiden  Curven  einen 
oder  einige  Schnittpunkte  haben,  d.  h.  dann  lassen  sich  die  Glei- 
chungen theoretisch  nach  x  und  y  auflosen,  wenn  auch  praktisch 
den  Auflösungen  Schwierigkeiten  entgegentreten  können.  Wenn 
dagegen    beide   Scharen    /*  =r  Const    und   7  »  Const    oiiteinander 
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identisch  sind,  so  sind  die  beiden  Curven  /"=  a  und  (p  =  h  entweder 
zwei  verschiedene  Curven  /*=  Const.  und  haben  daher  wegen  der  Ein- 
deutigkeit von  f  in  dem  betrachteten  Bereich  keinen  Schnittpunkt, 
oder  aber  sie  fallen  miteinander  zusammen  und  haben  daher 
keinen  bestimmten  Schnittpunkt.     Daher: 

Satz  55:   Zwei  Gleichungen: 

definieren  für  beliebige  Wertepaare  a,  b  dann  und  nur 
dann  jedesmal  bestimmte  Werte  x,  y,  wenn  die  Functional- 
determinante 

d  X       dy 

d  q>       d  q> 
dx      d  y 

nicht  identisch  gleich  Null  ist. 

Man  sagt  dann,  dass  die  Functionen  /*  und  (p  voneinander 
unabhängig  sind,  oder  auch,  dass  die  Gleichungen  /'=  a  und  (p  =  h 
für  beliebige  Werte  von  a  und  b  auflösbar  sind,  wenn  auch,  wie  er- 
wähnt, der  wirklichen  Auflösung  Schwierigkeiten  entgegenstehen 
können.  Es  soll  nur  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  die  Glei- 
chungen f=  a  und  qp  =  Ä  ein  oder  einige  bestimmte  Wertepaare  x,  y 
definieren. 

Die  auf  S.  80  aufgeworfene  Frage,  ob  eine  gegebene  Schar  von 
oo^  Curven  eine  bestimmte  Funktion  /'definiert  derart,  dass  /"=  Const. 
die  Curven  darstellt,  ist  nun  auch  beantwortet:  Zu  einer  Schar 
von  c»^  Curven  /'=  Const  gehört  nicht  nur  eine  Function  /*,  viel- 
mehr giebt  es  unendlich  viele  Functionen  qp,  die  gleich  Constans 
gesetzt,  die  Schar  darstellen.  Aber  alle  diese  E^unctionen  tp  sind 
Functionen  einer  unter  ihnen,  etwa  der  Function  /*. 

Bisher  haben  wir  die  Curven  betrachtet,  auf  denen  die  Func- 
tion /"(x,  y)  constant  ist.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  wir  gehen  von 
einem  Punkte  P  oder  (x,  y)  nach  irgend  einer  Richtung  hin,  die  mit 
der  :r-Axe  den  Winkel  u  bilde,  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  tis 
weiter  und  fragen,  um  welche  Grösse  sich  dabei  /'  ändert.  Es  ist 
dies  die  Grösse: 

wobei  dxjdy  die  Incremente  von  x  und  y  sind,  d.  h.: 

äx  =  ÖS  '  cos  a ,       Sy  =  Ös  •  sin  a 

6* 
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ut     AUo  crgiebt  Hich: 

(2)  Y  ^l^cosa  +  ^/sina. 

^  '  08       ax  oy 

\)Ui  Korifioln  (1)  und  (2)  gölten  nicht  mehr,  wenn  für  die  betrachtete 
Ht<;lli)  (r,  //)  die  beiden  ersten  partiellen  Differentialquotienten  f^  und 
/'  gloicji  Null  Hind,  weil  dann  in  der  Entwickelung  von  8f  nach 
f'oton/on  von  (1:r  und  fiy  die  unendlich  kleinen  Glieder  zweiter  Ord- 
nung auftrnteri.  Solche  Stellen,  die  wir  singulare  Stellen  der 
Kurioiion  /'  nennen,  wollen  wir  hier  nicht  untersuchen. 

An  »iner  regulären  Stelle  P  ist  nach  (2)  das  Verhältnis  aus 
diun  ZuwiiciiH  r>/*  von  /'und  dem  zurückgelegten  Weg  ^«  eine  end- 
linhn  (h'ÖHNO.  Wir  können  es  als  die  Geschwindigkeit  bezeichnen, 
mit  ilnr  nich  /'  momontan  auf  der  eingeschlagenen  Richtung  ändert. 
Naoh  (2)  läHHt  Hie  sich  für  reelle  Werte  graphisch  darstellen: 
Vom  /'  auM  /.ii'hon  wir  die  Strecke  PA  parallel  der  positiven  a:-Axe 
unil  gloirli  (l«»ui  WiM*to  von /]^  (siehe  Fig.  21) —  insbesondere  rückwärts, 
wnini  l\  nogivtiv  iHt   -  ebenso  die  Strecke  PB  parallel  der  positiven 

y-Axe  und  gleich  dem  Werte  von  f.    Als- 
dann ist  der  Wert  (2)  graphisch  dargestellt 
durch  die  Summe  der  Projectionen  von  PA 
\xjf       und  PB  auf  die  dui*ch  P  gezogene  Bich- 
i|         tung    von    8s^    die    mit    der  x-Aze    den 
i  Winkel  «  bildet     Oder  kürzer:   Wir  con- 

struieren  die  vierte  ICcke  Q   des  von  PA 
\y  und  PB  bestimmten  Rechtecks  und  proji- 

^    eieren  PQ  auf  die  gewählte  Richtung.   Ist 
bV  ^1*  f^  ^i^  IVojection  von  Q,   so  ist  dann  PB 

gleich  dem  Werte  (2).  Liegt  B  aof  der 
Richtung  von  cVjr  rückwärts  hinter  P«  so  ist  die  Geschwindigkeit  (2) 
negativ,  d.  lu  die  Function  f  nimmt  dann  auf  dem  Wege  de  ab. 

F\\r  vonichieilene  Richtungen  von  J«  ergeben  sich  verschiedene 
Kndpunkte  R  der  Geschwindigkeit  Der  Ort  von  J?  ist  der  Kreis, 
do^eu  Durchmesser  PQ  isu 

Satt  56:  Ist  P  ein  solcher  Punkt  (x,  y\  f&r  den  die 
ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Function /*(x,y) 
nicht  beide  gleich  Null  sind«  so  stellen  sich  die  Geschwin- 
digkeiten »^/':v^jf,  mit  denen  sich  die  Function  f  auf  den 
\  erschiedener.,  von  P  ausgehenden  unendlich  kleinen  Wegen 
A*  Ändert*  Sv^b^ld  sie  gr;iph:>ch  äIs  Strecken  aal  den  Rich- 
tunger* o.ieser  Wege  c^*  con>:ru:eri  werden,  als  die  von  P 
ausgehenden  Sehnen  eines  durch  P  gehenden  Ereises  dar. 


-\^ 
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Die  Tangente  dea  Kreises  in  F  giebt  die  Bicbtung  an,  längs 
deren  sich  f  auf  dem  Wege  Ss  nicht,  oder,  wenn  man  will,  nur  nm 
ein  ünendlichkleines  zweiter  Ordnung,  verglichen  mit  Ss,  ändert. 
Sie  ist  also  die  Tangente  der  durch  P  gehenden  Curve  /*=  Gonst. 
In  der  dazu  senkrechten  Richtung  PQ  dagegen  ändert  sich  /"am 
stärksten.     Daher: 

Sati  57:  Soll  sich  ein  Punkt  {x,  y)  so  bewegen,  dass 
sich  eine  Function  fl^x,  y)  seines  Ortes  möglichst  stark 
ändert,  so  mnss  er  eine  Curve  beschreiben,  die  alle  Uurven 
/■=  Const.  senkrecht  durchschneidet. 

Beispiel:  Sind  zwei  feste  Punkte  J\  und  F^  gegeben,  so  ist  der  Ort 
des  PankteB,  für  den  die  Samme  (bez.  Differenz)  der  Abstände  von  F^  und  F, 
coDstant  ist,  eine  der  oo'  Ellipsen  (bez.  Hjperbeln)  mit  den  Brennpunkten  Fi 
and  Ff  Daher  ist  der  Ort  des  Punktes,  fOr  den  sich  die  Differenz  (bez. 
Summe)  dieser  Abstände  mSglichst  stark  findcrt,  eine  der  zu  den  Ellipsen  (bez. 
HTperbetn)  bekanntlich  Qberall  senkrechten  confocalen  Hyperbeln  (bez.  Ellipsen). 

Nehmen   wir   an,    wir   geben   vom   Punkte  {x,  y)   einer   Curve 
f=c   zn   einem   unendlich   benachbarten  Punkte  {x-\-Sx,  y  +  Sy) 
einer    unendlich    benachbarten 
Cnrve  der  Schar  f=  Const.,  also 
etwa  zur  Corve  /"=  c  +  dc  über 
[siehe    Fig.   22).     Alsdann    ist 
Sf=  Sc,  also  nach  (2): 
de 


7zC 


a  +  f,a 


(3)       SM  - 

Der  Winkel  der  Richtung  von 
St  mit  der  Richtung  der  Tan- 
gente von  f=c  im  Punkte  {x,y) 
sei  gleich  ß.  Da  die  Tangente 
selbst  mit  der  X'Axe  den  durch 

bestimmten  Winkel  t  bildet,  so  ist  wegen 


^'•'-y,,,,,ir.^^K^f.'"l^. 

ilao  nach  (8): 
(4) 

s.=         '" 

Bin  ß  Vf*  +  fJ 
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Dies  sprechen  wir  so  aus: 

Satz  58:  Liegt  eine  Function  f\x^  y)  und  damit  in  der 
ay-Ebene  eine  Curvenschar  /*=  Const.  vor,  so  ist  der  Weg, 
den  der  Punkt  (:r,  y)  zurücklegen  muss,  damit  er  von  seiner 
Curve  /*=  c  zur  unendlich  benachbarten  Curve/'=c  +  dc 
gelange,  gleich: 

öS  = 


Bin  ßVfJ  +  f,^ 

Hierbei  ist  ß  der  Winkel  des  Weges  mit  der  Tangente  von 
f=  c  im  Punkte  (x,  y). 

Die  Zweideutigkeit  des  Vorzeichens  der  Quadratwurzel  köinite 
durch  bestimmte  Festsetzungen  über  den  Sinn  der  Curven  f=  Const. 
und  ihrer  Tangenten  gehoben  werden,  doch  bedürfen  wir  deren 
für  die  folgenden  Betrachtungen  nicht. 

Zu  dem  Satze  56  möge  noch  eine  für  die  Curvendiscussion  oft  nützliche 
Verallgemeinerung  angedeutet  werden. 

Sind  in  der  Ebene  n  feste  Punkte  A^,  A^  .  .  .  A„  gegeben  und  bedeuten 
r^,  r, .  .  .  r„  die  Abstände  eines  veränderlichen  Punktes  P  von  ihnen,  so  ist 
eine  Function  f{r^ ,  r^  ,  ,  .  rn)  als  Function  der  Coordinaten  o;,  ^  von  P  darstell- 
bar und  daher  eine  der  Funktionen  des  Ortes,  die  wir  oben  betrachteten.  Be- 
wegt sich  P  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  ö«,  so  werden  sich  Tj,  r^  . ,  r^ 
um  unendlich  kleine  Grössen  drj,  ör^ .  ,  örn  ändern,  und  dann  ist  die  Aende- 
rung  von  f: 

d.  h. 

ö 8       d  r^    Ö s        ör,    ö«        *'       dr„  d a  ' 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  an  der  Stelle  P  die  ersten 
partiellen  Differentialquotienten  von  /*  nach  r,,  r^.,rn  nicht 
sämtlich  gleich  Null  sind.  Nun  ist  —  bis  auf  unendlich 
kleine  Grössen  —  der  Bruch  ötiIÖ  s  nichts  anderes  als  der 
p.      oo  Cosinus  des  Winkels  (jpj,  den  6  s  mit  r,  bildet  (siehe  Pig.  28). 

Entsprechendes  gilt  von  den  übrigen  Brüchen,  und  es  kommt: 

Öf        df  df  df 

Dies  ist  graphisch  zu  construieren:    Auf  r,,  r^ ,  ,  r,,  tragen  wir  Strecken  gleich 

,-..--    auf.    Alsdann  ist  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  die  Rieh- 

o  r^      dr^       drn        ,  '* 

tung  von  08  gleich  dem  Bruche  dfiös  —  abgesehen  vom  Vorzeichen,  worauf 

wir  hier  nicht  weiter  eingehen.     Die  Summe  der  Projectionen   kann  auch  so 

gebildet    werden:     Man   bildet    das    von    /'   ausgehende    offene   Polygon    von 

S  f 
Strecken,    dessen    Seiten    nacheinander   parallel    r, ,    r^  , .  r„   und   gleich    n- > 
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~-  ■  >  -^  sind.    lit  Q  der  Endpunkt  des  Foljgoni,  m>  ist  die  Projection  von 

PQ  auf  die  Ricbtnng  von  Üt  die  graphische  Darstellnng  von  Sf:äs.  Soll 
sieh  nun  P  so  bewegen,  dass  /"constant  bleibt,  so  muss  die  Projection  von  FQ 
auf  die  Richtung  von  5  a  gleicb  Null  sein,  d.  h.  die  Senkrechte  durch  P  zn 
P  Q  iat  die  Tangente  der  durch  P  gebenden  Curve  f  =  Conet. ' 

Anwendungen  auf  die  Tangentenconstruction  der  Ellipsen  (r,  +  r,  =  Conat.). 
der  Hyperbeln  (r,  —  r,  =  Conat,),  der  Cassinoiden  (r,  .  r,  =  Consl,),  Kreise 
fr,  :  r,  ■■  Const.  oder  »"i'  -*-  r,"  +  , .  +  r,'  =  Const)  u.  s.  w.  liegen  auf  der  Hand, 


§  14.    Gewöhnliche  DitTerentiaigleichungen  erster  Ordnung 
in  der  Ebene. 

Eine  Schar  von  oo'  Curven 

f(x   y)  =  Const 

bedeckt  die  ganze  Ebene  *  sodass  durch  jeden  Funkt  P  oder  {x  j) 
wenigstens  eine  Cnive  der  Schar  geht  Sie  hat  in  P  eine  durch 
ihre  Tangente  angegebene  Richtung  Den  Inbegriff  eines  Punktes 
and  einer  Richtung  durch  ihn  nennen  wir  ein  Linienelement 
Die  Curven  der  Schar  /"=  Const  bestimmen  also  überall  m  der 
Ebene  Linienelemente  und  haben  in  jedem  Punkte  die  Richtung 
des  dort  liegenden  Linienelementes  zur  Tangentenrichtnng 

Umgekehrt  sei  nun  in  jedem  Punkt  {x  y)  der  Ebene  ein  Linien 
Clement  gegeben    Dies  geschieht  analytisch  dadurch    dass  man  dem 
Pnnkt  {x,  y)  eine  Richtung  tg  r  zuordnet 
die  von  x  und  j  abhämgt 
(1)  tgr  =  A(r   j) 

Wegen    der   vorauszusetzenden   Stetigkeit  -^  jf 

der  Function  X  werden  die  Linienelemente         /  ^  ^ 

die    za    unendhch   benachbarten   Punkten        '\    '  ^    -^--^ 

gehören,     such     unendlich     benachbarte  ^^  ^^ 

Richtungen  haben      Die  Linienelemente  ^    ^^ 

bilden  also  eine  stetige  Schar     Km  an 

schauliches  Bild  macht  man  sich  von  ihnen,  wenn  man  sich  die 
Ebene  mit  einem  Flnidum  Überdeckt  denkt,  das  in  Bewegung  be- 


'  Hit  dieser  Tangentenconstruction  beschäftigten  «ich  zuerst  Fatio  [ 
DviLLiEB  und  ni  l'Hosfitil  im  IT.  Jahrhundert.  Poinsot  verallgemeinerte  8 
180«  «iif  den  Raum:  ,.Th6orie  g^nf^rale  de  rSquilihre  et  du  mouvi 
ment  des  sjstiines",  Joam.  de  l'^cule  Polyt.,  XIII.  cah. 

*  Siebe  SD  dieser  Auadrucksweise  S.  SO. 
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griffen  ist  derart,  dass  das  an  der  Stelle  (;r,  y)  befindliche  Teilchen 
des  Flaidums  gerade  die  oben  angegebene  Fortschreitungsrichtnng 
hat.  Man  nennt  diese  Bewegung  eine  stationäre  Strömung, 
stationär  deshalb,  weil  die  Richtung  der  Bewegung  an  der  Stelle 
{xj  y)  immer  —  für  alle  Zeit  —  dieselbe  bleibt  (siehe  Fig,  24). 
Bei  dieser  anschaulichen  Auffassung  ist  es  sofort  klar,  was  wir  unter 
Stromlinien  verstehen.  Wir  definieren  sie  aber  auch  analytisch 
als  diejenigen  Curven,  die  in  jedem  ihrer  Punkte* (:r,  y)  die  durch  (1) 
angegebene  Richtung  haben,  für  die  also: 

(2)  Ä  =  ^(^-^/) 
ist.i 

Es  ist  dies  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  der 
abhängigen  Veränderlichen  y.  Sie  integrieren,  heisst  alle  die 
Functionen  y  =  (p{x)   finden,    die   mit   ihren  Dififerentialquotienten 

^   die  Gleichung  (2)  für  jeden  Wert  von  x  erfüllen.    Jede  solche 

Function  y  =  (p(x),  die  man  auch  eine  Lösung  von  (2)  nennt,  stellt 
geometrisch  eine  jener  Stromlinien  dar,  die  wir  —  wenn  wir  nun- 
mehr das  Bild  von  der  Strömung  beiseite  stellen  —  als  eine 
lutegralcurve  der  Differentialgleichung  (2)  bezeichnen.  Es  ist  hier 
nicht  der  Ort  zu  dem  Nachweis,  dass  die  Differentialgleichung  (2) 
stets  eine  Schar  von  Curven  zu  Integralcurven  hat,  doch  macht 
die  anschauliche  Deutung  durch  eine  Strömung  die  Existenz  von 
Integralcurven  solchen  Lesern,  die  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen nicht  bewandert  sind,  wenigstens  plausibel.  Wir  ent- 
nehmen es  aber  direct  als  Thatsache  aus  jener  Theorie. 

Wollen  wir  x  und  y  in  (2)  gleichartig  berücksichtigen,  indem 
wir  uns  vorbehalten,  welche  Veränderliche  wir  als  die  unabhängige 
auffassen,  so  werden  wir  (2)  so  schreiben: 

X  (Xf  y)  dx  —  dy  =  0 
oder  symmetrischer: 

(3)  X  (.r ,  //)  d ;/  -  } '  (x,  y)  rf  A«  =  0. 


^  Es  kann  vorkommen,  dass  die  Function  X  von  x  und  y  für  einzelne 
Stellen  den  unbestimmten  Wert  0:0  annimmt.  Dies  kann  Stellen  liefern,  in 
denen  eine  reelle  Stromlinie  auf  einen  Punkt  reduciert  ist  —  eine  solche  Stelle 
ist  in  Fig.  24  markiert  — ,  oder  Stellen,  durch  die  unendlich  viele  Stromlinien 
gehen,  wie  in  dem  Beispiel  l  =  y.x  den  Anfangspunkt. 
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Diese  Differentialgleichung  kann  natürlich  sofort  wieder  in  der  Form 
(2)  geschrieben  werden: 

•^         dx        X(x^  y) 

Von  der  durch  die  Differentialgleichung  (3)  definierten  Schar 
von  Integralcurven  können  wir,  obwohl  wir  ihre  endlichen  Glei- 
chungen nicht  kennen,  doch  mehreres  aussagen:  Im  beliebigen 
Punkt  (x,  y)  kennen  wir  zunächst  die  Tangentialrichtung  i/\ 
Femer  folgt  hieraus  durch  totale  Differentiation  nach  x\ 

oder,  wenn  hierin  der  Wert  von  y   eingesetzt  wird: 

Aehnlich  lassen  sich  y"  u.  s.  w.  berechnen.  Demnach  können  wir 
auch  die  Differentialinvarianten  der  Integralcurve  im  Punkte 
(x,  y)  durch  X  und  y  allein  ausdrücken.  So  ist  nach  (1),  S.  43,  das 
Erümmungsmass: 

Ä  =   Y.X^^-{J,-X^XY-  X^Y^ 

V  ;  Yx^  +  }^*^ 

Aach  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  lassen  sich  durch 
X,  y  ausdrücken. 

Integralcurven  der  Differentialgleichung  (3)  sind  uns  allerdings 
nicht  von  vornherein  bekannt,  aber  00^  von  ihnen  werden  sich  ana- 
lytisch mittels  einer  noch  unbekannten  Function  F  in  der  Form: 

F(x,  y,  c)  =  0 

darstellen  müssen,  in  der  c  eine  beliebige  Constante,  die  sogen. 
Integrationsconstante,  ist,  sodass  zu  jedem  bestimmten  Wert 
von  c  die  Gleichung  i'  =  0  eine  bestimmte  Integralcurve  giebt.  Wir 
können  uns  vorstellen,  die  Gleichung  i^=0  sei  nach  c  aufgelöst: 

(6)  f{x,  y)  =  r. 

Längs  einer  Integralcurve  ist  dann  c  ein  und  dieselbe  Constante, 
also  df  =^  0,  d.  h.: 

(7)  fJ^  +  fydy^O. 

Es  muss  also  (3)  eine  Folge  von  (6)  und  (7)  sein.  Da  aber  (3)  und 
(7)  frei  von  c  sind  und  nur  (6)  die  Grösse  c  enthält,  so  ist  dies  nur  in 
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der  Weise  denkbar,  dass  (3)  eine  Folge  von  (7)  allein  ist,  d.  h.  äa0^ 

für  jedes  Wertepaar  x,  //: 

(8)  /;:/;= --1':^' 

oder: 

(9)  ^/;  +  ^7;  =  0 

ist  Wenn  umgekelirt  die  Function  f\x,  y)  die  Bedingung  (9)  für 
jedes  Wertepaar  x,  y  erfüllt,  so  haben  die  Curven  /"=  Const.  über- 
all die  durch  (3)  vorgeschriebene  Richtung. 

Das  Problem,  die  Differentialgleichungen  (1)  zu  integrieren, 
kommt  also  darauf  hinaus,  eine  Function  f{x,y)  zu  finden,  sodass 
sie  für  jedes  Wortepaar  x,  y  die  Bedingung  (9)  erfüllt,  die  die  ersten 
partiellen  Differentialquotienten  von  f  enthält  und  deshalb  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  für  die  unbekannte 
Function  /'  von  x  und  y  heisst  Ihre  Lösung  f  giebt,  gleich 
Constans  gesetzt,  oo^  Integralcurven  von  (3). 

Jede  Function,  die  gleich  Constans  gesetzt,  oo^  Integral- 
curven der  Differentialgleichung  (3)  giebt,  heisst  ein  Integral 
von  (3).    Jede  Lösung  /*  von  (9)  ist  also  ein  Integral  von  (3). 

Sind  /*  und  gn  zwei  Lösungen  von  (9),  so  ist  (Ür  jedes  Werte- 
paar .r,  y 

mithin : 


Ix    I  y 


=  0, 


woraus  nach  Satz  54,  S.  82,  folgt,  dass  (f  eine  Function  Si{f)  ist 
Daher  stellt  q  =  Const.  die  Curven  £l[f)  =  Const  oder  also  /*=  Const 
vor,  woraus  folgt: 

Satz  59:  Die  Integrale  der  gewöhnlichen  Differential* 
gleichung  erster  Ordnung: 

X(:r,f/)dy  -  }{x,7/)d,t  =  0 

sind  sämtlich  Functionen  eines  Integrales  f{x,i/),  und  um- 
gekehrt ist  jede  Function  eines  Integrals  wieder  ein  Inte- 
gral. Die  Differentialgleichung  wird  durch  nur  eine  Schar 
von  00^  Curven  /'(j*,;/)  =  Const.  in  der  ary-Ebene  befriedigt. 

Ist  f\x,y)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3),  d.  h.  er- 
füllen die  Curven  /'=  Const.  die  Bedingung  (3),  so  ist  in  jedem 
Punkte  der  Ebene  die  Tangentenrichtung  dt/:dx  der  betreffenden 
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Curve  sowohl  durch  (3)  als  auch  durch  das  gleich  Null  gesetzte 
Differential  df  von  f 

bestimmt.  Daher  unterscheidet  sich  die  linke  Seite  von  (3)  nur  um 
einen  gewissen  Factor  ii[x,y)  von  df^  sodass  für  alle  Werte  von 
X  and  y 

(10)  f,=     -    /*  y,  fy    =    (iX 

und  daher 

(11)  df==  fi{Xdy-  Ydx) 

ist  Es  giebt  also  eine  —  wenn  auch  unbekannte  —  Function 
/4(i,y)  derart,  dass  die  linke  Seite  der  Dififerentialgleichung  (3)  durch 
Multiplication  mit  ju  in  das  vollständige  Differential  df  eines  Inte- 
grals der  Differentialgleichung  (3)  übergeht.  Eine  solche  Function^ 
heisst  ein  Multiplicator  (auch  Integrabilitätsfactor)  der  Diffe- 
rentialgleichung (3).     Wäre  sie  bekannt,  so  würden  wir  aus 

df  df  Y 


dx  f^     '  dy 

durch  Quadratur  auch  /'  finden.  Die  Aufgabe,  die  Differential- 
gleichung (3)  zu  integrieren,  kann  also  auf  die  zurückgeführt  wer- 
den, eine  Function  fi  so  zu  bestimmen,  dass  (x{Xdy-'  Ydx) 
ein  vollständiges  Differential  wird.  Denn  ist  df[x^y)  dies 
Differential,  so  ist  infolge  von  (3)  auch  df=  0  oder  f{x,y)  =  Const. 
BekanntUch  ist  ein  Differentialausdruck: 

U{x,y)dx  +  V{x,y)dy 

^ann  und  nur  dann  das  vollständige  Differential  einer  Function  /*, 
^enn  U  partiell  nach  y  differenziert  dasselbe  giebt  wie  V  partiell 
Dach  x  differenziert,  entsprechend  der  bekannten  Formel: 

dxd y         d y dx  ' 

Damit  also  /u  ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (3)  sei, 
^^  nach  (10)  oder  (11)  notwendig  und  hinreichend,  dass  für  jedes 
^ertepaar  x,  y 

d  fi  X       dß  Y  _  ^ 
d  X  d  y 

*  Clairaüt,  „Recherches  genitales  sur  le  calcul  integral", 
üiatoire  de  TAcad.,  Paris,  Ann^e  1739,  und  Euler  sind  hier  zu  nennen. 
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sei,  wofür  wir  auch  schreiben  können: 
(12)  X^^ 


dx~  +  ^  "fy      +'^«+  ^y 


0. 


Satz  60:^   Die  Function  ju(x,r/)  ist  dann  und  nur  dann  ei 
Multiplicator  der  Differentialgleichung 

^[^^y)dy  -  Y{x,y)dx  =  0, 
wenn  für  jedes  Wertepaar  x,  y  die  Gleichung  gilt: 

Xli°8^  +  Y  9.1»8Ji  +  X.  +  7  =  0. 
o X  oy        •      «   •      y 

Man  sieht  sofort,   dass    constante  Factoren  beim  Multi- 
plicator unwesentlich  sind. 

Die  Multiplicatoren  ju  lassen  sich  geometrisch  y eranschaulichen: 
Es  sei  /i  ein  Multiplicator  und  f  das  zugehörige  Integral,  so- 
dass die  Bedingungen  (10)  und  (11)  erfüllt  sind.  Wir  betrachten 
die  durch  den  Punkt  (r,  //)  gehende  Integralcurve  /*=  c  (siehe 
Fig.  25)  und  eine  unendlich  benachbarte  Integralcurve  f^c  +  Se. 
Wir  lassen  den  Punkt  (ar, //)  nach  einer  Stelle  (x  +  S x^  y  +  Sy)  dieser 
benachbarten  Curve  wandern.  Er  lege  dabei  den  Weg  Ss  zurück. 
Nach  Satz  58,  S.  86,  ist  dann: 

Aber  nach  (10)  ist: 


sodass  sich  ergiebt: 

6c 


(13) 


^  = 


Fig.  25. 


cJ«.Biii|?.vx"+  r* 

(i  bedeutet  dabei  den  Winkel  von  Ss  mit 


der  Tangente  der  Curve  /*=  c  im  Punkte 
(.r,  //).  Tragen  wir  auf  dieser  Tangente  die  Strecke  y  jf*  +  Y^  ab 
und  bilden  wir  das  Parallelogramm,  das  diese  Strecke  und  Ss  zu 
Seiten  hat,  so  ist  der  Nenner  der  vorstehenden  Formel  der  Inhalt 
des  Parallelogramms.     Im  Zähler  steht  eine  Constante  öc.    Daher: 

Satz  61:^     Ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung 

X{j'j  y)dy  -  y{,r,  y)dx  =  0 

*  Eui.EK,  „IiiBtitutiones  calculi  iiitcgralis*^  Petersburg  1768 — 1770, 
Teil  11. 

■  LiE,  „Zur  Theorie  des  Iiitegrabilitfttsfactors",  Forhandlinger  i 
Videnekabs-ISelskabet  (Jalirg.  1874),  Christiania  1875. 
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ist    nmgekehrt    proportional    dem    Inhalt    des    Parallelo- 
gramms,   dessen    eine    Seite   die   Strecke   8s    vom   Pankte 
(jr,  y)  einer  Integralcurve  /*=  c  bis  zu  einem  Punkte  einer 
unendlich  benachbarten  Integralcurve  und  dessen  andere 
Seite   die    auf   der    Tangente    der    ersteren   Integralcurve 
im  Punkte  (x,y)  abgetragene  Strecke  j/Jf  *  +  T*  ist. 

Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  Xdy  —  Y dx  =^0 
vor,  so  könnte  man  hieraus  leicht  den  falschen  Schluss  ziehen,  dass 
sich  immer  ein  Multiplicator  und  infolgedessen  ein  Integral  f  finden 
lasse,  denn  man  kommt  ja,  wie  auch  der  Weg  8  s  gewählt  sein 
mag,  stets  zu  einer  unendlich  benachbarten  Integralcurve.  Aber  es 
ist  zu  beachten,  dass  der  Satz  61  aus  der  Formel  (13)  gezogen 
worden  ist  und  verlangt,  dass  8  c  constant  sei,  d.  h.  dass  die  Orts- 
änderung  nicht  nur  einen  Punkt  (x,  ij)  der  Curve  f=c  in  einen 
Punkt  einer  benachbarten  Integralcurve  f=c+8c  überführe, 
sondern  dass  sie  vielmehr  alle  Punkte  von  /*=  c  in  Punkte  ein  und 
derselben  unendlich  benachbarten  Curve  f=c  +  8c  verwandele; 
Anders  ausgesprochen:  dass  man  eine  unendlich  kleine  Ortsänderung 
kenne,  die  jede  Integralcurve  wieder  in  eine  Integralcurve  überführt. 

Wir  können  also  so  sagen: 

Satz  62:^    Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  vor: 

^{^9  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  {) 

^nd  kann  man  eine  solche  unendlich  kleine  Ortsverände- 
^ung  aller  Punkte  (ar,  y)  angeben,  von  der  man  weiss,  dass 
^ie  alle  Punkte   einer  Integralcurve   immer  wieder   in  die 
Punkte  einer   unendlich   benachbarten  Integralcurve  ver- 
handelt,  so  ist  der   Inhalt   des   Parallelogramms,    das   in 
einem   beliebigen   Punkt   (x,  y)    eine   Ecke   hat,    von    dem 
terner  die   eine   anliegende  Seite   die  Ortsveränderung  8s 
iieges  Punktes  (x,  y)   und    die  andere  anliegende  Seite  die 

wf  der  Richtung  y'  =  ^  abgetragene  Strecke  j/Z*  +  7*  ist, 

^Digekehrt  proportional  einem  Multiplicator  der  Differen- 
tialgleichung, die  daher  vermöge  einer  Quadratur  inte- 
gnert  werden  kann. 


*  LiE  in  der  auf  S.  92  genannten  Abhandlung.  Anwendungen  dieser  Sätze 
"**  l-i«,  „Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten 
iQiiuitesimalen  Transformationen^^  bearb.  v.  Schefpers,  Leipzig  1891. 
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Dieser  Fall  liegt  z.  B.  vor,  wenn  man  die  Evolventen  einer 
gegebenen  Curve  sucht.  Denn  nach  Satz  40,  S.  64,  geht  aus 
einer  Evolvente  immer  wieder  eine  hervor,  sobald  man  alle  Punkte 
der  Ebene  um  dieselbe  constante  Strecke  auf  den  durch  sie 
gehenden  Tangenten  der  gegebenen  Curve  fortbewegt.  Nimmt  man 
diese  Strecke  unendlich  klein  an,  so  hat  man  die  gewünschte  Orts- 
änderung der  Punkte.  Die  Evolventen  findet  man  deshalb  durch 
eine  Quadratur.  Dies  wurde  auf  S.  63  auf  anderem  Wege  eben- 
falls gefunden. 


§  15.    Trajectorien  einer  Curvenschar  in  der  Ebene. 

Liegt  eine  Schar  von  oo^  Curven  vor: 

f(xj  y)  =  Const., 

so  kann  man  solche  Curven  betrachten,  die  alle  diese  Curven  unter 
dem  Constanten  Winkel  a  durchschneiden.  Wir  nennen  sie  Trajec- 
torien der  gegebenen  Schar.  Ist  (x,  y)  ein  beliebiger  Punkt,  so 
kennen  wir  von  der  durch  ihn  gehenden  Trajectorie  die  Richtung, 
da  sie  den  Winkel  a  mit  der  Tangente  der  durch  den  Punkt  gehen- 
den Curve  /*=  Const.  bildet.  Von  den  Trajectorien  sind  uns  demnach 
die  Linienelemente  (vgl.  S.  87)  bekannt,  ihre  Bestimmung  in  end- 
licher Form  erfordert  mithin  die  Integration  einer  gewöhnlichen 
DiflFerentialgleichuug  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y. 

Wenn  die  Curvenschar /'=  Const.,  von  der  wir  ausgingen,  nicht 
in  endlicher  Form  vorliegt,  sondern  selbst  durch  eine  Dififerential- 
gleichung: 

(1)  X(.r,  y)dy  -  Y[x,  7/)dx  =  0 

gegeben  ist,  so  ist  es  doch  leicht,  die  Differentialgleichung  der 
Trajectorien  mit  dem  Winkel  cc  anzugeben.  Denn  die  Differential- 
gleichung (1)  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y)  eine  Richtung: 

i    -i       dy        T 

zu,  sie  bestimmt  eben  die  Linienelemente  der  ursprünglichen  Schar 
f=  Const.  Wenn  wir  nun  diese  Linienelemente  um  den  Winkel  a 
drehen,  so  liegen  die  Elemente  der  Trajectorien  vor.  Ist  r  der 
Winkel  des  gedrehten  Elementes,  so  ist  r  =  A  +  o?  und  daher: 

.        tgA  +  tg«     Xsin»  +  ycoBft 

^  1  —  tg  X  tg  «  X  cos  tt  —  i'  sin  u 
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Die  durch  den  Punkt  (ar,  y)  gehende  Trajectorie  hat  hier  zum  Dif- 
ferentialquotienten den  soehen  berechneten  Wert.     Also  ist: 

dy X  sin  ff  +  y  cos  « 

dx       Xcos«— Fsin« 

oder: 

(2)  (Jf cos a  —  Tsin a) dy  —  (Xsin a  +  Tcos ä)dx  ^0 

die  Differentialgleichung  der  Trajectorien  mit  Winkel  a.    Auf  S.  89 

bestimmten   wir   das   Erümmungsmass  k    der   Integralcurven   einer 

Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

in  der  Formel  (5).     Wenn  wir  darin  für  X 

Xcos  a  —  J'sin  u 
und  für  Y 

Xsin  a  +  l^cos  a 

setzen,  so  geht  dass  Erümmungsmass  ka  der  Trajectorie  im  Punkte 
{xj  y)  hervor.  Der  Nenner  ")/  Z*  +  JP  bleibt  augenscheinlich  der 
alte,  während  der  Zähler  umständlicher  wird.  Man  erkennt,  dass 
er  linear  in  coscif  und  sinc^  wird;  es  kommt  nämlich: 

(3)  K  =  p=-^,{[ i;  X»  +  (7^  -  ZJ  JT  7  -  J^  r«]  cos  «  + 

+  [  j,  r«  -  (a;  +  7,)  Z7  +  i;  j*]  sin  « j . 

Für  a  =  0  ergiebt  sich  natürlich  wieder  das  Erümmungsmass  für 
die  durch  den  betrachteten  Punkt  (x^  y)  gehende  Integralcurve 
von  (1).  Da  wir  die  Integralcurven  von  (1)  als  die  Trajectorien 
mit  dem  Winkel  «  =  0  bezeichnen  können,  werden  wir  ihr  Erüm- 
mungsmass Kq  nennen.  Ferner  ergiebt  sich  aus  (3)  für  a  =  ^  das 
Erümmungsmass  k„    der    orthogonalen    Trajectorien    der    ur- 

sprünglichen  Schar.  Daraus,  dass  k^  linear  und  homogen  in  cos  u 
und  sinc^  ist,  folgt  nun,  dass: 

(4)  ka  =  Äq  ^^^  ^  +  ^7t  sin  a 

ist  Diese  Gleichung  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung: 
Sind  r^,  r«,  r«  die  zu  den  Trajectorien  für  a  =  0,  «  =  o    und    für 

ö 

beliebiges  a  gehörigen  Erümmungsradien  im  gemeinsamen  Punkt  P 
oder  (x,  y),  so  ist  nach  Satz  24,  S.  38: 

if..  1  cos «     ,     sin  a 

5)  ^  =  "  7~  +  ~ir~ ' 


-^     j      J\    uijl   -L,    Liit  ruEtiii'r'^ei   iLrüiiiiLimpsmittelpunkte.   so 
'  J       u:::    J-  A'r    Mrt»::Lta.     mcvi     -rrtirnöeL    aus    P^^    durch 

•-•<.;•-:  i     un    f     '.»t:.     .     ijfr' .irxTt'itrj..     ]l    äem    durch   P-l/J,    nnd 
'j       :i-.   .:u:ii:'i^i   A^eiiEL-eur    :.  :     i.ki  :».s.    i\  die  Coordinaten: 

:  =  -    V^  r':»>  «r  =  r«  cos  a . 
:  =  5  V,.  >iT;  c  =  To  sin  a , 

Li:l  Luiiir.  i:t\ci  äbsi  (5)  für  y  und  || 


W      r 


t   -  "         ~s 


-  -     =     1 


o.'.rr:     iirr    Krümmungsmittelpunkt 
_jf  V.   '.::*::  .s;;i  vier  Geraden  -Vy-V, 


•I 


1-  :i-. 


>:ebe  F:«r.  -•• .   Da  die  KrQmmungs- 
krti^r  alle  drei  durch  P  gehen,  so 
'  <  v;.  '.^  ^/.?..';:.  aur^er  Z'  LC'vh  cvii  hir.siohilich  der  Geraden  M^M^ 

2 

/ .  /'  %):ur..i-\:\'*'u  gfrkgei-eii  Punkt  .Spiece-puhkn  ^  gemein.  Giebt 
-,*  //  >*..'-  iu'»]ii.'v\iH\*  Werte,  so  sieht  mAii.  diuis  die  oo*  ErQm- 
'   .'.,'/>.At^:,>M    **'-.'•   Punktes  P  ein  Büschel    ^siehe   Seite  57)    bilden. 

,*/ .  f."/ 

hkXt  H'4.'    l*'i''iit  eine  Schar  von  x^  Curven  in  der  Ebene 

.'./   'i!.*i  \t'.yy  iii'AU  rlurch  irgend  einen  Punkt  P  die  cx:*  Tra- 

''*'wj«/,,    'i«:/i;ii    j'Mle    die   Curven    der    gegebenen   Schar 

,-r} j/<t.<:;     f;inejii    constantcn    Winkel     schneidet,     so 

',..';'.'.  'if.  K/»jiiiiiJungskreise  dieser  Trajectorien  in  Pein 
I:  .   '  >.«  j    f  htf  K I  ':i  K*rn. 

V/i/  7/<ill<!ii  <li<:>  F>gebnis  auf  ein  Beispiel  anwenden,  das 
IniUri    1/,  i\i  t   H.ii'Ui'.uÜicovuiy  wichtig  wird. 

Ziifj;i'  li -.1.  iM'i  oÄim  (;<jra(le  ff  und  eine  Curve  c  gegeben.  Denken 
wir  iin-i  (\u:  (Uirvr,  r  starr,  aber  längs  (/  verschiebbar,  so  können 
wir  iiacli  f'in(;r  (yiirvt;  i  iVageii,  die  alle  Curven  c  senkrecht  schneidet. 
Verschieben  wir  eine  solche  ('urve  c  ebenfalls  längs  g,  so  bleibt  sie 
ofi'enbar  orthogonale  Trajectorie  der  aus  c  hervorgegangenen  Curven- 

*  Wt'itrn'B  liicrübor  in  der  Abli.  d.  Vorf.  ,,Ueber  gewisse  sweifach 
unendliche  Curvcuscharen  in  der  Ebene^S  Lcipiiger  Berichte  1898. 
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schar.  Wir  haben  also  zwei  Scharen  orthogonaler  Trajectorien  vor 
uns,  von  denen  jede  aas  oo^  congruenteD  Curven  besteht. 

Nun  sei  P  ein  Schnittpunkt  von  c  und  c.  Die  Gerade  k  durch 
P  parallel  g  schneidet  alle  aus  c  durch  jene  Schiebungen  hervor- 
gegangeneu Curven  unter  constantem  Winkel,  ist  also  eine  Trajec- 
torie  der  Schar.  Die  Ourve  c  ist  eine  orthogonale  Trajectorie  der- 
selben Schar.  Nach  unserem  letzten  Satze  müssen  also  c,  c  und  h 
in  P  Krilmmungakreise  haben,  die  ausser  P  noch  einen  Punkt 
gemein  haben.  Da  aber  die  Ge- 
rade A  ihr  eigener  ErUmmungskreis 
ist,  so  folgt,  dass  dieser  zweite 
Punkt  auch  auf  k  liegt.  Die 
Eränunungskreise  von  c  und  c  in 
P  haben  daher  solche  Mittelpunkte, 
die  aaf  einem  gemeinsamen  Lote 
zur  Geraden  g  liegen  (siehe  Fig.  2  7). 

Sie  seien  mit  M  und  2R  be- 
zeichnet. PM,  die  Normale  von  c 
in  P,  treffe  g  iu  N  und  PSR,  die 
Normale  von  c  in  P,  treffe  g  in  9}. 
Dann  ist 

woraus  folgt: 

PM.PN  =  P3R.Pyi.  Fi«- 27. 

Handelt  es  sich  um  reelle  Curven,  so  liegt  hei  der  einen,  sagen 
wir  bei  c,  der  Punkt  P  zwischen  3R  und  91,  bei  der  anderen,  also 
bei  e,  dagegen  nicht  zwischen  M  und  N.  Rechnen  wir  die  Strecken- 
producte  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  beide  Factoren  nach 
derselben  oder  nach  verschiedenen  Seiten  von  P  liegen,  so  ist  das 
erste  obige  Product  positiv,  das  zweite  negativ.  Setzen  wir  PN=n, 
fS  =  n,  PM=.  T,  PaR  =1  r,  so  schreiben  wir  daher: 


Hieraus  folgt:  ^ 

Sati  64:  Hat  eine  ebene  Gurve  c  die  Eigenschaft,  dass 
l&ngs  ihrer  das  Product  aus  dem  Krümmungsradius  and 
der  Normalen  —  diese  gemessen  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
paokte  mit  einer  Geraden  g  —  beständig  denselben  Wert 


■  Siehe  die  Abh.  d.  Verf.  „Einzelne 
and  Fischen",  Leipziger  Beridite  1900. 


B  der  Cai 
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hat,  so  kommt  diese  Eigenschaft  auch  den  orthogonalen 
Trajectorien  c  derjenigen  Curven  zu,  die  durch  Schieben 
der  Gurve  c  längs  g  hervorgehen.  Dabei  ist  das  constante 
Product  für  die  Curven  c  entgegengesetzt  gleich  dem  con- 
stanten  Product  für  die  Gurve  c,  wenn  man  festsetzt,  dass 
das  Product  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden  soll,  je 
nachdem  Krümmungsradius  und  Normale  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen*  Seiten   des  Gurvenpunktes   liegen. 

Wählen  wir  die  Gerade  g  zur  y-Axe,  die  Bogenlänge  s  einer 
Gurve  zum  Parameter,  sodass  x\  x",  y,  y"  die  Ableitungen  der 
Goordinaten  des  Gurvenpunktes  (x,  y)  oder  P  nach  s  bedeuten,  so 
ist  in  den  laufenden  Goordinaten  ;,  9: 

5-  y  =  _  *' 

die  Gleichung  der  Normalen,  sodass  die  Normale  die  y-Axe  in  dem 
Punkte  N  mit  der  Ordinate: 

.    ^^ 

1)=.'/+  ,. 

schneidet.     Die  Normale  PN  hat  also  die  Länge  n,  fUr  die: 

«='  =  :c^  +  (t)  -!/)*  =  f.  (*'*  +  y *) 

ist.  Weil  s  die  Bogenlänge  bedeutet,  so  bleibt  nach  Satz  1, 
S.  5: 

ff,      =   • 

Ausserdem  ist  das  Quadrat  des  Krümmungsradius  nach  Satz  18, 
S.  30: 

r»  _  y'* 

Ferner  ist  a  =  x  +  -*v  die  Abscisse  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Nun  soll  rn^i)  sein,  je  nachdem  x  und  a  —  x  verschiedene  oder 
gleiche  Vorzeichen  haben.     Daher  ist 

X 

rn  = 

x" 

zu  setzen.  Bezeichnen  wir  dies  constante  Product  mit  1  :  JT,  so 
haben  wir  die  Bedingung: 

(6)  x'  =  —  Kx . 
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Um  die  Curven  zu  finden,  die  dieser  Bedingung  genügen,  müssen 
wir  zunächst  in  allgemeinster  Weise  x  so  als  Function  von  s  be- 
stimmen, dass  die  Forderung  (6)  erfüllt  wird.  Man  erkennt  leicht, 
dass  insbesondere  sinj/QT«  der  Bedingung  genügt.  Es  ist  leichter, 
statt  direct  die  allgemeine  Lösung  x  von  (6)  vorerst  das  Verhältnis 


X 

u  = 


sin  yx  8 
ZU  berechnen.    Es  ist  nämlich 


(7)  x  =  u  sin  yKs 

und  hieraus  folgt  durch  zweimalige  Dififerentiation : 

x"  =  m"  sin  yKs  +  2  yiC  m'  cos  yXs  -  Ku  sin  fKs . 

Nach  (6)  und  (7)  hebt  sich  x"  links  gegen  das  letzte  Glied  rechts 
forty  sodass  bleibt 

^^;'  =  -2yrctgyT.. 

Eine  Quadratur  giebt  logu   und  darauf 

,  _     Const. 
""  sin'l/Z.s  ' 

Nochmalige  Integration  ergiebt: 

u  =  Const.  ctg  yiT*  +  Const. , 

sodass   nach  (7)   als   allgemeinste  Lösung  x  der  Bedingung  (6)  dei 
Wert  _ 

(8)  X  =:  a  cos  yXs  +  b  sin  ^Ks 

hervorgeht,  in  dem  a  und  b  beliebige  Constanten  sind.  Da  s  die 
Bogenlänge  bedeutet,  so  ist  nach  Satz  1,  S.  5: 

Nach  (8)  lässt  sich  daher  auch  y  vermöge  eines  Integrals  durch  s 
bestimmen.  Aber  dies  Integral  lässt  sich  nicht  durch  die  elemen- 
taren Functionen  ausdrücken.  Wir  werden  sehen,  dass  sich  y  mit 
Hülfe  der  beiden  sogenannten  elliptischen  Integrale: 

E{cj  ff)  =  fyi  —  c*sin^(jp  dtp  , 


(10) 


0 


■^(<^.y)-/yr^'TO-^'^y     (^^<') 
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ausdrücken  lässt.  Wir  wollen  dies  für  alle  verschiedenen  reellen 
Gestalten  der  betrachteten  Curven  einzeln  zeigen  und  bemerken 
dabei  vorweg:  Wenn  wir  eine  Curve,  bei  der  rn  ==  Coust.  ist^  vom 
Anfangspunkte  aus  ähnlich  vergrössem  oder  verkleinem,  so  behält 
sie  die  Eigenschaft:  rn  =  Con8t.;  nur  der  absolute  Wert  der  Con- 
stanten wird  ein  anderer.  Wir  können  daher  durch  ähnliche  Ver- 
grösserung  oder  Verkleinerung  erreichen,  dass  rn  gleich  +  1  oder 
—  1,  d.  h.  ir=  ±  1  wird.  Daher  beschränken  wir  uns  auf  diese 
beiden  Annahmen.  Auch  machen  wir  öfters  davon  Gebrauch,  dass 
die    Curven    durch   Schiebung   längs   der  y-Axe   ihre   Eigenschaft: 

r  w  =  -VF  nicht  ändern,  ebenso  nicht  durch  Spiegelung  an  der  y-Axe. 

I.  Fall:     K^  +1. 

Nach  (8)  ist: 

X  =  a  cos  s  +  b  sin  s . 

Damit   die  Curve   reell  sei,  ist  zunächst  notwendig,   dass  a  und  b 
reell  seien.     Dann  ist  x  für  jedes  reelle  s  auch  reell.    Nach  (9)  ist: 


f'-^j  =  1  —  (—  asin«  +  äcosä)^. 


Daher  ist  f/  nur  so  lange  reell,  als  x  =  —  a  sin «  +  ^  cos  s  zwischen 
+  1  und  —  1  liegt.  Da  der  Maximalwert  von  a:'*  gleich  a*  +  b^ 
ist,  so  folgt: 

Ist  a*  +  ^*  <  1 ,  so  ist  x'*  überall  kleiner  als  Eins.  Ist  a*  +  ä«=  1 , 
so  gilt  dasselbe,  aber  an  gewissen  Stellen  ist  x^  gerade  gleich  Eins. 
Ist  a*  +  i*  >  1 ,  so  ist  x^  nur  in  einem  gewissen  Intervall  für  * 
kleiner  als  Eins.  In  jedem  Fall  liegt  eine  Stelle,  an  der  ar'  =  0  ist,  im 
erlaubten  Intervall.  Diese  Stelle  bringen  wir  durch  Verschieben  der 
Curve  längs  der  y-Axe  auf  die  x-Axe,  und  von  ihr  aus  rechnen 
wir  s.  Dann  muss  x  für  ä  =  0  verschwinden,  d.  h.  b  darf  gleich 
Null  angenommen  werden,  sodass  x  =  a  cos  s  ist.  Ist  a  negativ,  so 
wird  die  Spiegelung  der  Curve  an  der  ?/-Axe  eine  Curve  geben,  bei 
der  a  positiv  ist.  Wir  setzen  daher  a>0  voraus.  Daher  liegen 
drei  Fälle  vor: 

Ist  0  <  a  <  1,  so  ist 

« 

x  =  acoSÄ,       1/ =  lyV— a^  sin*  sds , 

0 

Setzen  wir  a  <  1  gleich  c,  s  =  cp,  so  kommen  nach  (10)  die  Curven- 
gleichungen  mit  dem  Parameter  <jp: 

x  =  ccos(pf      y  =  jE(c,qp). 
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Ist  a  =  1  ,  so  ist  X  =  cos 5,  //  =  ±  sin.?,  d.  h.  es  liegt  eiii 
Kreis  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  Eins  vor.  Er  wird 
durch  die  vorstehenden  Gleichungen  für  c  =  1  dargestellt. 

Ist  tf  >  1,  so  setzen  wir 

1     . 
sm  *  =  —  sm  (fj 

und  führen  hierdurch  q>  als  Parameter  ein.     Dann  ist:        -   ;        - 

X  =  a  COS  s  =  a  1/  1  —  ^  siii-7^^' ,' 


.     < 


ds. 
COS  S'  T-  = —  cos  (t  , 

d<^  a  '  ' 

sodass 

0  0 

wird.    Wenn  wir  unter  dem  Integralzeichen  den  Zähler  in  der  Form 


a»(l  --Isin^yj  +  1  -a2 


schreiben,  so  kommt  nach  (10),  sobald  noch  -  <  1  mit  c  bezeich- 
net  wird: 

X  =  Jyi  -  c^sin^"^ ,       7/=^-^  Hictp)^  ^-^  ""'  F{c,  (f) . 

Die  Annahme  c  =  1  giebt  wieder  den  erwähnten  Kreis. 

n.  Fall:   ir=  -1. 

Nach  (8)  ist 

X  =  a  cos  1 .9  +  i  sin  i  s . 

Ersetzen  wir  cost5  und  sin  is  durch  Exponentialfunctionen,  so  kommt: 
(11)  x  =  atf'  +  /9e— , 

wobei  nun  a,  ß  die  willkürlichen  Constanten  sind.  Nach  unserem 
Satze  64,  S.  97,  ist  die  jetzt  in  Betrachtung  zu  ziehende  Gurve 
zu  einer  der  unter  I  betrachteten  Cnrven  orthogonal,  sodass  also 
die  beiden  einander  entsprechenden  Curven  für  gleiches  x  zu  einander 
senkrechte  Tangenten  haben.  Bei  den  früheren  Curven  war  x  =  acoss, 
also  der  Cosinus  des  Tangenten  winkeis  cos  r  =  —  a  sin  *  oder  —  '^a^—xK 
Bei  der  jetzigen  Curve  muss  also 

cos*  T  =  1  —  sin*  T  =  1  —  fl'*  +  X* 
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sein,  daher  nach  (11): 

(ac*  -  /9tf-)*  =  1  -  a*  +  («<?•  +  ße")^ 
oder: 

4ccß^a^-  1. 

Wir    können    die   jetzige   Curve    als    orthogonale   Trajectorie    der 
, früheren  Curve  an  der  Stelle  (^  =  a,  y  =  0)  beginnen  lassen,  sodass 
Wir  3  von  dort  an  rechnen.     Dann  ist  nach  (11)  noch: 

•     •  •      .•.«  +  /?  =  «> 
sodass  •,•. '    : 


a±l  '     "  ZI  ^  fl  T  1 


wird.  Vertauschnng  von  a  mit  ß  kommt  nach  (11)  einfach  anf 
Vertauschung  von  s  mit  —  s  hinaus.  Wir  dürfen  uns  daher  auf 
die  Werte  beschränken: 

«=     -2-,       ß=~2-' 

Ist  nun  0  <  a  <  1,  so  führen  wir  einen  Parameter  y  ein  ver- 
möge: 

a+l.,o— 1 
X  =  — —  e'  -\ —    -  tf  ~*  =  a  cos  (£' . 

Daraus  ergiebt  sich: 

und: 

(1  -  a^sin^y)  (^^;)'=  a^sin^qp, 
sodass  (9)  liefert: 

(/^ /j         IdxS^ds  a'sin'qp 

dq>        V  \ds/   d<p       V^l  —  o'flin'y 

Bezeichnen  wir  a  <  1  mit  c,  so  kommt  daher  nach  (10): 

.r  =  c  cos  (f  ,       y  =  ^(c,  (f)  —  jE{Cf  (f) . 

Ist  zweitens  a  =  1 ,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Curve,  natürlich 
für  c  =  1.  Sie  hat,  wie  wir  sehen  werden,  eine  wesentlich  andere 
Gestalt  als  die  Curven  für  c  <  1. 

Ist  drittens  a  >  1,  so  setzen  wir: 


^  =  — g—e*  +  —      ^   •  =  a|/  1  -  -  sinV  . 
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Msdann  ist: 

(dx\^      fa+1^       a-1      ,Y  2 


und: 


sin'go 


1     •   « 


sodass  (9)  liefert: 


dy        1  sin' 7) 


d(p     a    r~\  .  . 

Bezeichnen  wir       <  1  mit  c,  so  ergiebt  sich  folglich  nach  (10): 

Für  c  =  1  ergiebt  sich  wieder  die  Curve  im  Fall  a  =  1. 
Demnach  haben  wir  gefunden: 

Satz  65:  Jede  reelle  Cnrve  der  Ebene,  für  die  das 
Product  des  Krümmungsradius  in  die  Normale  —  diese  ge- 
rechnet bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  einer  festen  Geraden 
—  einen  constanten  Wert  hat,  lässt  sich  durch  geeignete 
ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  überführen  in 
eine  der  folgenden  Curven: 

(la)  x==cGOS(pf  y  =  E[cj(p)j 

(Ib)  ^  =  ^^9',  y^^E(c,<p)-^^F{c,,f), 

(IIa)  X  =  c  cos  <p ,  y  =  F{c,  (p)  —  E{e,  (p) , 

(Hb)  :r  =  i-J,p,  y  =  :LF{e,<p)-^]E{c,<p). 

Dabei  bedeutet  qp  den  Parameter,  c  eine  positive  Con- 
stante  kleiner  oder  gleich  Eins;  ferner  ist 


<p  V 

E(c,(p)=fA^d,f,       F{c,  9P)  =  J4^  . 

0  Ü 

Bei  allen  vier  Curven  ist  jenes  constante  Product  absolut 
genommen  gleich  Eins,  bei  den  beiden  ersten  liegt  der 
Krümmungsradius  nach  derselben  Seite  wie  die  Normale, 
bei  den  beiden  letzten  nach  der  entgegengesetzten  Seite. 
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Die  Curven,  die  durch  Verschieben  einer  der  Curven  (Ja) 
oder  (Ib)  längs  der  y-Axe  hervorgehen,  sind  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  derjenigen  Curven,  die  in  derselben 
Weise  aus  der  Curve  (IIa)  bez.  (IIb)  hervorgehen. 


t'ig.  28. 

Wir  haben  in  diesem  Satze  die  oben  gelegentlich  angewandte 

Spiegelung  an  der //-Äxe  deshalb  nicht  zu  erwäbnen  brauchen,   weil 

jede  der  Curven,  wie  man  leicht  sieht,  durch  eine  solche  Spiegelung  in 

sicU,  nurlü.ngs  der  ;/-Axe  verschoben,  übergeht.  —  Die  Auswertung  der 
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elliptischen  Integrale  J?(c,  cp)  und  F(cy  (f)  ist  auf  elementarem  Wege 
nur  durch  Keihenentwickelung  möglich.  Zur  exacten  Zeichnung  be- 
dient man  sich  der  fiir  solche  Integrale  berechneten  Tafeln.  Doch 
ist  es  leicht,  gewisse  besondere  Eigenschaften  der  Curven  ohne  dies 
zu  erkennen,  so  ihre  Symmetrie  hinsichtlich  der  a:-Axe,  ihre  Periö- 
dicitat  längs  der  y-Axe,  die  daraus  folgt,  dass  unter  den  Integral- 
zeichen die  periodische  Function  sinqp  auftritt,  ferner  ihre  Spitzen 
u.  s.  w.  In  Fig.  28  sind  die  vier  Curven  für  c  =  ^^2  =  0,707  . . . 
dargestellt.^  Dabei  ist  die  Längeneinheit  der  Radius  des  eingezeich- 
neten Kreises. 

Dieser  Kreis  ergiebt  sich  in  den  Fällen  (la)  und  (Ib)  bei  der 
Annahme  c=l.  Entsprechend  liefern  die  Fälle  (IIa)  und  (IIb) 
eine  Curve  für  c  =  1,  die  eine  orthogonale  Trajectorie  aller  derjenigen 
Kreise  vom  Radius  Eins  ist,  deren  Mitten  auf  der  y-Axe  liegen. 
Die  Curve  hat  also  Radien  dieser  Kreise  zu  Tangenten,  d.  h.  für 
diese  Curve  ist  die  Länge  der  Tangente,  gemessen  vom  Be- 
rührungspunkt bis  zury-Axe,  constant.  Sie  heisst  eine  Tractrix. 
Ihre  Gleichungen: 

(p  <p 

T  =  C08<^,     j,  =  f -^^  -  f  COB  rp  d  ,f, 

0  0 

können  in  endlicher  Form  geschrieben  werden: 

x  =  co8(p,    y  =  logtgf^- +  Ij  -  siny). 

Auch  diese  Curve,  die  in  den  Punkten  (x  =  ±  1^  i/  =  0)  Spitzen  hat, 
deren  gemeinsame  Tangente  die  x-Axe  ist,  besteht  aus  zwei  Teilen, 
die  sich  sowohl  der  positiven  als  auch  der  negativen  y-Axe  ohne 
Ende,  wie  man  sagt:    asymptotisch  (siehe  S.  18)  nähern. 


*  Der  Leser  kann  die  Cnrven  ohne  Mühe  mit  grosser  Annäherung  mittels 
einiger  Krümmungskreise  constmieren ,  sobald  er  nur  von  den  vier  Zahlen- 
werten Grebraach  macht: 

-b(|/2,^)  =  0,748,         ä(]-/2,^)  =  1,351, 

F (I  y"2,  ^)  =  0,826  ,         F ({-  ]/"2,  .^-)  =  1,854  , 
die  sieb  übrigens  leicht  darch  Annäherung  berechnen  lassen. 
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§  16.    Parameterlinien  in  der  Ebene. 

Zwei  verschiedene  Scharen  von  je  cx)^  Curven  in  der  Ebene 
bilden  ein  Curvennetz.     Wenn 

(1)  (l>  {x,  y)  =  Const. ,     W{x,  ?/)  ==  Const. 

die  Gleichungen  der  beiden  Scharen  sind^  so  ist  nach  Satz  53^  S.  82, 
vorauszusetzen,  dass  die  Functionaldeterminante 

tf>  V  -  V  * 

für  beliebige  Werte  von  Xj  y  von  Null  verschieden  sei,  weil  sonst 
beide  Scharen  zusammenfallen.  Wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt 
(jr,  y)  bestimmt  aus,  so  werden  für  ihn  tf>  und  ^^  gewisse  Werte 
u  und  V  haben: 

(2)  (f>(^,y)=w,     V(x,y)  =  t;. 
Alsdann  ist  in  den  laufenden  Coordinaten  y,  \) 

die  Gleichung  der  Curve  der  einen  Schar,  die  durch  den  gewählten 
Punkt  (;r,  7/)  geht,  und 

die  Gleichung  der  Curve  der  anderen  Schar  durch  diesen  Punkt  {x^y\ 
Zu  jedem  Punkt  (^,  ?/)  gehört  also  ein  Wertepaar  u,  r. 
Wenn  wir  uns  die  Gleichungen  (2)  nach  ar,  y  aufgelöst  denken, 

was  nach  Satz  55,  S.  83,  statthaft  ist,  so  werden  wir  vor  uns  zwei 

Gleichungen  haben  von  der  Form: 

(3)  qp(w,v)  =  a:,      i/^(tt,v)=y. 

Ist  das  Wertepaar  w,  v  gegeben,  so  liefern  diese  Gleichungen  den 
Punkt  (j-,  y),  zu  dem  das  Wertepaar  gehört,  d.  h.  sie  geben  die 
Coordinaten  des  Punktes,  in  dem  die  beiden  Curven  in  den  laufen- 
den Coordinaten  y,  \)\ 

einander  schneiden. 

Zu  jedem  Wertepaar  m,  v  gehört  also  ein  Punkt  (ar,y). 

Da  die  Gleichungen  (3)  rückwärts  wieder  die  Gleichungen  (2) 
als  Auflösungen  nach  u  und  v  haben,  so  folgt  nach  dem  erwähnten 
Satze,  dass  auch  die  Functionaldeterminante 

<r>    ?/'    —  ?/>   rr 

T  U     I    V  I    It    f   V 

für  ein  beliebiges  Wertepaar  u,  v  von  Null  verschieden  ist. 
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Beispiel:    Es  mögen  die  Gleichungen 

y  »*  +  y*  =  Const,     arc  tg  -—  =  Const. 

vorliegen.  Die  erste  stellt  alle  Kreise  um  den  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt, 
die  zweite  alle  Geraden  durch  den  Anfangspunkt  dar.  Ein  beliebiger  Punkt 
(jr,  y)  ist  Schnittpunkt  eines  jener  Kreise  mit  einer  dieser  Geraden ,  nämlich 
des  Kreises  mit  dem  Radius  u  und  der  Geraden,  die  den  Winkel  v  mit  der  a;-Axe 
bildet,  wenn: 

y ic*  +  y*  =  tt ,      arc  ig—  =  v 

X 

gesetzt  wird.  Umgekehrt  giebt  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  u  und  v : 

u  cos  V  ==  X ,      uainv  =  y. 

Die  Grössen  Uy  v  sind  bekanntlich  die  sogenannten  Polarcoordinaten  des 
Punktes  {x^  y). 

Daxaus,  dass  zu  jedem  Punkte  (x,  y)  ein  Wertepaar  u,  v  und 
zn  jedem  Wertepaar  ti,  v  ein  Punkt  {xy  y)  gehört,  schliessen  wir, 
dass  wir  auch  u  und  v  anstelle  von  x  und  y  als  Bestim- 
mungsstücke  des  Punktes  benutzen  können.  Wenn  wir  einen 
Punkt  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  festlegen,  so 
kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  angeben,  der  Punkt  soll  auf 
einer  gewissen  Parallelen  zur  y-Axe  und  auf  einer  gewissen  Parallelen 
zur  T-Axe  liegen.  Wenn  wir  nun  u  und  v  statt  x  und  y  geben, 
so  heisst  dies  geometrisch,  der  fragliche  Punkt  soll  auf  der  Curve 
0(jr,y)  =  t«  und  auf  der  Curve  W{xjy)  —  v  liegen,  d.  h.  wir  be- 
stimmen den  Punkt  als  Schnittpunkt  zweier  Curven.  Daher 
heissen  u  und  v  auch  krummlinige  Coordinaten  oder  Para- 
meter des  Punktes.^ 

Indem  wir  also  irgend  zwei  voneinander  verschiedene  Scharen  (1) 
▼on  je  00^  Curven  annehmen,  führen  wir  ein  neues  krummliniges 
Coordinatensystem  ein;  und  dies  liefert  die  allgemeinste  Art  von 
Punktcoordinaten,  die  überhaupt  in  der  Ebene  möglich  sind.  Die 
dabei  zu  Grunde  liegenden  Curven  heissen  die  Parameterlinien. 

Beispiele:  Im  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinatensystem  sind  die 
Parameterlinien  zwei  zu  einander  senkrechte  Scharen  von  Parallelgeraden. 
Im  schiefwinkligen  System  treten  an  ihre  Stelle  zwei  beliebige  Scharen  von 
Parallelgeraden.   Bei  Benutzung  von  Polarcoordinaten  sind  die  Parameter- 


'  Die  systematische  Anwendung  krummliniger  Coordinaten  in  der  Ebene 
und  auf  Flächen  verdanken  wir  Gauss,  ,,Disquisitione8  generales  circa 
superficies  curvas'',  Commentationes  Soc.  Scient.  Gottingensis  recentiores 
VoL  VI  (ad  a.  1828—1827),  Göttingen,  1828.  Siehe  auch  Gaüss^  Werke,  4.  Bd., 
und  die  Uebersetzung  in  Ostwald*s  Klassikern  Nr.  5. 
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linicu  conceDtrisclic  Kreise  und  Geraden  durch  ihre  gemeinsame  Mitte.  Bei 
dipolaren  Coordinaten,  d.  h«  wenn  wir  den  Punkt  durch  seine  Abstände  w,  r 
von  zwei  festen  Punkten,  Polen,  geben,  sind  die  Parameterlinien  concentrische 
Kreise  um  den  einen  und  concentrische  Kreise  um  den  anderen  Pol. 

Wir  wollen  für  die  Folge  voraussetzen,  dass  uns  zwei  Glei- 
chungen 

(4)  x  =  fp{u,v),     ij  =  1/'  (m,  v) 

gegeben  seien,  die  auch  nach  u  und  v  theoretisch  auflösbar  sind, 
anders  ausgesprochen,  für  die  die  Functionaldeterminante 

bei  beliebigem  u  und  v  von  Null  verschieden  ist.  Wir  wollen  als- 
dann immer  die  Punkte  durch  die  zugehörigen  krummlinigen  Coordi- 
naten oder  Parameter  u  und  v  charakterisieren. 

In  gewöhnlichen  Coordinaten  giebt  das  Constans-Setzen  einer 
Coordinate  eine  Reihe  von  unendlich  vielen  Punkten,  nämlich  die 
Punkte  einer  Parallelen  zur  y-  oder  x-Axe.     Setzen  wir 

u  =  Const., 

so  heisst  dies,  dass  wir  alle  die  Punkte  betrachten,  bei  denen  in 
den  Werten  (4)  von  x  und  y  die  Grösse  u  einen  festen  Wert  hat, 
aber  v  veränderlich  ist.  Da  die  Gleichungen  (4)  die  Auflösungen 
von  (2)  sind,  so  sieht  man,  dass  die  Elimination  der  Veränderlichen  v 
aus  (4)  die  Gleichung 

(U  {x,  1/)  =  u  =  Const 

giebt,  d.  h.  die  Gleichung  einer  Parameterlinie.  Im  krummlinigen 
Coordinatensystem  liefert  uns  also  das  Constans-Setzen  einer  Coordi- 
nate u  (oder  v)  eine  Parameterlinie  u  =  Const.  (oder  v  =  Const). 

Wählen  wir  u  bestimmt,  etwa  gleich  u^ ,  so  soll  die  damit  aus- 
gedrückte Parameterlinie 

a>(x,;/)  =  M^ 

die  Parameterlinie  (m^)  heissen.  Entsprechend  heisse  Parameterlinie 
(r^j)  diejenige  Curve,  längs  deren  v  den  festen  Wert  v^  hat,  d.  h. 
nach  (2)  die  Curve 

Längs  einer  Parameterlinie  {u^)  ist  v  veränderlich,  längs  einer  Para- 
meterlinie (?;^^)  ist  M  veränderlich.  Der  Leser  möge  sich  dies  etwa 
am  Beispiel  der  Polarcoordinaten  klar  machen. 
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Von  Wichtigkeit  war  für  uns  vielfach  der  analytische  Ausdruck: 


(5)  ds  =  y  dx^'\-dy^ 

für  den  Weg,  den  der  Punkt  (ar,  y)  zurücklegt,  wenn  seine  Coordi- 
naten  x  und  y  um  die  unendlich  kleinen  Grössen  dx  und  dy  zu- 
nehmen. Wir  werden  deshalb  fragen,  wie  sich  dies  sogenannte 
Bogenelement  ds  im  neuen  Coordinatensystem  (w,  v)  darstellt.  Wir 
stellen  uns  also  vor,  der  Punkt  (t£,  v)  gehe  in  den  unendlich  benach- 
barten Punkt  [u  +  du,  V  +  dv)  über.  Seine  gewöhnlichen  Coordi- 
naten  x,  y  wachsen  dann  um  Incremen te  dx,  dy,  die  sich  aus  (4) 
sofort  berechnen  lassen: 

dx  =  (p^du  +  (p^dv,       dy  =  'ip^du  +  if'^dv, 

sodass  nach  (ö)  das  Quadrat  des  Bogenelementes  jetzt  so 
erscheint: 

(6)  ds*  =  {rpj  +  XIJJ^  du^  +  2  (y^  qr),  +  1/;^  t/^  du  dv  +  (r/)/  +  t/»/)  dv\ 

Der  Punkt  (u,v)  ist  der  Schnittpunkt  einer  Parameterlinie  [u) 
und   einer   Parameterlinie   {v).     Der   benachbarte   Punkt   [u  +  du, 
V  +  dv)  ist  Schnittpunkt  zweier  unendlich  benachbarter  Parameter- 
linien {u  +  du)  und  {v  +  dv)  (siehe  Fig.  29). 
Formel  (6)  liefert  die  Entfernung  beider        ^..^^^ — --^/^//y 

Punkte  voneinander.  ^^--^^/Dx^- (^^J 

Eis  möge  CO  den  Winkel  der  beiden 
Parameterlinien  [u)  und  {v)  in  ihrem 
Schnittpunkt  {u,  v)  bedeuten,  und  zwar 
genauer  denjenigen  Winkel,  den  die 
Tangente     der    Parameterlinie    [v)    des  *^V 

Punktes  (u,  v)  beschreibt,  wenn  sie  in  die  Tangente  der  Parameter- 
linie (m)  des  Punktes  («,  v)  übergeführt  wird.  Um  diesen  Winkel  (o 
zu  berechnen,  bestimmen  wir  zunächst  die  Winkel  a  und  ß  der 
beiden  Tangenten  mit  der  ;r-Axe. 

Längs  der  Curve  {v)  ist  u  veränderlich,  nach  (4)  ist  daher  hier: 

dx  =  (p^du,       dy  =  ip^du, 
oder 

(7)  iga  =  4^  =  ^-' 

Der  soeben  betrachtete  Punkt  (x  +  dx,  y  +  dy)  ist  der  Schnittpunkt 
der  Parameterlinien  {u  +  du)  mit  der  Parameterlinie  («)  in  obiger 
Figur.  Analog  ist  längs  der  Curve  {u)  der  Parameter  v  veränder- 
lichy  also  nach  (4): 

dx=^(p^dv,       dy  =  yj^dv, 
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sodass  kommt: 

(8)  i,!,  .  %  -  "l  . 

Der  soeben  betrachtete  Punkt  [x  -\-  dx  ^  y  +  dy)  ist  der  Schnittpunkt 
der  Parameterlinie  («)  mit  der  Parameterlinie  (»  +  c/  v\     Nun  ist 

ft>  =  /9  —  a, 
demnach: 

oder  nach  (7)  und  (8) 

(9)  tg«  =  ^^??^--^'^^. 

Nach  Voraussetzung  ist  der  Zähler,  die  Functionaldeterminante  von 
Kf  und  t/^,  für  beliebiges  u  und  v  von  Null  verschieden,  was  eben 
nichts  anderes  aussagt,  als  dass  die  beiden  Parameterlinien  im  All- 
gemeinen in  ihrem  Schnittpunkt  verschiedene  Tangentenrichtungen 
haben. 

Nach  (9)  ist  nun  tg  cj  =  ±  cx) ,  wenn  der  Nenner  gleich  Null 
ist.  Dann  also  schneiden  die  Parameterlinien  (u),  (ü)  einander  im 
Punkte  (m,  v)  senkrecht.  Wenn  dies  an  jeder  Stelle  (ii,  v)  eintritt, 
so  liegt  ein  krummliniges,  aber  doch  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  vor:  Die  Parameterlinien  sind  zwei  einander  senk- 
recht durchsetzende  Scharen  von  je  oo^  Curven.  Man  nennt  zwei 
solche  Scharen  ein  Orthogonalsystem. 

Satz  66:    Die  Gleichungen 

definieren  ein  Orthogonalsystem  von  Parameterlinien  (m) 
und  (ü),  wenn  für  beliebige  Wertepaare  w,  w: 

oder: 

d  u  dv         d  u  dv 


ist. 

Bequemer  ist  es  manchmal,  den  Satz  in  folgender  Form  an- 
zuwenden, zu  der  man  durch  (6)  geführt  wird: 

Satz  67:    Die  Gleichungen 

definieren    ein  Orthogonalsystem   von  Parameterlinien  (u) 
und  (ü),  wenn  in  dem  aus  den  Differentialen 

dx  ^  (f^du  +  (p^dv,       dy  =^  yj^du  =  yj^dv 
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gebildeten  Quadrate  des  Bogenelementes 

dx^  +  dl/ 
das  Glied  mit  dudv  fehlt. 

1.  Beispiel:    Liegen  PolarcoordiDaten  ti,  v  vor,  d.  h.  ist  nach  S.  107: 

X  —  u  cos  Vy      y  =  u  sin  v, 

80  ist  9)  =  ucosvj  tp  =  ußinv.  Die  Bedingung  der  Orthogonalität:  (j^u^fv  + 
^u^fv  =  0  ist  erfüllt,  was  auch  geometrisch  einleuchtet 

2.  Beispiel:    Die  Gleichung: 

stellt,  wenn  a*  und  6'  bestimmte  reelle  Zahlen  sind  und  a*  >  b^  ist,  für  jeden 
reellen  constanten  Wert  von  A  >  —  a*  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  mit  den- 
selben Brennpunkten  x=^  ±  l/a*  —  b^  auf  der  x-Axe  dar,  und  zwar  eine  Ellipse, 
wenn  X  >  —  b\  und  eine  Hyperbel,  wenn  A  <  —  6*  ist.  Bekanntlich  schneiden 
diese  confocalen  Kegelschnitte  einander  senkrecht.  Wählen  wir  irgend 
einen  Punkt  (x,  y)  in  der  Ebene ,  so  geht  durch  ihn  eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel  mit  jenen  beiden  Brennpunkten.  Wir  können  daher  die  confocalen 
Ellipsen  nnd  Hyperbeln  als  Parameterlinien  eines  neuen  Coordinatcnsystems 
benutsen.  Thatsächlich  hat  die  Gleichung  (10)  bei  gegebenem  x  und  y  zwei 
Losimgen  A,  da  sie  in  X  quadratisch  ist,  und  zwar  ist  die  eine  grösser  als  —  ä* 
und  kleiner  als  —  6*  und  die  andere  grösser  als  —  b\  Bezeichnen  wir  sie  mit 
u  nnd  r,  so  haben  wir  also  zu  jedem  Punkt  {Xf  y)  krummlinige  Coordinaten  u^  v 
derart,  dass  die  Parameterlinien  confocale  Ellipsen  und  Hyperbeln  sind,  also 
ein  Orthogonalsystem  bilden.  Man  nennt  diese  Coordinaten  Uy  r,  also  die 
Worzeln  der  quadratischen  Gleichung  (10)  für  A,  elliptische  Coordinaten 
in  der  Ebene.^ 

In  gewöhnlichen  Coordinaten  x,  y  stellt  eine  Gleichung  zwischen 
beiden  eine  Curve  dar;  dasselbe  gilt  in  den  krummlinigen 
Coordinaten,  denn  die  Gleichung 

(11)  f{u,v)  =  ^ 

sagt  aas,  dass  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte  (z«,  v)  betrachtet 
werden  soll,  deren  Bestimmungsstücke  t^,  v  einer  Bedingung  genügen, 
sodass  also  etwa  u  beliebig  gewählt  werden  kann  und  dann  v  eine 
Fonction  von  u  ist: 

ü  =  A  (w) . 

Jede  Parameterlinie  (u)  bringen  wir  also  mit  derjenigen  Parameter- 
linie (o)  zum  Schnitt,  deren  t?  =  A(2£)  ist.    So  erhalten  wir  auf  jeder 


1  LtAift,  „Memoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  Ics  corps 
solides  homogenes  en  equilibre  de  temp6raturc",  pr6s.  k  l'Acad.  de 
Paris  1888,  Jouinal  de  Math^m.  T.  11,  1887. 
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Parameterlinie  (m)  einen  Punkt.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  ist 
eine  Curve.  In  gewöhnlichen  Coordinaten  ar,  ?/  schreibt  man  die 
Gleichung  dieser  Curve  (11),  wenn  man  die  Auf  lösungen  (2)  von  (4) 
in  (11)  für  u  und  v  einsetzt,  wodurch  sich  ergiebt: 

/•(</>(x,y),   ^(x,y))=0. 

Schliesslich  ist  noch  eine  Frage  zu  erörtern:  Zu  jedem  System 
krummliniger  Coordinaten  w,  v  in  der  Ebene  gehören  zwei  Scharen 
von  je  00^  Parameterlinien.  Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  zu 
jedem  Paar  von  Curvenscharen  ganz  bestimmt  definierte 
krummlinige  Coordinaten  gehören.  Dies  ist  nicht  der  Fall. 
Denn  die  Parameterlinien  sind  in  gewöhnlichen  Coordinaten  die 
Curvenscharen: 

(l>{Xfi/)  =  Const     und     W{x,i/)  =  Const. , 

und  nach  S.  81  lassen  sich  diese  Scharen  auch  so  schreiben: 

^  (tf>)  =  Const.     und     B{W)=^  Const. , 

wenn  A  und  £  beliebige  Functionen  von  </>  bez.  W  bedeuten.  Zu 
demselben  System  von  Parameterlinien  gehören  daher  auch  die  durch 

^(*)  =  a,      ^1*)  =  » 

definierten  krummlinigen  Coordinaten  a,  v,  die  wegen  (2)  mit  den 
ursprünglichen  krummlinigen  Coordinaten  ti,  v  so  zusammenhängen: 

ü  =  Ä{u) ,      V  =  B  (v) . 

Die  Scharen  der  Parameterlinien  werden  also  nicht 
geändert,  wenn  man  als  Bestimmungsstücke  der  Punkte 
anstelle  der  Coordinaten  ?/,  v  irgend  zwei  Functionen  ü 
und  V  von  u  bez.  v  allein  einführt.  Es  ist  diese  Bemerkung 
öfters  nützlich,  wenn  man  den  Wunsch  hat,  bestimmte  Curven  als 
Parameterlinien  zu  benutzen.  Das  Mittel,  statt  der  Parameter  u 
und  V  Functionen  von  u  bez.  v  allein  als  neue  Parameter  einzu- 
führen, kann  dann  dazu  beitragen,  die  Formeln  zu  vereinfachen. 


§  17.    Curvennetze  in  der  Ebene. 

Es  seien    die  Punkte  {x,j/)   der  Ebene  auf  ein   krummliniges 
Coordinatensystem  ?/,  v  vermöge  zweier  Gleichungen: 

(1)  :r  =  9>(M,i;),       y  =  V^(M,t?) 


S  17.    Oimxrmetxe  in  der  Ebene. 


bezogen,  bei  denen  also  die  Functionaldetenninante 

fär  ein  beliebiges  Wertepaar  u,  v  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  hat. 

Geben  wir  dem  Parameter  u  eine  Reihe  toq  Werten,  unter 
denen  jeder  folgende  ?od  dem  vorhergehenden  nur  um  eine  unend- 
lich kleine  Grösse  abweicht,  so  werden  die  zugehörigen  Paramet«r- 
linien  (u)  eine  Schar  von  unendlich  benachbarten  Gurren  bilden. 
Diese  Schar  kann  aber  immer  noch  eine  teil  weis  willkürliche 
Dichtigkeit  haben,  denn  du  ist  zwar  unendlich  klein,  aber  wir 
kOnnen  du  in  verschiedener  Weise  unendlich  klein  annehmen. 

E^ine  bestimmte  Schar  unendlich  dicht  aufeinander  folgender 
Parameterlinien  (u)  wird  man  erst  dann  erhalten,  wenn  man  du  mit 
dem  jeweiligen  u  in  gesetzmässigen  Zusammenhang  bringt,  wenn 
man  also  anter  e  eine  immer  gleich  gewählte  unendlich  kleine 
Grösse  versteht  and  ansetzt: 

du  =  a[u)e. 

a  (u)  soll  dabei  eine  beliebig,  aber  bestimmt  gewählte  Function  von  u 
bedeuten.  Entsprechendes  gilt  von  der  zweiten  Schar  von  Para- 
meterlinien. 

Wir  kommen  also  zu  einem  ganz  bestimmten,  Überall  an- 
endlich  dichten   Netz  von  Parameterlinien,  wenn  wir  u  und  v  be- 
stAndig  nm 
(2) 


du=  a{ft)t,       dv  <=  ß{v)e 


wachsen  lassen,  indem  wir  anter 
K,  t>  die  jeweiligen  Werte  der 
Parameter  fUr  die  zuletzt  ge- 
zogenen Parameterlinien  ver- 
stehen. Dieses  Netz  zerlegt  die 
Ebene  in  unendlich  kleine  Vier- 
ecke. Es  ist  dann  naheliegend, 
von  den  Diagonalcurven  des 
Netzes  zu  sprechen.  Es  sind 
dies  die  Linien,  die  von  den  auf- 
einander folgenden  Diagonalen 
jener  Vierecke  gebildet  werden. 
(Siehe  Fig.  SO.)  Nach  den  letzten 
Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  werden  die  Diagonalcurven 
—  wie  alle  Curven  in  der  Ebene  —  darcb  Oleicbangen  zwischen 

SCMDFBM,    Q««BL  Dlfly.    I.  B 


Fig.  so. 


114  Erster  Abschnitt:     Ourven  in  der  Ebene, 

u  und  V  darstellbar  sein.  Sie  sind  leicht  zu  bestimmen.  Ist  (u,  o) 
ein  Knotenpunkt  des  Netzes,  so  gehen  durch  ihn  zwei  Diagonal- 
curven.  Auf  der  einen  wächst  u  um  du=^a{u)B  und  v  um 
dv^ß{o)B,  auf  der  anderen  wächst  u  um  a{u)e  und  v  um  — /9(o)6« 
(Gehen  wir  auf  den  Diagonalcurven  entgegengesetzt  weiter,  so  haben 
wir  hier  nur  überall  +  mit  —  zu  vertauschen,  was  auf  das  Folgende 
keinen  Einfluss  hat.)  Auf  der  einen  Diagonalcurve  ist  also  —  da  6 
immer  dieselbe  Grösse  bedeutet  — : 

,      .  du  dV         rv 

auf  der  anderen: 

Hieraus  aber  folgt,  dass  auf  der  einen  Diagonalcurve: 

<^)        /^  -fik  -  '^"'- 

auf  der  anderen: 

ist  Die  Gleichung  (4)  ist  für  jeden  Wert  der  Gonstanten  die  end- 
liche Gleichung  einer  Diagonalcurve  der  einen  Art^  entsprechend  (4") 
die  einer  Diagonalcurve  der  anderen  Art. 

Da  zur  Bestimmung  der  Diagonalcurven  (4)  imd  (4^)  die  An- 
nahme von  a{ü)  und  ß{v)  wesentlich  ist,  so  sieht  man,  dass  es  zu 
den  Parameterlinien  eines  krummlinigen  Goordinatensystems  k,  v 
nicht  etwa  ein  ganz  bestimmtes  Netz  von  Diagonalcurven  giebt.  Es 
hängt  vielmehr  wesentlich  von  der  Art  ab,  wie  man  die  unendlich 
benachbarten  Parameterlinien  auswählt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  das  Netz  der  Diagonalcurven  die 
ursprünglichen  Curven  zu  Diagonalcurven  hat.  Um  diese 
Gegenseitigkeit  vollkommen  darzustellen,  fragen  wir  daher  nach 
solchen  krummlinigen  Coordinaten,  bei  denen  die  soeben  bestimmten 
Diagonalcurven  (4)  und  (4^)  die  Parameterlinien  sind.  Das  sind 
offenbar  die  Grössen: 


<^'    "-f^-iik-  ^-/^+/ 


dv 

ßip) 


denn  U  =  Const.  und  F  =  Gonst.  stellen  ja  nach  (4)  und  (4^)  jene 
Diagonalcurven   dar.     Nach   (5)  sind  ü  und   V  Functionen   von  u 
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und  V.     Umgekehrt  sind  auch  Uy  v  Functionen  von  U  und  F,  denn 
die  Funcüonaldeterminante 

U  F  --  U  F  = K — 

ist  für  beliebige  u,  v  von  Null  yerschieden.    (Siehe  Satz  55,  S.  83.) 

Wir  haben  in  (1)  die  gewöhnlichen  Punktcoordinaten  x,  y  als 

Functionen  von  u^  v  dargestellt   Führen  wir  hierin  die  aus  (5)  durch 

Auflösung  nach  u  und  v  folgenden  Functionen  u  und  v  von  U  und 

F  ein,  so  finden  wir,  dass  sich  die  gewöhnlichen  Punktcoordinaten 

X,  y  als  Functionen  von  V  und   F  darstellen  lassen.    Damit   sind 

dann  V^  F  als  neue  krummlinige  Coordinaten  eingeführt;  die  Para- 

Baeterlinien   {IT)  und   (F)   sind  Diagonalcurven   der  ursprünglichen 

Parameterlinien  (u)  und  (v)  und  umgekehrt. 

Nach  Satz  66,  S.  110,  bilden  die  ursprünglichen  Curven  (ti),  (o) 
Gin  Orthogonalsystem,  wenn  stets 

(6)  1^  1^  +  ii(.  ii?-  =,  0 

bu    dv         du    dv 

^t.     Daher   bilden   die  Diagonalcurven  [U),  {F)   ein  Ortho- 
^oxialsystem,  wenn 

{T%  aa?    dx        dy    ^y  __rv 

.  du   dV'^  du    dV 

Die  unendlich  kleinen  Vierecke  eines  Netzes  haben  die  Eigen- 

^^^xilichkeit,  dass  auch  der  Winkel,  den  zwei  gegenüberliegende 

^^ten  eines  solchen  Vierecks   miteinander  bilden,  unendlich  klein 

^^^    Bei  ähnlicher  Vergrösserung  des  Vierecks  werden  die  Seiten 

^^^ar  länger,  aber  der  Richtxmgsunterschied  von  Gegenseiten  bleibt 

*^T  alte.     Wir  können  deshalb   ein  Viereck   von   endlicher  Aus- 

lelmnng  herstellen,    das   einem   solchen  unendlich  kleinen  Viereck 

ähnlich  ist  und  in  dem  der  Sichtungsunterschied  von  Gegenseiten 

^Uiendlich   klein   ist    Bei  einem  endlichen  Viereck   aber  kommt 

^eser  unendlich  kleine  Bichtungsxmterschied  nicht  in  Betracht,  d.  h. 

^  darf  als  ein  Parallelogramm  bezeichnet  werden.    Die  unend- 

^^  kleinen   Vierecke   eines   Netzes   dürfen   wir   deshalb   ebenfalls 

Parallelogramme  nennen.     Unter   einem   unendlich   kleinen  Pa- 

^elogramm  verstehen  wir  eben  ein  unendlich  kleines  Viereck,  bei 

dem  die  Bichtungsunterschiede  der  Gegenseiten  auch  unendlich  klein 

^^i,  was  bei  einem  beliebigen  unendlich  kleinen  Vierecke  durchaus 

^cht  der  Fall  zu  sein  braucht  Wir  dürfen  hiemach  die  unendlich 

^f      Ueinen  Vierecke  eines  Netzes  insbesondere  Bhomben  nennen,  wenn 

^6  Diagonalen  der  Vierecke  zu  einander  senkrecht  sind,  wenn  also 

8* 
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die  Diagonalcurven  die  Bedingung  (7)  der  Orthogonalität 
erfüllen. 

Diese  Bedingung  (7)  wollen  wir  statt  in  27,  F  jetzt  in  u^  v  aus- 
drücken.   Es  ist: 

^J     JMS  ^H     Jt0  ^H     Jt0  ^m    J^B 

rfar  =  -ä—  du  +  -ä—  dv  =  -äTr  ^^  +  -^w  ^  ^> 
du  dv  au  dV        ' 

also  nach  (5): 

dx  j      ,    dx  j  dx  (du        dv\    ,     dx  [du    ,    dv\ 

mithin,  da  dies  für  alle  Incremente  duy  dv  gilt,  einzeln: 

Sx  ^  1  (dx        dx\         dx  ^   \  1^  dx         dx\ 
"öü  ■"  "^  [Jü  "*■  Jv)  '      ~dv"^j[      Jü  '^  Jv)  ' 

woraus  durch  Auflösung  folgt: 

X         l  I     dx        />  öojX         dx         1  I      dx    .   o  dx\ 


^  l    ^y      a  ^y\        öy       ^  I    ^y   ,  Q  dy\ 


d 

Analog  ist: 

dy 

du  '' 

Die  Bedingung  (7)  kann  daher  so  geschrieben  werden: 

Daher  kommt: 

Satz  68:    Damit  sich  die  Curven  (u)  und  (v),  die  durch 

definiert  werden,  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz 
von  unendlich  kleinen  Rhomben  bilden,  ist  notwendig  and 
hinreichend^  dass  es  eine  Function  o;  von  ti  allein  und  eine 
Function  ß  von  v  allein  giebt,  derart,  dass  für  beliebige 
Wertepaare  w,  v: 

a'  {u)  {(fj  +  yjj)  =  /9«  (r)  (9P^«  +  t//^«) 
ist 

Analog  wie  wir  dem  Satze  66,  S.  110,  auch  die  Form  des 
Satzes  67  gaben,  in  dem  von  dem  Quadrate  des  Bogenelementes 
die  Rede  war,  dessen  allgemeiner  Ausdruck  in  (6),  S.  109,  angegeben 
wurde,  können  wir  den  jetzigen  Satz  auch  so  formulieren: 

Satz  69:    Damit  sich  die  durch 
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definierten  Gurven  {ü)  und  (v)  so  anordnen  lassen,  dass  sie 
ein  Netz  von  nnendlich  kleinen  Shomben  bilden,  ist  not- 
wendig nnd  hinreichend,  dass  sich  in  dem  aus 

rfx«  (p^du  +  q)„dv,       rfy  =  'tp^du  +  %dv 

gebildeten  Quadrate  des  Bogenelementes 

dx^  +  dy^ 

die  Goefficienten  von  du^  und  dv^  zu  einander  wie  eine 
Function  von  u  allein  zu  einer  Function  von  v  allein  ver- 
halten. 

Wenn  in  einem  unendlich  kleinen  Netzparallelogramm  der  Winkel 
in  einer  Ecke  ein  rechter  ist,  so  ist  es  ein  Rechteck  zu  nennen;  wenn 
es  zugleich  ein  Bhombus  ist,  so  heisst  es  ein  unendlich  kleines 
Quadrat.     Die  Sätze  66  und  68  geben  also  zusammen  den 

Satz  70:    Damit  sich  die  durch 

definierten  Gurven  {u)  und  (v)  so  anordnen  lassen,  dass  sie 
die  Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate  zerlegen,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  einerseits 

ist  und  es  andererseits  eine  Function  a  von  u  allein  und 
eine  Function  ß  von  v  allein  giebt,  sodass 

ist. 

Oder  auch: 

Satz  71:    Damit  sich  die  durch 

definierten  Gurven  {u)  und  (v)  so  anordnen  lassen,  dass  sie 
die  Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate  zerlegen,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  in  dem  aus 

rfT  =  (f^du  +  (p^dv,       dt/  =  rp^du  +  \p^dv 

gebildeten  Quadrate  des  Bogenelementes 

dx^  +  dy^ 

erstens  das  Glied  mit  du  dv  fehlt  und  zweitens  das  Ver- 
hältnis des  Goefficienten  von  du^  zu  dem  Goefficienten 
von  dv^  gleich  dem  Verhältnis  aus  einer  Function  von  u 
allein  zu  einer  Function  von  v  allein  ist. 
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Ein  Curvennetz,  das  die  Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zerlegt,  heisst  ein  Isothermennetz.  Wir  kommen  in  §  19  darauf 
zurück. 

Wir  betrachten  jetzt  wie  zu  Anfang  ein  beliebiges  Netz  von 
Parameterlinien  (u),  (r)  mit  der  durch  (2)  definierten  Verteilung.  Es 
soll  der  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Netzparallelogramms  mit  der 
Ecke  {u,v)  bestimmt  werden.  Er  wird  unendlich  klein  von  zweiter 
Ordnung  sein  und  ist  nach  den  Auseinandersetzungen  auf  8.  115  wie 
der  Inhalt  eines  Parallelogramms  von  endlicher  Ausdehnung  zu  be- 
rechnen. Der  Inhalt  ist  also  gleich  dem  Product  aus  dem  Sinns 
des  Netzwinkels  co  im  Punkte  {u,  v)  und  den  beiden  anliegenden 
Seiten,  von  denen  die  eine  nach  dem  Punkte  {u  +  du,  v),  die  andere 
nach  dem  Punkte  {u,v  +  dv)  geht.  Zur  Veranschaulichung  blicke 
man  auf  die  frühere  Fig.  29,  S.  109,  zurück. 

Aus  dem  S.  110  angegebenen  Werte  (9)  von  tgco  ziehen  wir 
sofort: 

sin«a>=    ,    i^uV'.-V^^y 

Die  Formel  (6)  f&r  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds  auf  S.  109 
giebt  femer  für  das  Quadrat  der  Seite  von  {u,  v)  bis  [u  +  du,  v), 
da  hier  tilr  dv  Null  zu  setzen  ist: 

und  für  das  Quadrat  der  Seite  von  {u,v)  bis  {u,v  +  dv): 

Also  ist  das  Quadrat  des  Inhaltes  dJ  des  Netzvierecks: 

(9)  (d  J)^  =  (9^^  !/;„  -  rp^  (pf  duU  v^ 

Nach  (2)  aber  ist  du  ==  a{u)6,  dv  =  ß{v)B,  während  6  für  alle  Netz- 
vierecke dieselbe  infinitesimale  Grösse  ist    Es  kommt  mithin: 

(10)  {dJ)^  =  (9r)„  v;„  -  V«  ff  '^'  («)  ß'  W  «*. 
Daher: 

Satz  72:    Damit  sich  die  Curven  {u)  und  (v),   die  durch 

x  =  (p{u,v),       ij=.yj{u,v) 

definiert  werden,  so  anordnen  lassen,  dass  die  von  ihnen 
eingeschlossenen  unendlich  kleinen  Vierecke  Inhalte  haben, 
die  einer  gegebenen  Function  £i{u,v)  des  Ortes  («, t?)  pro- 
portionalsind, ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  es  eine 
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Fnnction  a  von  u  allein  und  eine  Function  ß  von  v  allein 
giebt,  derart,  dass  für  beliebige  u  und  v: 

ist. 

Das  Verhältnis  der  beiden  im  Punkte  (u,  v)  beginnenden  Seiten 
des  Parallelogramms  zu  einander  ist  femer  offenbar  gleich: 


sodass  kommt: 

Sati  73:    Damit  sich  die  durch 

definierten  Gurven  (u)  und  {v)  so  anordnen  lassen,  dass  in 
den  von  ihnen  bestimmten  unendlich  kleinen  Parallelo- 
grammen das  Verhältnis  der  Seiten  eine  gegebene  Function 
£2(u,v)  des  Ortes  {u,v)  wird,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  es  einie  Function  cc  von  u  allein  und  eine  Function  ß 
▼on  V  allein  giebt,  die  für  beliebige  Wertepaare  t£,  v  der 
Gleichung 

genügen. 
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Wir  machen  eine  Anwendung  von  den  Ergebnissen  des  vorigen 
Paragraphen,  indem  wir  die  Frage  nach  allen  flächen  treuen  Ab- 
bildungen der  Ebene  beantworten.  Wir  stellen  uns  vor,  dass  zwei 
Ebenen  gegeben  seien.  In  der  einen  sollen  x,  y,  in  der  anderen 
Uj  V  rechtwinklige  Punktcoordinaten  sein.  Eine  punktweise  Ab- 
bildung der  einen  Ebene  auf  die  andere  ergiebt  sich  dann, 
sobald  wir  x  und  y  als  zwei  beliebige,  aber  voneinander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  geben: 

(1)  x^(f[u,v),        y  =  ip{u,v). 

Denn  dann  entspricht  einem  beliebigen  Punkte  {u,v)  der  tio-Ebene 
ein  bestimmter  Punkt  [x^y)  der  jry-Ebene;  und  da  die  Gleichung«! 
—  wenigstens  theoretisch  —  auch  nach  u  und  v  auflösbar  sind,  so 
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entspricht  auch  einem  beliebigen  Punkt  {z,t/)  der  ory-Ebene  ein  be- 
stimmter Punkt  {u,v)  der  tiv-Ebene. 

Den  Geraden  u  =  Const.  der  u  v-Ebene  entsprechen  bei  dieser 
Abbildung  in  der  ory-Ebene  diejenigen  Curven,  die  durch  (1)  dar- 
gestellt werden,  wenn  darin  u  festgehalten,  aber  v  variiert  wird. 
Ebenso  entsprechen  den  Geraden  v  =  Const.  der  u  v-Ebene  in  der 
zy-Ebene  diejenigen  Curven,  die  durch  (1)  bei  festem  v  und  vari- 
ierendem t£  dargestellt  werden.  Die  beiden  Geradenscharen  t<= Const., 
V  =  Const.  bilden  sich  also  in  der  zy-Ebene  als  ein  solches  Curven- 
netz  ab,  wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  besprochen  haben. 

Wenn  wir  nun  in  der  2/ r- Ebene  das  von  den  vier  Punkten 
(tt, r),  (u  +  du,v),  {u,v  +  dv)  und  {u  +  du,v  +  dv)  gebildete  xmend- 
lich  kleine  Sechteck  zeichnen,  so  wird  ihm  in  der  xy-Ebene  ein 
unendlich  kleines  Parallelogramm  entsprechen,  dessen  Inhalt  nach 
(9),  S.  118,  gleich 

ist,  während  der  Inhalt  jenes  Rechteckes  in  der  uv-Ebene  gleich 

dudv 

ist.  Die  beiden  einander  entsprechenden  unendlich  kleinen  Flächen- 
stiicke  sind  mithin  gleich  gross,  wenn 

ist.  Wir  können  uns  auf  das  obere  Vorzeichen  beschränken,  denn 
der  Inhalt  eines  ebenen  Flächenstückes  ändert  sein  Vorzeichen, 
wenn  die  Ebene  von  der  anderen  Seite  her  betrachtet  wird.  Wir 
setzen  also: 

(2)  9>u%-'V^uVv^^' 

Ist  diese  Bedingung  fiir  alle  Werte  von  u  und  v  erfüillt,  so  ent- 
spricht jedem  der  unendlich  kleinen  Rechtecke  der  uv-Ebene  ein 
gleichgrosses  Parallelogramm  in  der  ory- Ebene.  Da  nun  jede 
Fläche  von  endlicher  Ausdehnung  als  Summe  (Doppelintegral)  solcher 
unendlich  kleinen  Stücke  hergestellt  werden  kann,  so  wird  also  auch 
jeder  Fläche  der  einen  Ebene  eine  gleich  grosse  Fläche  der  anderen 
Ebene  entsprechen.     Daher: 

Satz  74:    Bei  der  durch  die  Gleichungen: 

vermittelten  Abbildung  einer  Ebene  mit  den  rechtwink- 
ligen  Punktcoordinaten   ti,  v  auf  eine   andere   Ebene   mit 
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den  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  z,  y  wird  jedes 
Flächenstück  der  einen  Ebene  in  ein  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen gleich  grosses  Flächenstück  der  anderen  Ebene  ab- 
gebildet, wenn  die  Functionen  tp  und  t/;  der  Bedingung 
genügen: 

EHne  solche  Abbildung  heisst  flächentreu. 

Es  giebt  nun  unendlich  viele  äächentreue  Abbildungen,  denn  der 
Bedingung  (2)  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  genügt  werden. 
Denn  wenn  man  z.  B.  die  Function  tp  {u,  v)  ganz  beliebig  wählt,  so 
ist  (2)  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  fiär  die 
noch  unbekannte  Function  rp  {u,  v),  und  in  der  Theorie  dieser  Glei- 
chungen wird  das  Vorhandensein  von  Lösungen  xp  bewiesen.  Aber 
wir  brauchen  diese  Theorie  hier  nicht  anzuwenden,  da  wir  auf 
einem  anderen  Wege  leicht  alle  äächentreuen  Abbildungen  finden 
können. 

Dies  geschieht  dadurch,^  dass  wir  nicht  direct  (p  und  ip  zu 
bestimmen  suchen,  sondern  uns  vorstellen,  die  Gleichungen  (1)  seien 
nach  y  und  v  aufgelöst,  wodurch  sich  y  und  v  als  Functionen  von 
T  und  u  ergeben.  Und  diese  Functionen  zu  bestimmen,  ist  ein- 
£Eu;her. 

Wenn  wir  nämlich  unter  y  und  v  eben  diejenigen  Functionen 
Ton  X  und  u  verstehen,  die  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1) 
nach  y  und  v  ergeben,  so  erfüllen  die  partiellen  Ableitungen  von 
y  nnd  V  nach  den  beiden  Grössen  x  und  u,  die  nunmehr  die  unab- 
hängigen Veränderlichen  sind,  diejenigen  vier  Gleichungen,  die  sich 
dnrch  vollständige  Differentiation  von  (1)  nach  x  und  nach  u  er- 
geben.    Differentiation  von  (1)  nach  x  giebt: 

und  Differentiation  von  (1)  nach  u  giebt: 


) 


^  Wir  benutzen  hier,  um  die  Auswertung  der  Bedingung  für  flächentreue 
Abbildung  durch  sogenannte  ausführbare  Operationen  zu  leisten,  einen 
Knnslgriff  von  Gbav£,  auf  dessen  Arbeit  ,,Sur  la  construction  des  cartes 
geographiques'S  Joum.  de  Math.  (5*  s^rie),  tome  I,  1896)  wir  später  noch 
einmal  zurückkommen. 
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öurven  in  der  Ebene, 

sodass  aus  diesen  vier  Gleichiuigen  folgt: 

"P^^  dv^ 

dy 

dx 

dx 

dx 

dv 

dy    dv 

du 
^"=  ^  dv' 

_    dy          dx    du 
^"^       du              dv 

dx 

dx 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (2) 

ein,  so  kommt  einfach: 

dy 

(3) 

dv        ^' 

dx 

Es  handelt  sich  also  darum,  v  und  y  so  als  Functionen  von 
X  und  u  zu  bestimmen,  dass  sie  dieser  Forderung  genügen.  Sie 
kann  auch  so  geschrieben  werden: 

dv  ^  a(-y) 
•  d  X  d  u 

und  zeigt  also,  dass  v  und  ^y  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten  einer  gewissen  Function  o)   von  x  und  u  nach  u  bez. 
X  sind: 
,4.  du)  du) 

W  ^  =  -^17»     -y  = 


du  ^        d  X 

Verstehen  wir  unter  oj  irgend  eine  Function  von  u  und  x,  so 
geben  die  Gleichungen  (4)  für  v  und  y  Werte,  die  der  Bedingung  (3) 
genügen.  (3)  aber  ist  nur  eine  andere  Form  der  Bedingung  (2). 
Wenn  wir  also  schliesslich  die  Gleichungen  (4),  in  denen  links  v  und  y, 
rechts  u  und  x  auftreten,  nach  x  und  y  auflösen,  so  finden  wir  die 
flächen  treuen  Abbildungen  (1). 

Beispiel:    Wir  setzen:  cü  =  ux*.    Dann  kommt  nach  (4): 

t>  =  x',      y  =  —  2uXy 

und  Auflösung  nach  x  und  y  giebt: 

und   dies    ist  eine  flächentreue  Abbildung   der  ur-Ebene  auf  die  fl;y-£bene. 
Die  Geraden  u  =  Const.  bilden  sich  als  die  Greraden 

—  =  Const 

X 

durch  den  Anfangspunkt,  die  Geraden  v  =  Const  als  die  Geraden  x  »  Const  ab. 
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Aber  die  Function  cd  muss  wohlbemerkt  so  gewählt  werden, 
dass  die  Gleichungen  (4)  auch  —  theoretisch  —  nach  x  und  y  auf- 
lösbar werden.  Die  zweite  ist  schon  nach  y  aufgelöst.  Es  ist  also 
zu  Terlangen,  dass  die  erste  rechts  auch  x  enthalte,  d.  h.  dass 

/I-  +  0 

sei. 

Noch  ein  EÜnwand  ist  zu  machen:  Wir  nahmen  oben  ohne 
weiteres  an,  dass  die  Gleichungen  (1)  nach  y  und  v  auflösbar  seien. 
Da  die  zweite  schon  in  einer  nach  y  aufgelösten  Form  vorliegt, 
kommt  diese  Annahme  auf  die  hinaus,  dass  die  Function  (p  auch 
wirklich  v  enthalte.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  x  eine  Function 
Ton  u  allein,  d.  h.  die  Geraden  u  =  Gonst.  bilden  sich  als  die 
Geraden  x  =  Gonst.  ab.  Man  kann  dies  natürlich  vermeiden,  wenn 
man  in  einer  der  beiden  Ebenen  ein  anderes  Axenkreuz  einführt 
Will  man  dies  nicht^  so  kann  man  auch  diesen  Specialfall  direct 
erledigen    Ist  (p  frei  von  v,  so  reduciert  sich  (2)  auf 

i    d9       1 

Wir  setzen  demnach  für  (p  irgend  eine  Function  von  u  und  bilden 
darauf: 

du 

wobei  €0  irgend  eine  Function  von  u  bedeuten  soll. 
Daher  haben  wir  den 

Sati  76:  Um  alle  flächentreuen  Abbildungen  einer 
Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Goordinaten  x,  y  zu  finden, 
verfährt  man  so: 

Erstens:  Man  versteht  unter  to  irgend  eine  Function 
von  u  und  jt,  für  die 


du  dx 

ist  und  löst  die  Gleichungen: 

d  6)  d(ü 

nach  X  und  y  auf. 

Zweitens:     Man   versteht   unter  (p  und  co   irgend   zwei 
Functionen  von  u^  doch  so,  dass: 

du    ' 
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ist,  und  setzt: 


^  =  9P  W,    y  =  -^r^  +  «M- 


Durch  diese  beiden  Verfahren  zusammen  erhält  man 
alle  flächentreue  Abbildungen.  Die  des  zweiten  Verfahrens 
sind  diejenigen,  bei  denen  die  Geraden  u  =  Const.  als  die 
Geraden  x  =  Gonst.  abgebildet  werden. 


§  19.    Isothermen  in  der  Ebene. 

Liegt  ein  krummliniges  Goordinatensystem  (k,  v)  vor,  das  durch 
die  Gleichungen: 
(1)  x  =  (p{u,v),      y^'^i.u.v) 

mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  verknüpft  ist,  so  wird  durch 
die  Curven  (u)  und  (t?)  ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Quadraten 
bestimmt,  sobald  —  nach  Satz  70,  S.  117  —  erstens  stets: 

und  zweitens  stets: 

(3)  «»  («)  (9,«  +  t/',«)  =  /?« [V)  {q>^^  +  t^,») 

ist.  Dabei  bedeutet  a{u)  eine  gewisse  Function  von  u  allein,  ß  eine 
solche  von  v  allein.  Alsdann  ist  dies  Netz  vollständig  definiert| 
wenn  man  angiebt,  dass  u  und  v  von  Curve  zu  Gurve  um 

(4)  du  =  a{u)B,       dv  =  ß{v)B 

wachsen  sollen,  e  ist  dabei  fUr  alle  Punkte  (ti,  v)  der  Ebene  dieselbe 
unendlich  kleine  Grösse.  — 

Ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Quadraten  heisst,  wie  schon 
erwähnt  (S.  118)^  ein  Isotherm en netz;  auch  braucht  man  den  Namen 
Isothermensystem.^     Wir  können  sagen:     Zwei  Scharen  von  je 


'  Die  Theorie  der  Isothermennetze  für  beliebige  Flächen,  nicht  nur  ftr 
die  Ebene,  geht  zurück  bis  auf  Gauss,  „Allgemeine  Auflösung  der  Auf- 
gabe: Die  Teile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  andern  ge- 
gebenen Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abge- 
bildeten in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  wird",  Preisschrift  1822, 
zuerst  erschienen  in  der  Astron.  Abhaudl.  von  Schumacher,  3.  Heft  1825, 
wiederabgedruckt  in  den  Werken,  Bd.  IV,  und  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  55. 
Mit  dem  von  Gauss  gelösten  Problem  werden  wir  uns  später,  in  der  Flächen- 
theorie,  beschäftigen.     Der   Name:   Isothermen   rOhrt   von  LAMt   her,   den 
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00^  zu  einander  orthogonalen  Gurven  in  der  Ebene  heissen  Iso- 
thermen, wenn  sie  sich  so  anordnen  lassen,  dass  ihie  Diagonalcurven 
ebenfalls  zu  einander  orthogonal  sind. 

Im  gegenwärtigen  Paragraphen  wollen  wir  die  Isothermennetze^ 
deren  einfachstes  übrigens  das  der  Geraden  x  =  Gonst ,  y  =  Gonst. 
ist;  genauer  betrachten.  Wir  setzen  also  voraus,  die  Bedingung  (2) 
der  Orthogonalität  sei  erfüllt.  Ausserdem  gebe  es  zwei  Functionen 
<r(tf)  und  /9(f),  die  die  Bedingung  (8)  der  Orthogonalität  der 
Diagonalcurve  erfüllen.  Dann  giebt  es  keine  wesentlich  anderen 
Functionen  a\^i)  und  /?(o),  die  die  Bedingung 

erfüllen.    Denn  hieraus  und  aus  (3)  folgt: 

^«  =  ^* 

mithin,  da  die  linke  Seite  nur  von  u^  die  rechte  nur  von  v  abhängt: 

a  ^  ca,       /5=±c/?       (c  =  Gonst.). 

Das  durch  (4)  definierte  Netz  ist  aber  dasselbe  wie  das  durch 

definierte,  da  wir  c  e  als  eine  infinitesimale  Grösse  auffassen  können 
und  das  Minuszeichen  bei  dv  nur  bedeutet,  dass  wir  die  Gurven  {v} 
r&ckwärts  aufeinander  folgen  lassen.  Wir  sehen  somit,  dass  zwei 
Scharen  von  Gurven,  die  Isothermen  sind,  nur  auf  eine  Art  so 
angeordnetwerden  können,  dass  sie  infinitesimaleQuadrate 
bilden. 

Da  die  Diagonalcurven  des  Netzes  wieder  ein  Netz  bilden,  in 
dem  die  ursprünglichen  Gurven  die  Diagonalcurven  sind,  so  folgt 
auch,  dass  die  Diagonalcurven  eines  Isothermennetzes  eben- 
falls ein  Isothermennetz  bilden. 

Wir  wollen  jetzt  davon  Gebrauch  machen,  dass  wir  irgend  eine 
Function  von  u  als  neues  ü  und  eine  Function  von  v  als  neues  i) 
einführen  können,  ohne  die  Parameterlinien  (u),  (t?)  in  geometrischer 
Hinsicht  zu  ändern  (siehe  S.  112).     Wir  setzen  nämlich: 

« m-'-    Im-'- 

Ph>bleiDe  der  Wärmetheorie  zu  diesem  Begriffe  führten.  Siehe  Fussnote 
8.111,  sowie  „Memoire  sur  les  coordonn^es  curvilignes",  pr^s.  äTAcad. 
de  Paris  1888,  Jonm.  de  Math^m.  T.  V,  1840,  und  ^^Le^ons  sur  les  coordon- 
nies  carvilignes  et  leurs  divers  applications",  Paris  1859. 


a^ 
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Umgekehrt  ist  dann  u  eine  Function  von  ü,  v  eine  Function  von  €; 
also  sind  nach  (1)  auch  x  und  y  Functionen  von  ü,  e.     Es  ist: 

dx  1     dx  dx  _^  l    dx  dy  _^  1    dy  dy  _^  l    dy 

du  ^  a    d  ü  ^         dv         ß    d  f  d  u  '~  a    d  ü^        d  v        ß    d  9' 

Die  Bedingung  (2)  oder: 

d  X     dx         d_y     dy   _  q 
du     dv  du     dv 

fär  die  Orthogonalität  der  Gurve  (u),  (t?)  kann  mithin  so  geschrieben 
werden: 

^/  du     d  f         d  u     d  f 

was  nach  Satz  66  (S.  110)  vorherzusehen  war,  während  die  Be- 
dingung (3)  oder: 

fär  die  Orthogonalität  der  Diagonalcurven  jetzt  so  lautet: 

Das  auf  S.  109,  (6),  berechnete  Quadrat  des  Bogenelementes  ds 
drückt  sich,  da  nach  (5): 

du  ^  adüj       dv^ßdif 

ist,  jetzt  wegen  (6)  und  (7)  so  aus: 

(8)  ds^  =  fl  («,  fj)  (rfß«  +  dii^ , 

wenn  Q{ü,i))  die  beiden  einander  in  (7)  gleichgesetzten  Ausdrücke 
bezeichnet.  Es  ist  ds*  jetzt  das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden 
Punkte  {ü,ff)  und  {ü  +  dü^e  +  dif)  voneinander.  Also  können  wir 
sagen: 

Satz  76:    Ein  System  von  Parameterlinien  {u),{v)  in  der 
Ebene,  das  durch 

definiert  ist,  ist  dann  und  nur  dann  ein  Isothermensystem, 
wenn  sich  solche  neue  Parameter  ü  und  €  als  Functionen 
von  u  bez.  v  allein  einführen  lassen,  dass  x  und  y  die 
Bedingungen  erfüllen: 

mr^  m=  m^  m'- 

dx      dx  dy    J^y_  _  ^ 

du      d^  du      df 
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Das  Quadrat  des  Bogenelementes  nimmt  alsdann  die 
Form  an: 

dx^  +  dy*=^  n{ü,i)){dü*  +  de^. 

Die  Diagonalcarven  sind  die  Curven  ä  +  l;  =  Const.,  «  —  l? 
SS  Const. 

Die  neuen  Parameter  ü  und  e  heissen  thermische  Parameter.^ 
Wollen  wir  alle  zu  dem  bestimmten  Isothermensystem  {ü,  i>) 
gehörigen  thermischen  Parameterpaare  finden,  so  verfahren  wir  so: 
Sind  u  und  v  Functionen  von  u  und  v  derart,  dass  u  =  Const.  und 
V  =  Const  die  Curven  ü  =  Const.  und  I;  =  Const.  darstellen,  so 
hängt  u'  nur  von  einer  der  beiden  Grössen  ü  und  ^  und  ebenfalls 
9   nur  von  einer  von  beiden  ab  (siehe  S.  81).     Entweder  ist  also: 

ii'  =  A(ß),      t?'  =  /u(l?) 
oder: 

Dann  aber  ist: 

du'^  +  dv'^  =  X^dü^  +  /u'*dfJ*. 

Damit  nun  v!  und  o'  auch  thermische  Parameter  seien,  muss  ds^, 
geschrieben  in  u*  und  v,  die  Form  haben: 

Aber  die  Vergleichung  dieser  Form  mit  der  des  Satzes  giebt  wegen 
der  soeben  aufgestellten  Gleichung: 

also  einzeln: 

sodass  X'^ :  ^''  =  1  sein  muss.  Da  nun  X  nur  von  v!  und  /u  nur 
TOD  v'  abhängt,  so  muss  X^  =  /u'^  =  Const.  sein,  sodass  mithin  die 
Gleichungen: 

tf"  s  ±  aO  +  Const.,     v'  =^  ±  aii  +  Const.  | 
oder:  f  («  =  Const) 

«'  =  ±  fl«  +  Const,    ü'  =  ±  a«  +  Const  J 

die  allgemeinsten  Paare  von  thermischen  Parametern  geben,  die  zu 
dem  Isothermensystem  gehören. 


*  Man  nennt  sie  auch  isometrische  Parameter.  Diese  Bezeichnung 
bringt  aber  nicht  alle  Eigenschaften  dieser  Parameter  zum  Ausdruck;  wir 
ädien  den  Namen:  thermische  Parameter  vor,  der  wenigstens  an  die  geschicht- 
liche Entwickelang  des  Begriffes  erinnert. 
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Sati  77:  Siod  fi,  E  thermische  Parameter,  so  geben  die 
Gleichungen: 

u'  =  +  a  ß  +  Coust,     »'  =  ±  a  f  +  Const  1 
und  \{a  =  ConsC) 

m'  =  xo?  + Const,     F  =  +  aö  +  Const  J 

die  allgemeinstea  Paare  von  thermischen  Parametern  an, 
die  zn  demselben  Isothermens^stem  gehören.  Die  Vor- 
zeichen können  dabei  fiberall  beliebig  gew&hlt  werden. 

Die  Bedingungen  (4)  fOr  die  Anordnni^  des  Netzes  sind 
jetzt  diese: 

(9)  dQ  =  t,      dv  =  e 

nnd  ffir  die  allgemeineren  zugehörigen  thermischen  Parameterpaare: 
du  =  ±ae,      do  =  ±ae. 

Thermisch  sind  eben  diejenigen  Parameter,  die  im  Netze  Ton  Cnrre 
ZD  Cnrve  nm  dieselbe  anendlich  kleine  Grösse  zu-  oder  abnehmen. 

1.  Beiipiel;  Ist  z  =  ucobh,  y  — uaiar,  ao  sind  die  Carven  (k)  dio 
KreiM  mn  den  Anfongapankt,  die  Cnrren  (r)  ihre  Badien.  Sie  bilden  ■ngen- 
•cbeinlicb  ein  OrtbogonalHyitem.  Die  BediDgnng  (S)  für  die  OithogonaliUU  der 
OUffOnalcoireo  laatet  bier 

and  wird  dorcb  a  =  u,  ß  =  l  erfBllL 
Es  liegt  daher  ein  Isothennensjretem  vor. 
Nach  (&)  sind  B  ~  logu,  f  —  v  tbemi- 
Bche  Parameter.    Nnn   ist  u  ^  »*    nnd 


Fig.  31. 

piinkt  solche  8trahleii, 

kleinen  Winkel  i  mitei 

den  Radien,  deren  natürliche  Logaritbi 

wir  t  endlich,    aber  klein,    so  erbalten 


teilnng  in  Fig.  i 


dt*  ~^  (da*  +  dg*). 

Nach   (9)    geht    die    qnadiatioche   Ein- 
teilung der  Ebene  hervor,   wenn  wir  « 
und  S  in  derselben  arilfametlsehen  Reibe 
wachsen   lassen,    k  ist  der  Logarithmna 
des  Kreisradios  u  und  t  die  Amplitnde  r. 
Wir  ziehen  mithin  durch   den  Anfanga- 
die  aufeinander  folgend    immer  denselben   nnendlkh 
lander  bilden.     Ferner  conatruieren  wir  die  Kreise  mit 
nen  beständig  um  s  wachsen.    Wlblen 
angenähertes  Bild  dieser  Ein- 


Die  Diagonal  cnrven, 


iucb  in  dieser  Figur  leicht  i 


'  Da  die  Kreise  in  der  Nähe  des  Anfangspunktes  zu  eng  lusaninieniüokeii, 
ist  die  Umgebung  dieser  Stelle  in  Fig.  31  freigelassen. 
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Terfblgen  sind,  sind  nach  &  70  logarithmische  Spiralen,  die  unter  45®  gegen 
die  Sadienvectoren  geneigt  sind. 

2.  Beispiel:    Sind  u  und  r   elliptische  Coordinaten  (siehe   2.  Beispiel, 
S.  111),  so  sind  x  and  y  gegeben  durch 


woniu  folgt: 

''      1       J''      =1 

n 

,_l/(«' +  ««)(«•  +  «') 

„      ,/(6'  +  t«)(6'+-») 

Hiemach  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  u  und  v  leicht  zu  berechnen. 

£s  kommt: 

liso  iBt  hier: 

'^■*"^*  "    4(a«  +  u)(6«  +  u)  '      9^.   +V. 4(a«  +  r)(6«  +  r)    ' 

><^  die  Bedingung  (2)  der  Orthogonalität  erfüllt  ist,  was  vorauszusehen  war. 
Die  Bedingung  (8)  für  das  Isothermensjstem  ist  erfüllbar  durch  die  Annahme : 


ff  =  y  (a«  +  «) (Ä«  +  tt),        I?  =  y  "(a^  -k-  v)  (6»  +  V) . 

Daher  bilden    die    confocalen    Ellipsen    und   Hyperbeln    ein  Iso- 
tliermensjstem.    Nach  (5)  sind  dabei 

ü«  f ^ 1^,  f- :-i^ 

J  ]/(a«  +  i*)(6«  +  t«)'  J  V  -  (a*  +  V)  (6«  +  t^) 

^'«nniache  Parameter. 

Die  Bedingungen  (6)  und  (7)  lassen  sich  auf  eine  wichtige  andere 
Form  bringen.  Wenn  wir  nämlich  (6)  mit  ^  2i  multiplicieren  und 
^n  zu  (7)  addieren,  so  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 

M  (4f=f.-4f)'  +  (|fT.-|f)"-o, 

^  (6)  und  (7)  völlig  ersetzen.    Wenn  wir  für  den  Augenblick 
(11)  Ä  +  liJ  =  u,       «  —  liJ  =  ö 

Kbeiben,  so  werden  ü  und  i;  und  daher  auch  x  und  y  I^inctionen 
von  u  und  to,  und  zwar  ist: 

dx        dx    .    dx  dx 


dx  dx  __  ./dx        dx\ 


du        du 

Diese  Formeln  bleiben  richtig,  wenn  z  durch  y  ersetzt  wird.    Daher 
iommt  statt  (10): 

if  Oeom.  Diff.  I.  9 
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Die  erste  Gleichung  lässt  sich  zerlegen  in: 

(12)  dj^  +  iy)  ^  d^-iy)  ^  Q 
^     ^  du  du  ^ 
die  zweite  in: 

(13)  ^J^^  .  ii?^)  =  0. 
^     '  dt)  dt) 

Wenn  in  (12)  etwa  der  zweite  Factor  gleich  Null  ist,  so  hängt 
z  —  iy  nur  von  D  ab,  und  daher  kann ,  weil  sonst  x  —  iy  constant 
wäre,  der  zweite  Factor  in  (13)  dann  nicht  gleich  Null  sein,  sodass 
dagegen  der  erste  verschwinden  und  folglich  x  +  iy  eine  Function 
von  u  allein  sein  muss.  Aehnlich  schliessen  wir,  wenn  der  erste 
Factor  in  (12)  gleich  Null  ist.     Mithin  ist  wegen  (11)  entweder: 

(14)  j-  +  ly  =  A{ü  +  iv),       X  ^  iy  ^  B[ü  —  lU) 

oder: 

X  +  «y  =  -4(ä  —  iv)y       X  —  iy  =i  £{ü  +  itJ). 

Da  die  zweite  Annahme  durch  Vertauschen  der  thermischen 
Coordinaten  ü,  i)  mit  den  ebenfalls  thermischen  Parametern  ü,  —e 
aus  der  ersten  hervorgeht,  also  nichts  Wesentlich-Neues  giebt, 
so  folgt: 

Satz  78:  Man  erhält  alle  Isothermensysteme  der  Ebene 
auf  diese  Art:  Man  setzt  x  +  iy  gleich  einer  Function  einer 
complexen  Veränderlichen  und  x  —  iy  gleich  einer  Function 
der  conjugiert  complexen  Veränderlichen.  Setzt  man  dann 
den  reellen  Teil  der  complexen  Veränderlichen  gleich  Con- 
stans,  so  ergiebt  sich  die  eineCurvenschardesSystems,  setzt 
man  den  rein  imaginären  Teil  von  ihr  gleich  Constans,  so 
geht  die  andere  Curvenschar  des  Systems  hervor. 

Die  Gleichungen  (14)  haben  nach  ü  +  iv  und  ü  ^  id  aufgelöst 

die  Form: 

ü  +  i^=^  f{x  +  iy),       Ä  —  ifJ  =  ^(x  —  iy), 
sodass: 

f{^  +  2»  +  ^(^  —  2»  =  Const. , 

f{x  +  iy)  —  ^(x  —  iy)  =  Const. 

die  beiden  Curvenscharen  des  Systems  sind.     Sie  sind  reell,  wenn 
f  und  g  conjugiert  sind,  d.  h.  wenn 

ist.     Dann  sind: 

fi.x  +  iy)  +  fix  -  2»  =  Const, 

f{x  +  iy)  —  f(x  —  iy)  =  Const 


S  79.    Isoiherm&t  in  der  Ebene. 
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die  beiden  CurrenschareQ.  Die  Function,  die  in  der  ersten  G>lei- 
cbang  links  steht,  ist  nun  nichts  anderes  als  der  doppelte  reelle 
Teil  von  f{x  +  iy),  wie  man  Bofort  sieht,  wenn  man  sich  fl^x  +  iy) 
in  seioen  reellen  und  imaginären  Teil  zerlegt  denkt.  Die  Function, 
die  in  der  zweiten  Qleichang  links  steht,  ist  der  verdoppelte  rein 
imaginäre  Teil  von  f{x  +  iy).     Also: 

Sati  79:  Man  erhält  alle  reellen  Isothermensysteme  in 
der  Ebene,  wenn  man  einerseits  den  reellen,  andererseits 
den  rein  imaginären  Teil  einer  Function  f{x  +  iy)  gleich 
GoDstans  setzt.  Die  beiden  hervorgehenden  Gleichungen 
stellen  die  beiden  Cnrvenscharen  des  Systems  dar. 

Wir  geben  einige  Beispiele,  in  denen  wir  die  thermischen  Co- 
ordinaten  mit  »  und  o  bezeichnen: 

).  Beiapiel:    Es  sei 
f(x  +  iy)^\og(x  +  iy), 
i.  b.  wir  setzen: 


ty  =  e 


vaä  erhalten,  da 


Siehe  BeiEpiel  8.  128. 

2.  Beiapiel:    Es  sei 


iK.    EUmination  von  t  gieht  als  Schar  der  Cnrven  (u): 

Uta  alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkt  die  y-Aie  berühren.    EliminatiOD  v 
pebt  als  Schar  der  Cnrven  («): 


■ho  alle  Kreiae,  die  im  Anfaogspnnkt  die  x-Aie  berUhrea.    Siehe  Fig.  32.' 

'  In  der  Fig.  S2  sud  Kreise  gezeichnet,   deren  thennische  Coordinaten 
K  Did  *  nach  arithmetiscben  Beihea  ziuiehmen.    Dabei  rfleken  die  Kreise  in 
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3.  Beispiel:  Wir  fragen  nach  allen  laotbermensTSteinen,  die  ana 
Kreisen  bestehen.  Wenn  zwei  Scharen  von  Je  oo^  Kreisen  in  einander  ortho- 
gonal sein  sollen,  so  müssen  die  Kreise  jeder  Schar  nach  8.  58  ein  Büschel 
bilden.  Wird  die  y-Ane  durch  die  Scheitel  des  einen  BUschels  gelegt  und  der 
Anfangspunkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Scheiteln  gewählt,  sodass  x  »  0, 
y  >-  ±  n  die  Coordinaten  der  Scheitel  sind,  so  ist 

(16)  (x  -  u)«  +  y«  -  a«  +  n* 

die  Gleichung  der  Kreise  dieser  Schar  mit  dem  Parameter  M.    Zu  den  Kreisen 
der  zweiten  Schar  gehört  die  «-Axe,   und   die  Scheitel  des  zweiten  Bttscbeb 
mUssen  natürlich  symmetrisch,  d.  h.  auf  der  x-Axe  mit  den  Abscissen  ±  m 
liegen,  sodass 
(16)  a;«  +  (y  -  r)»  =  r«  +  m* 

die  Gleichung  der  zweiten  Schar  ist    Aber  wir  wissen  noch  nicht,  welche  Be- 
ziehung zwischen  m  und  n  besteht. 

Um  dies  zu  erkennen,  bedenken  wir,  dass  die  beiden  Gleichungen  x  und  y 
als  Functionen  von  u  und  v  definieren,  sodass  die  totale  Differentiation  nach 
u  und  V  die  Gleichungen  giebt: 

(x  —  u)dx  +  y  dy  —  xdu, 

xdx  +  (y  —  v)dy  "  ydv» 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

J  SS  UV  —  uy  —  vx, 

so  giebt  die  Auflösung  nach  dx  und  dy: 

dx''-rlx(y-'r)du'-y^di\i        dy  =»  -j  |  -  «'du  +  y(a;  -  w)dr| , 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form  hat: 

da*  t.  dx^  +  dy*  -    .,  \x*[x*  +  (y  -  v)*]  d u* ^  2 x y  [x{x  —  u)  + 

+  y{y  '-if)]dudv  -^y^lix-^uy  +  y*] dv*\  . 

Die  Bedingung  der  Orthogonalitftt  ist  nun  nach  Satz  67,  S.  110: 

x{x  -  m)  +  y(y  -  r)  -  0. 

Aber  durch  Addition  von  (15)  und  (10)  geht  hervor: 

a;  (a;  —  m)  +  y  (y  -  r)  -  i  (w*  +  n«) . 

Die  Constanten  m  und  n  mUssen  also  so  gewählt  werden,  dass 

m  ■■  in 
ist,  sodass  wir  statt  (16)  haben: 

(17)  X*  +  {y  -  r)«  =-r*  -n*. 

Das  Quadrat  des  Bogonelemctcs  ist  jetzt  wegen  (15)  und  (17)  auf  die  Form  sa 
bringen : 

d»»  -  -j.  Ix*  {V*  -  n«)  du*+y*  (u*  +  n»)  d  v*\  . 


der  Nähe  des  Anfangspunktes   so  eng  zusammen,   dass   sie   sich  nicht  mehr 
zeichnen  lassen.    Daher  ist  die  Umgebung  dieser  Stelle  freigelassen  worden. 
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Von    den   in  Satz  71,   S.  117,   erwähnten   beiden  Bedingungen   für   ein 
Iflothermensjstem  ist  jetzt  die   erste,   die  der  Orthogonalität,   f&r  die  ELreis- 
(15)  und  (17)  erfüllt.   Die  zweite  wird  erfüllt  sein,  wenn  das  Verhältnis: 

x*(v*  -  n*) 


y«  («•  +  n«) 


gleich  dem  Verhältnis  ans  einer  Fanction  von  u  allein  zu  einer  Function  von 
9  allein  ist.  Dabei  ist  natürlich  zu  beachten,  dass  x  und  y  die  durch  (15)  und 
(17)  definierten  Functionen  von  u  und  v  sind. 

Wenn  wir  nun  (15)  und  (17)  so  schreiben: 

»'  +  y*  —  w*  ■■  2  f*  a? , 
x'  +  y*  +  n*  =  2  I?  y 

und  diese  Gleichungen  quadrieren  und  von  einander  subtrahieren,  so  kommt 
ohne  Mühe: 

x*  _  «?•  —  n* 

sodass  also  jenes  Verhältnis 

x^  (g*  -  n«)  ^  /pt_^t\t  1  1 

iat.      Oie  Bedingung  ist  demnach  erfüllt. 

Satz  80:   Jedes  Orthögonalsjstem   von  Kreisen   in  der  Ebene 
ist  ein  Isothermensjstem. 

I>ie  Function  a  und  ß  sind  hier  (siehe  (8)): 


nach  (5) 


(lö) 


/du  1        ^    u 

ü*  +  n*       n        ^  n 

r     dv  1  .       V  —  n 

*  J  p»  -  n*  "  2n  ^^  17  +n 


thermische  Parameter  sind. 

EHe  Kreisscharen  (15)  und  (17)  sind  reell,  wenn  u  und  r  reell  sind  und 
fs  entweder  reell  oder  rein  imaginär  ist  Ist  n  reell,  so  hat  das  erste  Büschel  (15) 
die  reellen  Scheitel  (x  =  0,  y  =  ±  n),  ist  n  rein  imaginär,  so  hat  das  zweite 
Bosehel  (17)  die  reellen  Scheitel  (a;  =  ±  in,y  =  Ö).  Wird  statt  eines  reellen 
'Wertes  von  n  derselbe  Wert,  multipliciert  mit  i,  gesetzt,  so  kommt  dies  nur 
auf  eine  Vertauschung  der  Azen  hinaus.    Daher: 

Sfttz  81:  Das  allgemeinste  Orthogonalsystem  von  Kreisen  in 
der  Ebene  ist  ein  Isothermensjstem  und  kann  durch  geeignete 
l^ahl  der  Azen  auf  die  Form 

»•  +  y*  —  2 1<  a;  «s  n* ,      »•  +  y*  —  2 1?  y  =  —  n* 

gebracht  werden.  Ist  es  reell,  so  darf  die  Constante  n  reell  an- 
genommen werden.  Es  besteht  aus  allen  Kreisen,  von  denen  die 
eine  Schar   durch   die   beiden  reellen  Punkte  (a;«0,y=  ±n)   und 
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!  beiden 


oaginSren  Punkt«  [x  ~ 


die  andere   durch   di 
geht  (siebe  Fig.  SS).' 

Ein  beaonderer  Fall  ergiebt  »ich,  wenn  n  ~  U  iat,  denn  dann  hoObn 
beide  Kreiascharen  im  Anfiingspiuikt  die  x-  htm.  y-Äze,  sodaaa  sich  die  Fig.  U 
«nf  S.  131   ergiebt 

StiUschweigeud  haben  wir  yoraoBgesettt,  dass  die  Scheitel  der  Bflaelwl  ■ 
Endlichen  liegen.  Liegt  ein  Scheitel  unendlich  fern,  so  artet  daa  mgM^ 
Büschel  in  eine  Schar  von  Geraden  ans.    Wenn  dann  der  anden  Scfaeitd '» 


Fig.  33. 


Fig.  84. 


Endlichen  liegt,  so  kommen  wir  xu  einem  Strahlenbüscbel  nnd  den  oitiiogoaila 
Kreisen,  d.  b.  mr  Fig.  Bl  aaf  S.  128.  Wenn  aber  dieser  andere  Scheitel  »aA 
nneDdlicb  fem  liegt,  so  kommen  wir  m  parallelen  Geraden  nnd  den  zu  ihnn 
senkrechten  Geraden,  also  tu  dem  Isothermennetc  x  »  ConsL,  y  b  Const  (ädta 
Fig.  3*). 

Es  giebt  demnach  vier  Typen  von  Orthogonalsyatemen  tob 
Kreisen,  nnd  alle  sind  Isothermenarsteme,  dargestellt  durch  die 
Figuren  31,  32,  83,  34.  Jedes  Orthogonalsystem  von  Kreisen  ist 
mit  einer  von  diesen  vier  Figuren  ähnlich. 


§  20.    Curvansystema  in  der  Ebene,  die  durch  DIITarential- 
gteichungen  definiert  sind. 

In  §  17  stellten  wir  uns  vor,  zwei  Scharen  von  je  qo'  Cuttsd 
seien  durch  zwei  endliche  Qleichimgen 
(1)  x  =  if(u,v),      y=--tf>(u,v) 

gegeben.     Die  Gleichungen  deBnieren  u  and  v  als  FnncttoneiL  von 

'  In  Fig.  S:t  musate  wieder  die  Umgebung  der  Stellen  (z  —  0,  y  —  ±n) 
frei  bleiben,  da  eich  die  Kreise  dort  za  sehr  hftufen.  Auch  in  dieser  fWir  itad 
solche  Kreise  coustruicrt,  deren  theTmische  Parameter  (18)  nach  »  ' ' 
Reihe  zunehmen. 
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X  und  y,  und  diese  Functionen  stellen,  gleich  Gonstans  gesetzt,  die 
beiden  Curvenscharen  dar. 

Nach  §  14  können  wir  uns  die  Functionen  u{Xfy)  und  v{xyy) 

als   Integrale    zweier    gewöhnlicher    Differentialgleichungen    erster 

Ordnung: 

(2)  X,{x,t/)dy-r,{x,y)dx^O,     X^{x,y)dy  ^Y^(x,y)dx^O 

definiert  denken.    Sie  sind  dann  freilich  unbekannt,  ebenso  auch  die 
Gleichungen  (1).  Es  fragt  sich  nun,  wie  wir  die  in  den  Sätzen  des  §  17 
aufgestellten  Kennzeichen  für  besondere  Gurvennetze  mit  Hülfe  dieser 
Differentialgleichungen   allein   auszudrücken   im  Stande   sind.     Wir 
knüpfen  also  durchaus  an  die  Bezeichnungen  in  §  17  an,  behalten  dabei 
aber  immer  im  Auge,  dass  u  und  v  die  unbekannten  Integrale  der 
gegebenen  Differentialgleichungen  (2)  sein  sollen.     Da  jede  Func- 
tion von  u  bez.  v  wieder  ein  Integral  der  ersten  bez.  zweiten  Dif- 
ferentialgleichung (2)  ist  (nach  Satz  59,  S.  90),  so  dürfen  wir  unter 
V  nnd  V  gerade  die  Integrale  verstehen,  ftir  die  sich  die  Formeln  (2) 
auf  S.  113,  die  die  Netzanordnung  festsetzen,  auf 

du  =  6,        dv  s=  6 
reducieren.^ 

Nach  S.  91   haben  die  Differentialgleichungen .  (2)  gewisse  noch 
unbekannte  Multiplicatoren  (lix^y)  und  v(x^y)^  für  die: 

fjL{Xj  dy  —  ¥^  dx)=  duy       v {X^  dy  —  Y^  dx)  =  dv 
^   Hieraus  folgt  durch  Auflösen  nach  dx  und  dy\ 


dx  = 


sodass,  wenn  zur  Abkürzung 


(3) 

Xj  lg  —  Xg  Jj 

=  J 

gesetzt  wird: 

t 

dx              l    X^ 

dx        1 

(41 

du~        A     fc   ' 

dv  ^  A 

\v 

dy  _        17, 
du             A     u    ^ 

dy        1 
dv        A 

X, 


Y, 


isL    Die  Functionen  J,  X^,  X^,  Y^,   Y^   sind  bekannt.     Wie  man 

'  Anders   ausgesprochen:    Statt  der  in  §  17    benutzten  Parameter  u,  v 
benutzen  wir  (siehe  S.  125)  von  vornherein  die  Parameter: 

r^u_       r  dv 

J  a(u)'       J   ß(v)  • 
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sieht,  sind  also  die  ersten  Differentialquotienten  der  unbekannten 
Functionen  x  und  y  von  u  und  v  bis  auf  die  beiden  noch  unbe- 
kannten Functionen  ju  und  v  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt 
Diese  vier  Functionen  (4)  können  wir  nach  (1)  mit  9)^,  q>^\  tp^,  tp^ 
bezeichnen. 

Die  Integralcurven  der  beiden  Differentialgleichungen  (2)  bilden 
ein  Orthogonalsystem,  wenn  nach  Satz  66,  S.  110,  und  nach  (4): 

ist,  was  ja  auch  auf  anderem  Wege  einleuchtet 

Nach  Satz  68,  S.  116,  lassen  sie  sich  so  anordnen,   dass  sie 
die  Ebene  mit  unendlich  kleinen  Ehomben  überdecken,  wenn 

ist,  da  ja  jetzt  a{u)  und  ß{v)  gleich  Eins  angenommen  werden 
dürfen.     Dies  giebt  nach  (4): 

Satz  82:     Die  Integralcurven  der  beiden   Differential- 
gleichungen: ' 

in  der  jry-Ebene  lassen  sich  so  anordnen,  dass  sie  ein  Netz 
von  unendlich  kleinen  Rhomben  bilden,  wenn  sie  Multi- 
plicatoren  ju  und  v  haben,  für  die: 


ist. 

Aus  Satz  70,  S.  117,  folgt  femer: 

Satz  83:     Die  Integralcurven   der  beiden  Differential- 
gleichungen: 

in  der  jrj^-Ebene  bilden  ein  Isothermensystem,  wenn  erstens: 

X,  X,  +  r,  r^  =  0 

ist  und  wenn  sie  zweitens  Multiplicatoren  /u  und  v  haben, 
für  die: 

fji:v  =  YXj+l^^:Yx;^+T^^ 
ist. 

Satz  72,  S.  118,  liefert  wegen  (3)  und  (4): 
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Satz  84:   Damit  sich  die  Integralcurven  der  beiden  Dif- 
ferentialgleichungen 

in  der  xy-£bene  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz 
bilden,  in  dem  der  Inhalt  des  an  der  Stelle  {x^y)  befind- 
lichen unendlich  kleinen  Netzvierecks  einer  gegebenen 
Function  Si{x,y)  des  Ortes  proportional  wird,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Differentialgleichungen  Multi- 
plicatoren  ju  und  v  haben,  für  die: 

l:M.'  =  ß(^,y).(X,7,-^Ji) 
ist. 

Endlich  giebt  noch  Satz  73,  S,  119: 

Satz  85:     Damit    sich    die   Integralcurven    der    beiden 
Differentialgleichungen 

X^dy^Y^dx^Q,       J, dy  -Y^dx=^0 

in  der  ;ry-Ebene  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz 
bilden,  in  dem  das  Verhältnis  der  Seiten  des  an  der  Stelle 
(jT,  y)  befindlichen  unendlich  kleinen  Netzvierecks  eine 
gegebene  Function.Q(ar,^)  des  Ortes  wird,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Differentialgleichungen  Multipli- 
catoren  jtt  und  v  haben,  für  die: 


_      1      ,/^'+  y? 

^•*'-    Sl(x,y)    V  X,^+  V 
ist. 

Es    kann    nun   vorkommen,    dass    man   in   einem   vorgelegten 

Problem,  in  dem  zwei  Scharen  von  Curven  durch  zwei  gewöhnliche 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  definiert  sind,  von  vornherein 

ans    anderen  begleitenden  Umständen  weiss,    dass  die  Scharen  eine 

der  in  diesen  Sätzen  angegebenen  Eigentümlichkeiten  haben.    Dann 

wissen  wir  von  zwei  noch  unbekannten  Multiplicatoren  ju  und  Vy  dass 

entweder  —  wie  in  Satz  82,  83,  85  —  das  Verhältnis  ju:v  oder 

—    wie  in  Satz  84  —  das  Product  iiv  eine  bekannte  Function 

Ton  Jc  und  y  ist.    Aus  dieser  Thatsache  kann  man  nun  aber  fx  und  v 

selbst  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Denn   wir  wissen  —   nach  Satz  60,  S.  92  — ,  dass  ii   und  v 

den  Gleichungen: 

r  ^^og/^  I  Y  ^^^^^  H    ^^'   I    ^  ^'  =  0 


dx  ^     d  y  dx  d  y 

logy        Y  5 log  V        dX^         d  Yj 
dx  •     öy  dx  d  y 


^2   ^-^  +  ^1  ^ir  +  ~^-^  +  "SIT  -  " 
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genügen.    Ist  nun  ju:i/ oder  jlci' bekannt,  so  besteht  eine  Beziehung: 

logiU±logr  =  i(ar,y), 
in  der  A(x,  ^)  bekannt  ist.     Hieraus  folgt  aber: 

(6)  log|iA  =  iTlogi/. 

Setzen  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  (5)  ein,  so  kommt: 

q:  x,^^ T  r,^  +  Xj|i  +  i;  |A  +  ö^  +  öH  =  0. 

'       ^     ox  ^     oy  ^ dx         ^ ay        dx  ay 

In  dieser  und  in  der  zweiten  Gleichung  (5)  sind  nur 

d  log  V  d  log  V 

dx    ^  d  y 

noch  unbekannt.  Aber  die  beiden  Gleichungen  lassen  sich  nach 
diesen  beiden  unbekannten  auflösen,  da  die  Determinante  X^Y^  —  X^  ¥^ 
4=  0  ist.  Wir  kennen  also  die  partiellen  Ableitungen  von  log  p. 
Mithin  ergiebt  sich  v  durch  Quadratur  und  nach  (6)  auch  fx.  Sind 
aber  Multiplicatoren  bekannt,  so  ergeben  sich  Integrale  u  und  v 
nach  S.  91  durch  Quadratur. 
Folglich  hat  sich  ergeben: 

Satz  86:    Weiss  man,  dass  die  Integralcurven  zweier  ge- 
gebener Differentialgleichungen 

X^di/—  Y^dx^Oj       Xj  dy  =  Y^dx  =sO 

in  der  ory-Ebene  eine  der  in  Satz  82  bis  85  angegebenen 
Eigentümlichkeiten  haben,  so  lassen  sie  sich  durch  Qua- 
draturen bestimmen. 

Schliesslich  sei  noch  ein  Satz  abgeleitet: 

Nehmen  wir  an,  wir  wissen,  dass  die  Integralcurven  der  beiden 
gegebenen  Differentialgleichungen 

(7)  Xjrfy-  ri£fx  =  0,     Xjcfy-  Y^dx=^0 

so  angeordnet  werden  können,  dass  die  Integralcurven  der  ebenfalls 
gegebenen  Differentialgleichung: 

(8)  3e^y-?)£far  =  0 

die  eine  Schar  von  Diagonalcurven  bilden.  Dann  wissen  wir  auch,  dass, 
wenn  u  und  v  irgend  zwei  Integrale  der  beiden  ersten  Differential- 
gleichungen sind;  ein  Integral  der  letzten  Differentialgleichung  nach 
S.  114,  Formel  (4),  die  Form: 

r  du   _  r  dv 

J    a{u)        J  JW 
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-— -T-  und   I  -STT  Integrale  der 

^  beiden  ersten  Differentialgleichungen.     Mithin  wissen  wir,  dass  die 
Differentialgleichungen  (7)  und  (8)  Integrale  von  der  Form: 

haben.     Es  seien  fjL,  v  und  A  die   zugehörigen  Multiplicatoren,   die 
wir  zunächst  ebenso  wenig  wie  u  und  v  kennen.     Dann  ist: 

du  =  iu(Xj  dy  —  Tj  dx) ,       dv  =  v{X^  dy  —  Y^  dx)j 

rf(M  —  t?)  =  A  (X  rfy  —  D  dx) , 
also: 

fjL{X^dt/—  T^dx)  -  v[X^dij  -  Y^dx)^k{?£dy  —  '^dx)y 

woraus  einzeln  folgt: 

Eliminieren  wir  l,  so  bleibt: 

d.  h.  wir  kennen  fjL :  v.  Daher  können  wir  —  wie  vorhin  gezeigt 
wurde  —  fi  und  v  selbst  durch  Quadratur  bestimmen,  also  auch 
«  und  V  und  folglich  u  —  v.  Damit  ist  die  Integration  beendet. 
Wir  finden  mithin: 

Satz  87:  Weiss  man,  dass  die  Integralcurven  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung 

Diagonalcurven  in  einem  der  Netze  sind,  die  aus  den  Inte- 
gralcurven der  beiden  gegebenen  Differentialgleichungen 

gebildet  werden  können,  so  verlangt  die  Integration  aller 
dreier  Gleichungen  nur  Quadraturen.^ 

^  Die  Sätze  dieses  Paragraphen  rühren  wesentlich  her  von  Lie.  Siehe 
^  in  der  Fussnote  S.  93  genannte  Werk,  Kap.  9,  in  dem  namentlich  der 
Satz  87  auf  eine  tiefer  liegende  Eigentümlichkeit  der  drei  Differentialgleichungen 
^t»  Satzes  zurückgeführt  wird,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen  können. 


Zweiter  Abschnitt. 

Cnryen  im  Baume. 


§  1.    Uebersicht  Ober  die  räumlichen  Gebilde. 

In  der  Geometrie  der  Ebene  sind  die  Curven  der  vornehmste 
Gegenstand  unserer  Betrachtungen  gewesen.  Eine  Curve  kann  als 
Ort  einer  stetigen  Schar  von  oo^  Punkten  definiert  werden.  Aber 
auch  eine  stetige  Schar  von  oo^  Geraden  in  der  Ebene  definiert  eine 
Curve,  nämlich  ihre  Einhüllende.  In  der  Ebene  ist  also  das  von 
00^  Punkten  erzeugte  Gebilde  mit  dem  von  oo^  Geraden  erzeugten 
Gebilde  identisch. 

Anders  im  Räume.  Hier  haben  wir  drei  Elementargebilde: 
Punkte,  Geraden  und  Ebenen.  Eine  stetige  Schar  von  cx>^  Punkten 
ist  ein  Curve.  Wir  werden  sehen,  dass  auch  eine  stetige  Schar 
von  00^  Ebenen  eine  Curve  erzeugt.  Eine  stetige  Schar  von 
00*  Punkten  ist  eine  Fläche.  Wir  werden  sehen,  dass  eine 
stetige  Schar  von  oo*  Ebenen  auch  eine  Fläche  umhüllt. 

Aber  auch  stetige  Scharen  von  Geraden  erzeugen  wichtige 
räumliche  Gebilde.  Während  der  Raum  cx>'  Punkte  und  oo'  Ebenen 
enthält,  da  jeder  Punkt  durch  drei  Coordinaten  x,  y,  z  und  jede 
Ebene  durch  eine  Gleichung  mit  drei  wesentlichen  Constanten  dar- 
gestellt wird,  giebt  es  oo*  Geraden.  In  der  That  wird  ja  eine 
Gerade  allgemeiner  Lage  im  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystem   [x^i/yz)   etwa   durch   zwei  Gleichungen   von   der  Form 

(1)  X  ^rz  +  Q,       y  =  8z  +  (T 

definiert,  die  vier  wesentliche  Constanten  r,  s,  p,  <r  enthalten.  Im 
Räume  sind  demnach  stetige  Scharen  von  oo\  von  oo*  und  von 
00*  Geraden  vorhanden.  Eine  stetige  Schar  von  oo^  Geraden  er- 
zeugt eine  Fläche  von  besonderer  Art,  eine  geradlinige  Fläche 
oder  Regel  fläche.  Die  einfachsten  Beispiele  hierzu  sind  der 
Cylinder,  der  Kegel,  das  hyperbolische  Paraboloid  und  das  ein- 
schalige Hyperboloid.  Eine  stetige  Schar  von  oo^  Geraden  erzeugt 
im  Allgemeinen   weder  eine  Curve,   noch   eine  Fläche.     Man  nennt 
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sie  ein  Strahlensystem  (eine  Strahlencongruenz).  Hierzu 
gehören  z.  B.  alle  Geraden,  die  ein  Ellipsoid  senkrecht  schneiden. 
Auch  eine  stetige  Schar  von  oo'  Geraden  erzeugt  im  Allgemeinen 
nicht  eigentlich  Gurren  oder  Flächen,  wenn  sie  auch  mit  solchen 
Gebilden  in  engen  Beziehungen  steht  Man  nennt  eine  solche  Schar 
einen  Strahlencomplex.  Hierzu  gehören  z.  B.  alle  Geraden,  die 
dieselbe  Neigung  zu  einer  Ebene  haben. 

Aus  diesen  flüchtigen  Andeutungen  sieht  man  schon,  dass  der 
Stoff,  den  wir  im  Räume  vor  uns  haben,  viel  mannigfaltiger  als  der 
in  der  Ebene  ist.  Wir  werden  daher  eine  Auswahl  zu  treffen  haben, 
um  nicht  zu  weit  geführt  zu  werden.  Zunächst  sollen  die  Curven 
im  Räume  eingehend  untersucht  werden. 

Die  einfachste  Curve  im  Räume  ist  die  Gerade.  Sind  ;r,  y,  z 
rechtwinklige  Punktcoordinaten  im  Räume,  so  können  wir  eine  Gerade 
Ton  allgemeiner  Lage  durch  die  Gleichungen  zweier  Ebenen  defi- 
nieren: 

(2)  A^x  +  B^y  +  C^z^B^,       A^x  •]•  B^y  +  C^z  ^  B^, 

indem  wir  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  betrachten.  Diese  Dar- 
stellang  leidet  aber  an  dem  Mangel,  dass  unter  den  oo^  Ebenen, 
die  eine  Gerade  enthalten,  zwei  bevorzugt  worden  sind.  Auch  wenn 
wir  die  Gleichungen  nach  x  und  y  auflösen,  wie  es  oben  in  (1)  ge- 
schehen ist,  sind  zwei  besondere  Ebenen  durch  die  Gerade  bevor- 
zugt; die  erste  Gleichung  (1)  stellt  nämlich  eine  Ebene  parallel 
2ury.Axe,  die  zweite  eine  Ebene  parallel  zur  ar-Axe  dar. 

Besser   und   häufig  bequemer   ist  eine  andere  Darstellung  der 
Geraden:     Ist  (o,  i,  c)  ein  Punkt  im  Räume,   sind  ferner  A,  -ff,  C 
drei  bestimmte  Zahlen  und  ist  t  eine  beliebig  veränderliche  Grösse, 
'  so  stellen  die  drei  Gleichungen 

(3)  x  =  a  +  At,      y  =  b  +  Btj       z  =  c+Ct 

die  Punkte  {x,  y,  z)  einer  Geraden  dar,  nämlich  derjenigen  Geraden, 
die  durch  den  Punkt  (a,  i,  c)  geht  und  ausserdem  den  Punkt 
mit  den  Coordinaten  a  +  A,  b  +  B,  c  +  C  enthält.  In  (3)  liegt  die 
Parameterdarstellung  einer  Geraden  vor.  Zu  jedem  Werte  des 
Parameters  t  gehört  ein  bestimmter  Punkt  {x,y,z)  der  Geraden. 
Die  Strecke  vom  Punkte  (a,  b,  c)  bis  zu  diesem  Punkte  ist  gleich 

oder: 

tyA^  +  B^  +  (?. 

Bei  reellen  Geraden  ist  diese  auf  der  Geraden  gemessene  Strecke 
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nur  dann  gleich  Null,  wenn  ^  =  0  ist,  mit  anderen  Worten,  wenn 
der  Punkt  {xy^yz)  mit  dem  Punkt  {a,byc)  zusammenfällt  Aber 
bei  imaginären  Geraden  kann  auch  A^  +  £^  +  (?saO  sein.  Eis  sind 
dies  die  Geraden  von  der  Länge  Null,  die  Minimalgeraden,  denen 
wir  ja  schon  in  der  Ebene  auf  S.  6  begegnet  waren.  Diese 
Minimalgeraden  werden  wir  später  genauer  untersuchen. 

Bis   auf  weiteres   sehen   wir   von   ihnen  ab  und  nehmen  also 
an,  dass 

sei.  Die  Projection  der  vorhin  berechneten  Strecke  der  Geraden 
auf  die  d;-Axe  ist  gleich  x  —  a  oder  nach  (3)  gleich  A  t  Das  Ver- 
hältnis aus  ihr  und  der  Strecke  selbst  ist  der  Cosinus  des  Winkels  a, 
den  die  Gerade  (3)  mit  der  x-Axe  bildet: 

Ä 
cosa  ■ 


Von  diesem  Winkel  kann  wohlbemerkt  auch  dann  geredet  werden, 
wenn  die  Gerade  die  x-Axq  nicht  schneidet  Es  ist  eben  der 
Winkel  a,  den  zwei  solche  Geraden  miteinander  bilden,  die  man 
durch  irgend  einen  Punkt  parallel  zur  x-Axe  und  zur  Geraden  (3) 
ziehen  kann.     Entsprechend  sind: 

B  ^ 

cos  ß  =s  — ^n:— 1^-- ,     cos  y  =  -" 


Va^  +  i?^  +  C*  V^«  +  B«  +  CT» 

die  Cosinus  derjenigen  Winkel  ß  und  y^  die  von  der  Geraden  (8) 
mit  der  y-  und  der  z-Axe  gebildet  werden.  Diese  drei  Cosinus 
heissen  bekanntlich  die  Richtungscosinus  der  Geraden  (8), 
und  zwischen  ihnen  besteht  die  Beziehung: 

(4)  cos*  C4  +  cos^  ß  +  cos*  y  =  1 . 

Dies  gilt  nicht  bei  den  Minimalgeraden,  auf  denen  ja 
jede  Strecke  gleich  Null  ist.  Man  kann  daher  auch  nicht  von  dem 
Winkel  sprechen,  den  eine  Gerade  mit  einer  Minimalgeraden  bildet 

Für  die  Anwendungen  merkt  man  sich,  dass  bei  der  Parameter« 
darstellung  (3)  einer  Geraden  die  Coefficienten  A,  By  C  des  Para- 
meters den  Richtungscosinus  proportional  sind,  woraus  dann  sofort 
folgt,  dass,  wenn  {a,  b,  c)  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  ist, 
die  drei  Brüche 

X  —  o  y  —  b  X  —  c 
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emander  gleich  sind,  während  sie  sich  längs  der  Geraden  ändern. 
Wenn  man  sie  daher  alle  drei  mit  t  bezeichnet: 

X '-  a  y  —  ^_  *  —  c  . 

"AT"' ~B~  "  ~~C~  "    ' 

so  folgt  hieraus  durch  Auflösung  nach  x^y,  z  die  Parameterdar- 
stellung (3).  Wir  sagen  öfters  kurz :  Die  Gerade  (8)  hat  die  Rich- 
tung (Ä:B:C). 

Häufig    werden    wir    die    bekannte   Formel    der    analytischen 
Geometrie  anwenden,  nach  der 

/3)  cos  (o  =  cos  Oj  cos  a^  +  cos  ß^  cos  /?,  +  cos  y^  cos  y, 

der  Cosinus  des  Winkels  ist,  der  von  zwei  solchen  Richtungen  ge- 
bildet wird,  von  denen  die  eine  mit  den  Axen  die  Winkel  o^,  /?j,  Yi 
nnd  die  andere  die  Winkel  a^^  ß^j  y^  bildet.  Man  kann  diese 
Formel  ohne  Mühe  aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  ablesen, 
dessen  Spitze  der  Anfangspunkt  ist  und  dessen  Schenkel  zwei 
Strecken  von  der  Länge  Eins  und  von  den  gegebenen  Richtungen 
^ind,  indem  man  den  einen  Schenkel  auf  den  andern  projiciert. 


§  2.   Aenderung  des  Coordlnatensystems. 

Aus  den  Grundlagen  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
schalten  wir  hier  Einiges  ein,  teils  um  den  Leser  daran  zu  erinnern, 
teils  tun  später  bequem  darauf  zurückverweisen  zu  können. 

Das  dreifach  rechtwinklige  Axenkreuz  {Oxyz)  sei  aus  seiner 
ofsprünglicben  Lage  durch  Bewegung  in  eine  neue  Lage  übergeführt 
vrorden,  sodass  der  Anfangspunkt  alsdann  an  der  Stelle  Ö  liegt. 
Die  Axen  seien  in  ihrer  neuen  Lage  als  die  ^-,  p-  und  i-Axe  be- 
zeichnet. Die  Richtungen  der  neuen  positiven  Axen  bilden  mit 
den  Dichtungen  der  alten  positiven  Axen  Winkel,  deren  Cosinus 
^v  ßv  Ti'^  ^a>  Ä>  ^2»  ^8>  A>  ^8  seien,  sodass  aus  der  Tafel 


*    y 

Z 

* 

«1   ßi 

Yi 

9 

"t   ßi 

Yi 

z 

«8       Ä 

7i 

ZU  entnehmen  ist,  welche  Cosinus  mit  a^^  ß.j  y.  bezeichnet  werden 
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sollen.     Femer  habe  der  neue  Anfangspunkt  0  im  ursprünglichen 
System  die  Goordinaten  a,  b,  c. 

Ein  Punkt  P  des  Raumes  kann  auf  beide  Coordinatensysteme 
bezogen  werden.  Es  fragt  sich,  wie  sich  seine  Goordinaten  Xj  y,  z 
und  Xj  py  z  vermöge  einander  ausdrücken.     Wir  finden  dies  leicht, 

Z  wenn  wir  von  dem  Satze 

_  Gebrauch  machen,  d as s 

die  Summe  der  Pro- 
jectionen  der  Seiten 
eines  räumlichen  ge- 
schlossenen Poly- 
gons auf  eine  belie- 
bige Gerade  gleich 
Null  ist.  Ein  sol- 
ches Polygon  stellen 
wir  so  her  (Fig.  35): 
Das  Lot  von  P  auf  die 
iP^- Ebene  treffe  diese 
in  J,  das  Lot  von  A 
auf  die  JP-Axe  diese  in 
B.  Femer  sei  C  der 
Fusspunkt  des  Lotes 
von  P  auf  die  yr-Ebene, 
D  der  Fusspunkt  des 
Lotes  von  C  auf  die  z-Axe.  Endlich  treffe  das  Lot  von  Ö  auf 
die  ory-Ebene  diese  in  JS  und  das  Lot  von  E  auf  die  ;r-Axe  diese 
in  F.   Jetzt  ist 

OFJSÖBAPCDO 


Fig.  35. 


ein    geschlossenes    räumliches   Vieleck.      Seine    Seiten    haben    die 
Längen: 

a,     b,     c,     £,     py     f,     —X,     -y,     — z, 


bei  gehöriger  Beachtung  der  Richtung  des  Umlaufes,  die  bei  den 
drei  letzten  Seiten  den  Richtungen  der  positiven  Axen  entgegen 
sind.  Aus  der  obigen  Tafel  entnehmen  wir  die  Gosinus  der  Winkel, 
die  von  den  Seiten  des  Vielecks  mit  den  alten  und  neuen  Axen 
gebildet  werden.  Projicieren  wir  das  Polygon  nach  einander  auf 
die  drei  alten  Axen  und  auf  die  drei  neuen  Axen,  so  gehen  die 
sechs  Gleichungen  hervor: 
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b  +ß^£  +  ß^p  +  ß^z-t/==0, 

cc^a  +  ß^b  +  r^c  +  p  --  a^x  --  ß^y  --  y^z  =^  0 , 
a^a  +  ß^b  +  yj^c  +  i  -^  a^x  -  ßj^i/  --  y^z  ==  0 , 

Oder: 

Ix=^  a^£  +  a^p  +  a^z  +  a, 
y^ß^£  +  ß^P  +  ß^z  +  b, 
z  =^y^£  +  y^p  +  y^z  +  c 
nnd 

/  £  ^  a^{x --  a)  +  ß^(y  -  b)  +  y^{z  --  c) j 

(2)      j        9^  ccii^  -  ö)  +  Ä(y  -  *)  +  /2(^  -  ^). 

I  z  =  aj^{x  ^  a)  +  ß^{y  -  b)  +  y^  {z  -  c). 

Von  diesen  Formeln  müssen  die  einen  die  Auflösungen  der 
anderen  sein.  Setzen  wir  die  Werte  (1)  von  ar,y,  z  in  (2)  ein,  so 
folgt  also,  dass  die  Beziehungen  bestehen  müssen: 

<  +  A'  +  ^l'  =   1  »  «2  ^8  +  ft /?3  +  ^2^8=  0, 

(3)     \     aa*  +  /?,^  +  /a*  =  l,       a8^i+A/?i  +  /8yi  =  0, 

«8*  +  ft'  +  ^'s'  =  1  ;  «1  «2  +  /?!  /?2   +  n  ^2  =  0  . 

Bei  umgekehrter  Substitution  ergeben  sich  diese  Beziehungen: 


(4) 


Zwischen  den  neun  Bichtungscosinus  bestehen  somit  diese 
zwölf  Beziehungen.  Aber  noch  mehr:  Aus  den  beiden  unter  (4) 
auftretenden  Gleichungen: 

ß\^\  +Ä«2  +/*3«^8  =  Ö' 
/i  «1   +  ^2  «2  +  ^8  «8  =  0 

folgt,  da  sie  linear  und  homogen  in  a^^  a,^,  a^  sind: 

(5)   a^  =  X{ß^y^-ß^y^),     a,  =  AC/Sg^'i -/S1/3),     ci^^-^ßi^- ß^ri)^ 

ScKsmEBS,  Geom.  Diffir.  L  10 
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wobei  A  ein  noch  unbekannter  Factor  ist.     Setzen  wir  diese  Werte 
in  die  erste  Gleichung  (4)  ein,  so  kommt: 

^'  m  n  -  ßz  r^f  +  (/?,  y,  -  /?,  r,Y  +  0?,  y,  -  Ä  n)'!  =  i 

oder:^ 

^'  m*  +  ß,'  +  ßz')  iyi'  +  r>*  +  rz")  -  (A  ri  +  Ä  y,  +  Ä  ^sl  =  i  • 

Nach  (4)  aber  reduciert  sich  diese  Gleichung  auf: 
(6)  P  =  l. 

Der  Factor  l  ist  also  gleich  +  1  oder  —  1.    Ehe  wir  zwischen  beiden 
Werten  entscheiden,  beachten  wir  noch,  dass 


(7) 


«1 

Pl 

n 

"2 

ßz 

n 

«8 

ßz 

rz 

=  A 


ist,  wie  man  sofort  findet,  wenn  man  die  Determinante  nach  der 
ersten  Reihe  entwickelt  und  die  Werte  (5)  einsetzt.  Nach  (6)  ist 
mithin  die  Determinante  der  Richtungscosinus  gleich  +  1  oder  —  1. 
Nun  aber  soll  das  neue  Axenkreuz  durch  stetige  Bewegung 
aus  dem  alten  hervorgegangen  sein.  Während  der  Ausführung  der 
Bewegung  werden  sich  die  Richtungscosinus  der  neuen  Axen  gegen 
die  alten  stetig  ändern.  Die  Determinante  muss  also  in  jeder 
Lage  des  neuen  Systems  entweder  gleich  +  1  oder  aber  in  jeder 
Lage  gleich  —  1  sein.  Es  genügt  daher  zu  entscheiden,  welchen 
Wert  sie  zu  Beginn  der  Bewegung  hat.  Zu  Anfang  fallen  die 
neuen  positiven  Axen  mit  den  alten  positiven  Axen  zusammen,  so- 
dass c^j  =  /Sg  =  ^3  =  1  und  alle  anderen  Richtungscosinus  gleich 
Null  sind,  mithin  die  Determinante  den  Wert  +  1  hat  Demnach 
ist  A  =  +  1  zu  setzen,  sodass  die  Formeln  (5),  denen  sich  sofort 
sechs  analoge*  durch  cyklische  Vertauschung  von  a,  ß,  y  anschliessend 
ergeben: 

(8)     j      ^2  =  ßzri'-ßirsy     /^2=/3«i->'i«3»     ^a  =  cf8/?i-«iÄ> 

l    c^3  =  /*i^2-Ä/i;   ßz  =  ri^2-ri^i'^   /3  =  «fiÄ-"«4A> 

während  aus  (7)  folgt: 


'  Wir  benutzen  hier  eine  in  der  Geometrie  des  Raumes  häufig  nützliche 
identische  Umformung,  die  wir  hier  so  schreiben  wollen: 

(Oj  6,  -  a,  bi)'  +  (Og  bi  -  Ol  6^'  +  (rtj  b^  -  a,  b^y  = 
=  («1«  +  Gf«^  +  a^*)(b,^  +  6,«  +  6j«)  -  («1  61  +  o,  6,  +  o,  6,)« . 
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(9) 


^1    ßi     Ti 

^2  ß2   r% 
^3  A   r% 


=  1. 


Natürlich  sind  unter  den  22  Formeln  (3),  (4),  (8)  und  (9),  die 
zwischen  den  neun  Richtungscosinus  bestehen ,  eine  grosse  Anzahl 
Folgen  der  übrigen.  Denn  man  kann  ja  z.  B.  die  JP-Axe  beliebig 
wählen,  d.  h.  a^  und  ß^  beliebig  wählen.  Ausserdem  kann  dann 
noch  die  ^-Axe  rotieren  und  sie  wird  und  mit  ihr  die  Orientierung 
des  neuen  Axenkreuzes  überhaupt  in  ihrer  Richtung  fortgelegt  sein, 
wenn  man  etwa  noch  a^  beliebig  giebt.  Hieraus  folgt,  dass  sich 
alle  neun  Richtungscosinus  z.  B.  durch  u^^  ß^,  a^  ausdrücken  lassen, 
während  diese  drei  beliebig  sind.  Doch  hat  es  für  uns  kein  Inter- 
esse,  dies  weiter  zu  verfolgen.  —  Man  sieht  ohne  Mühe,  dass  z.  B. 
aas  den  Formeln  (3)  und  (9)  alle  übrigen  abgeleitet  werden  können, 
was  auch  geometrisch  deshalb  klar  ist,  weil  die  Formeln  (3)  aus- 
sagen, dass  die  a,  /?,  y  die  Cosinus  dreier  zu  einander  senkrechten 
Bichtungen  sind,  und  die  Formel  (9)  der  Ausdruck  dafür  ist,  dass 
die  neuen  drei  Axen  gegen  einander  dieselbe  Orientierung  wie  die 
drei  alten  Axen  haben. 

Da  wir  einen  Teil  der  Formeln  dieses  Paragraphen  häufig  ge- 
brauchen werden,  sind  sie  des  bequemen  Nachschlagens  halber  am 
Schluss  in  der  Tafel  I  unter  {Ä)  bis  [F)  zusammengestellt.  Wir 
citieren  sie  künftig  einfach  als  I(^)  bis  I(^. 


§  3.    Bewegung  im  Räume. 

Die  Formeln  für  die  Einführung  eines  neuen  rechtwinkligen 
Axenkreuzes  {Osyz),  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet 
haben,  gestatten  noch  eine  zweite  Deutung:  Liegt  eine  starre 
Figur  vor,  so  können  wir  uns  vorstellen,  ein  mit  ihr  fest  ver- 
knüpftes Axenkreuz  (0  £  g  z)  falle  ursprünglich  mit  dem  im 
Banme  fest  gewählten  Axenkreuz  [Oxyz)  zusammen.  Vermöge 
einer  Bewegung  gehe  die  starre  Figur  in  eine  neue  Lage  über,  so- 
düss  das  mit  ihr  verbundene  Axenkreuz  {Os^z)  dann  irgendwo  im 
Baume  liegt.  Alsdann  liegt  gerade  die  Beziehung  zwischen  beiden 
Axenkreuzen  vor,  die  wir  in  §  2  betrachteten.  Dabei  bedeuten 
i,  ^,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Figur  in  ihrer  ursprüng- 
lichen  Lage,   bezogen  auf  das   im  Baume   feste  Axenkreuz,   und 
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X,  y,  z  die  Coordinaten  desselben  Punktes  der  Figur  nach  der 
Bewegung,  ebenfalls  bezogen  auf  das  im  Baume  feste  Axenkreuz. 

Mithin  drücken  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  des  §  2 
das  Ergebnis  einer  allgemeinen  Bewegung  im  Baume  aus, 
bei  der  der  Punkt  (jp,  y,  z)  der  in  Bewegung  gesetzten  Figur 
in  den  Punkt  (ar,  y,  z)  übergeht,  und  zwar  sind  beide  Punkte 
auf  ein  und  dasselbe,  im  Baume  feste  Axenkreuz  bezogen. 
Dabei  bedeuten  z.  B.  a^y  /3^,  Xi  ^^  Bichtungscosinus  derjenigen 
Geraden,  die  zuerst  in  der  or-Axe  lag,  nach  der  ausgeführten  Be- 
wegung. 

Man  sieht  leicht,  dass  bei  einer  Bewegung  im  Allgemeinen 
kein  Punkt  im  endlichen  Baum  in  sich  übergeht,  denn  sonst  müssten 
die  Gleichungen  (1)  des  §  2,  sobald  man  darin  statt  £,  py  z  auch 
X,  y,  z  schreibt,  durch  drei  endliche  Werte  jt,  y,  z  erfüllbar  sein. 
Dies  ist  im  Allgemeinen  unmöglich,  weil  dann  drei  in  x,  y,  z  lineare, 
aber  nicht  homogene  Gleichungen  vorliegen,  deren  Determinante 


(1) 


ßi       Ä-1  ßs 


=  0 


ist.  Dies  nämlich  erkennt  man,  wenn  man  die  Determinante  ent- 
sprechend den  in  ihr  auftretenden  Differenzen  zerlegt  und  die 
Formel  (9),  S.  147,  sowie  die  unter  (8),  S.  148,  in  der  Diagonale 
stehenden  Formeln  anwendet. 

Wohl  aber  lehrt  das  Verschwinden  der  Determinante  (1),  dass 
es  drei  endliche  und  nicht  sämtlich  verschwindende  Constanten  t/, 
t?,  w  giebt,  für  die: 

(  [a^  —  \)u  +  a^v  +  a^tc  ^  Q j 

(2)  ß^u  +  {ß^-\)v+ß^w^Q, 

ist.  Wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  «j,  /?j,  y^  multiplicieren 
und  dann  addieren,  so  geht  eine  Gleichung  hervor,  die  sich  wegen  (8), 
S.  145,  sehr  vereinfacht.  Ebenso,  wenn  wir  mit  a^,  ß^f  y^  oder 
«3,  /Sg,  y^  multiplicieren.       Es  kommt  nämlich: 

(«1  —  1)m  +  /9j  ü  +  T'j  U7  =  0 , 

(3)  ,       u^u-\-[jß^-\)v  -]ry^\o^^, 

c^3"  +  Ä^  +  (/'3  -  1)«^  =  0. 
Umgekehrt  folgt  hieraus  rückwärts  leicht  wieder  (2). 
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Das  Vorhandensein  der  drei  endlichen  Constanten  u,  Vj  w  hat 
eine  wichtige  geometrische  Bedeutung.  Ehe  wir  sie  geben,  machen 
wir  noch  einige  rein  rechnerische  Beobachtungen:  Die  Gleichungen  (2) 
bestimmen  die  Verhältnisse  u:v:w  eindeutig,  sobald  nicht  alle 
zweireihigen  Unterdeterminanten  der  Determinante  (1)  gleich  Null 
sind.   Diese  sind  nur  dann  sämtlich  gleich  Null,  wenn  a^=r  ß^  =  y^=sl 

und  «3  +  ^1  =  /?i  +  «,  =  ^^2  +  /'s  ==  ^  ^®*-  Hieraus  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  in  der  Diagonale  von  (8),  S.  146,  stehenden  Formeln, 
dass  Oj  =  /S,  =  Xg  =  1  und  alle  anderen  cc,  ß,  y  gleich  Null  sind, 
dass  mithin  die  Punkte  {£,p,z)  nur  die  Schiebung  :?  =  or  —  a, 
g  ^  y  -^  b ,  z  ^  z  -^  c  erfahren,  bei  der  alle  Richtungen  ungeändert 
bleiben. 

Sobald  mithin  die  Bewegung  nicht  bloss  eine  Schiebung  ist, 
bestimmen  die  Gleichungen  (2)  oder  (3)  die  Verhältnisse  u\v:w 
eindeutig.  Aus  je  zwei  Gleichungen  (2)  oder  (3)  folgen  nach  (8), 
S.  146,  verschiedene  Ausdrucksformen  für  die  Verhältnisse: 

M:r:w7  =  (l  +  a^  ^  ß^  -ys)'K  +  ß\)'i^z  +  Yi) 
W  =  (/?!  +  «2)-(l  -  «1  +  /'s  -  r,):0?8  +  72) 

=  (/i  +«8)-(>'a  +  /'3)-(l  -«^1  -  ß2  +  Yz)^ 

die  natürlich  wegen  der  zwischen  den  Richtungscosinus  bestehenden 
Beziehungen  miteinander  gleichwertig  sind.  Wenn  mau  ent- 
sprechende Gleichungen  (2)  und  (3)  voneinander  subtrahiert,  so 
kommen  drei  Gleichungen,  aus  denen  noch  folgt: 

(5)  M:r:ti?  =  (r2  - /'s) ' (^s  -  n) •  O'i  -«2)- 

In  besonderen  Fällen  kann  es  vorkommen,  dass  die  eine  oder 
andere  Ausdrucksform  versagt,  indem  sie  0:0:0  liefert.  Eine  ist 
aber  stets  vorhanden,  die  nicht  versagt,  denn  alle  in  (4)  und  (5) 
rechts  stehenden  Ausdrücke  verschwinden  nur  im  Fall  einer 
Schiebung. 

Jetzt  kommen  wir  zur  geometrischen  Deutung:  Eine  Gerade, 
deren  Richtungscosinus  proportional  t£,  v,  w  sind,  hat  solche  Glei- 
chungen (nach  S.  143): 

Vermöge  der  Bewegung  geht  der  Punkt  (j,  9, 5)  der  Geraden  nach  (1), 
S.  145,  in  den  Punkt: 

(7)  [  r)  =  ß,^  +  ß,X)  +  ß,l+b, 


I 


150  Zweiter  Abschnitt:    Gurven  im  Baume. 


über  und  mithin  der  allgemeine  Punkt  {£,p,z)  der  Geraden  (6)  infolge 
der  soeben  erwähnten  Gleichungen  in  den  Punkt: 

^  =  i  +  (Ti  «  +  /2  ^  +  ^3  *^)  ^ 
oder  wegen  (2)  in  den  Punkt: 

(8)  x  =  i  +  ut,     y^Xj  +  vt,     2:  =  }  +  tr^ 

Vergleichen  wir  dies  mit  (6),  so  folgt:  Die  Gerade  (6)  wird  bei  der 
Bewegung  in  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  verwandelt.  Wenn  man 
umgekehrt  die  Bedingungen  dafür  aufstellt ,  dass  eine  Gerade  (6) 
vermöge  der  Bewegung  in  eine  parallele  Gerade  (8)  übergeht,  so 
kommt  man  auf  die  Bedingungen  (2)  für  u,  v,  w. 

Mithin  hat  sich  ergeben:  Sobald  die  Bewegung  keine 
Schiebung  ist,  giebt  es  eine  und  nur  eine  Richtung  {u:v:w) 
im  Räume,  die  nach  der  Bewegung  die  alte  ist. 

Weil  es  unendlich  viele  Geraden  von  dieser  Richtung  giebt, 
liegt  die  Frage  nahe,  ob  nicht  eine  unter  diesen  Geraden  in  sich 
selbst  tibergeführt  wird.  Ist  (y,5,  ä)  ein  Punkt  auf  ihr,  so  wird  er 
vermöge  der  Bewegung  in  den  durch  (7)  bestimmten  Punkt  (;,9,}) 
verwandelt,  von  dem  wir  verlangen  müssten,  dass  er  auf  der  Geraden 
liege,  anders  ausgedrückt:  Es  müssten  j— y,  5  —  §,  J  —  J  propor- 
tional Uj  Vj  10  sein;  es  müsste  also  einen  Factor  t  geben  derart,  dass: 

(9)  /?iI  +  0S2-l)9  +  /53S  +  *  =  ^«. 

wäre.    Die  Determinante  dieser  drei  Gleichungen  hinsichtlich  |,  9,  3 

ist  nach  (1)   gleich  Null.     Für   beliebiges  t  haben   sie   also   keine 

Lösungen  j,  5,  5,  da  auch  u,  v,  w  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind. 

Dagegen  giebt  es  einen  Wert  von  t,  für  den  eine  der  drei  Gleichungen 

eine  Folge  der  beiden  andern  ist.     Multiplicieren  wir  nämlich  die 

drei   Gleichungen   (9)   mit  Uj    v,  w   und   addieren   sie,    so   kommt 

nach  (3): 

au  +  bv  +  cw  =  t{u^  +  r*  +  u?*). 
Sobald  also 

au  +  bv  +  cw 


(10)  t  = 


w«  +  r'  +  u* 


ist,  ist  eine  der  drei  in  y ,  r),   5  linearen  Gleichungen  (9)  eine  Folge 
der   beiden    andern.      Dann    wird    den    Gleichungen  (9)   durch    die 
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PuDJcte  (^y  9,  l)  einer  Geraden  genügt,  aber  nicht  etwa  durch  die 
einer  Ebene,  denn  die  drei  Gleichungen  (9)  können  sich  nicht  auf 
nur  eine  Gleichung  reducieren,  weil  sonst  die  Grössen 

cfj  -  1 ,     a,  ,     «3 
den  Grössen 

und  den  Grössen 

proportional  sein  müssten,  was  wegen  der  in  §  2  zwischen  den 
€c,  ß,  y  aufgestellten  Beziehungen  wieder  zu  dem  beiseite  gestellten 
Fall  einer  Schiebung  fuhren  würde. 

Es  giebt  folglich  nur  eine  Gerade  im  Baume,  die  bei  der  Be- 
wegung in  sich  übergeführt  wird.  Es  ist  dies  die  den  drei  Ebenen  (9) 
flir  den  Wert  (10)  von  t  gemeinsame  Gerade.  Sie  hat  die  Rich- 
tang  {u:v:w\  da  dies  die  einzige  unveränderliche  Richtung  ist. 
Bringt  man  jene  Gerade  in  starre  Verbindung  mit  der  in  Bewegung 
gesetzten  Figur,  so  wird  sie  nach  der  Bewegung  wieder  dieselbe 
Lage  haben  und  nur  in  sich  verschoben  sein.  Daher  lässt  sich 
das  Ergebnis  der  Bewegung  dadurch  erreichen,  dass  man  diese 
Gerade  der  Figur  festhält,  d.  h.  die  Figur  längs  der  Geraden  ver- 
schiebt und  um  die  Gerade  dreht.  Eine  solche  Bewegung  heisst 
eine  Schraubung. 

Wir  könnten  also  sagen,  dass  jede  Bewegung  im  Räume  ent- 
weder durch  eine  Schiebung  oder  durch  eine  Schraubung  hin- 
sicbüich  ihres  Ergebnisses  ersetzbar  sei,  wenn  nicht  noch  eine 
Ausnahme  vorkommen  könnte.  Der  Wert  (10)  von  t  wird  unbrauch- 
W,  wenn 
tU)  u^  +  v^  +  w^  =  0 

ist  Dann  ist  die  Richtung  {u:v:w)  die  einer  Minimalgeraden 
(siehe  S.  142).  Bei  einer  reellen  Bewegung  im  Räume  sind  die 
fft ßi y  und  also  auch  die  Verhältnisse  u'.v\w  reell,  sodass  diese  Äus- 
n&hme  nicht  möglich  ist,  wohl  aber  bei  einer  imaginären  Bewegung. 
Auf  diesen  Ausnahmefall  gehen  wir  nicht  näher  ein. 

Wenn  man  beachtet,  dass  sich  eine  Schraubung,  da  sie  aus 
einer  Schiebung  und  aus  einer  Drehung  um  eine  Gerade  zusammen- 
gesetzt ist,  insbesondere  auf  eine  Schiebung  —  ebenso  wie  auf  eine 
Drehung  —  reducieren  kann,  so  findet  man: 

Satz   1:     Jede    reelle    Bewegung   im   Räume   lässt   sich 
hinsichtlich  ihres  Ergebnisses  stets  durch  eine  Schraubung 
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ersetzen.     Nur  wenn  die  Schranbnng  bloss  eine  Schiebung 
ist,  ist  ihre  Axe  unbestimmt.^ 

Ausserdem: 

Satz  2:    Die  Bewegung,  bei  der  die  Punkte  (£,  p^  z)  des 
Raumes  in  die  Punkte  {x,  y,  z)  übergehen,  für  die 

X 


^  a^£  +  a^p  +  a^z  +  a, 


ist,  lässt  sich  durch  eine  Schraubung  ersetzen,  sobald  die 
Summe  der  Quadrate  dreier  Grössen  u,  v,  w,  die  durch 

{a^  —  1)  M  +  «2  V  +  «3  M?  =  0 , 

bestimmt   sind,    nicht   gleich   Null   ist.     Und   zwar  ist   die 
Axe  der  Schraubung  die  den  drei  Ebenen: 

(ofj  -  1)  y  +  «2  5  +  ^8  i  +  «-'"  =  0 
ß^^  +  (ß^^l)t)  +  ß^i+  b--tv  =  0 
ri  J  +  ^2  9  +  (/s  -  1)  i  +  c  -  ^W7  =  0 
bei  der  Annahme 

,       au  -h  bv  +  ew 

gomoinsame  Gerade. 

*  Dieser  Satz  rührt  her  von  Mozzi,  „Discorso  matematico  sopra  il 
rotainciito  momentaneo  dei  corpi^S  Neapel  1763.  Doch  blieb  Mozzfa 
Kiitduckung  unbeachtet  Eui^r  (^^Formulae  generales  pro  translatione 
(|UHCunque  corporum  rigidorum'S  Novi  Commentarii  Acad.  Petropolitanae, 
tt.  !77ft,  T.  XX,  Petersburg  1776)  stellte  den  Satz  auf,  dass  ein  starrer  Körper 
II uf  unendlich  viele  Weisen  durch  eine  Drehung  und  eine  Schiebung  in  eine 
lioliol)i|^u  andere  Lage  übergeführt  werden  kann,  indem  bei  ihm  wohlbemerkt 
(lio  Richtung  der  Schiebung  nicht  mit  der  Richtung  der  Drehaxe  zusammen- 
fldl.  Doch  bemerkte  er  nicht,  dass  unter  diesen  Möglichkeiten  eineist,  die  den 
Sutr.  von  Mozzi  geliefert  hätte.  Erst  Chasles  fand  diesen  Satz  von  neuem  in 
H(*ini*r  „Note  sur  les  propriet^s  g^n^rales  du  Systeme  de  deux  corps 
i<imhlablcB  places  d'une  maniere  quelconque  dans  Tespace,  et  sar 
In  d/^placoment  fini  ou  infiniment  petit  d^un  corps  solide  libre", 
Bulletin  de  Förussac,  T.  XIV  (1830). 
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§  4.    Unendlich  kleine  Bewegung  im  Räume. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten,  in  dem  die  Be- 
wegung unendlich  klein  ist.  Dann  sind  die  neuen  Coordinaten  x,  y^  z 
unendlich  wenig  von  den  alten  verschieden.  Nach  den  Formeln  I  [Ä) 
sind  also  a^^  ß^,  y^  unendlich  wenig  von  Eins,  die  übrigen  Itich- 
tnngscosinus  und  a,  b,  c  unendlich  wenig  von  Null  verschieden. 
Wir  setzen  mithin,  indem  wir  unter  e  eine  unendlich  kleine  Grösse 
verstehen : 

ß,^JB,B,  ß,^l  +  B,a,       ßs  =  S,e, 

und  ersetzen  a,  b,  c  durch  ae,  ba,  ca.     Dann  haben  wir  die  Glei- 
chungen der  unendlich  kleinen  Bewegung: 

i  x=^£  +  {A^£  +  A^p  +  A^z  +  ä)a, 

(2)  j  y^p  +  {JB,£  +  JB^p  +  JBj,z  +  b)a, 

I  z  =  z  +{C,£  +  C^p  +  C^z  +  c)a. 

Vermöge  der  unendlich  kleinen  Bewegung  erfahren  die  Coordi- 
naten, die  wir  jetzt  einfach  mit  x,  y,  z  statt  mit  :f,  p,  z  bezeichnen, 
mithin  die  unendlich  kleinen  Veränderungen: 

S X  ^  (A^  X  +  A^y  +  A^  z  +  a)  a , 

Sy  ^  {B^x  +  B^y  +  B^z  +  b)a, 

Sz^{C^x  +  C^y  +  C3Z  +  c)a. 

Die  Grössen  A^ ,  B^ ,  C^  sind  nicht  ganz  beliebig  wählbar,  denn 
zwischen  den  neun  Bichtungscosinus  bestehen  die  Beziehungen 
1(C),  aus  denen  sich,  sobald  wir  nur  die  in  a  von  erster  Ordnung 
imendlich  kleinen  Grössen  berücksichtigen,  die  Bedingungen  ergeben 

J,  =0,       ^3  =  0,       ^3  =  0, 

^s  +  ^3  =  0.       Ci  +  ^3  =  0,       J2  +  5,  =  0. 

Die  Determinante  1(F)  ist    dann    thatsächlich   gleich    Eins.     Wir 
letzen  nun: 

i?3  =  -  C,  =  ^,       6'j  =  -  ^3  =  5,       A,=  -B,  =  C, 

sodass  die  Gleichungen  fjlr  Sx ,  Sy,  Sz  so  lauten: 

dx  =  {Cy  —  Bz  +  a)a, 
(3)  {  Sy=^{Az^  Cx  +  b)a, 

8z  =  {Bx  —  Ay  +  c)  6  . 
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Nach  (1)  ist  jetzt: 

«1  =  Ä  =  /s  =  1  ? 

sodass  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  auf  S.  148  für  u^  v,  w  diese 
werden: 

Mithin  ist  jetzt: 

(4)  u\v>;^w  =^  A:B\C. 

Der  Fall  ^  =  jB  ==  C  =  0  giebt  augenscheinlich  nur  eine  unendlich 
kleine  Schiebung,  die  den  Punkt,  der  zuerst  im  Anfangspunkt  liegt, 
nach  der  Stelle  (ae,  b%,  ci)  schiebt  und  alle  Richtungen  der  Figur 
ungeändert  lässt.  Von  diesem  einfachen  Fall  wollen  wir  absehen. 
Die  Gleichung  (10),  S.  150,  giebt  jetzt  nach  (4),  da  a6,  de^  C6  an 
die  Stelle  von  a,  b,  c  getreten  sind: 

__  Äa  +  Bb  +  Co 

Die  Annahme  J^  +  jB*  +  C*  =  0 ,  die  insbesondere  bei  reellen  Be- 
wegungen überhaupt  nicht  vorkommt,  wenn  nicht  bloss  eine  Schiebung 
vorliegt,  führt  wie  oben  (S.  151)  zu  einer  Minimalgeraden,  und 
wir  sehen  von  ihr  ab.  Nach  (9),  S.  150,  ist  nun  die  Axe  der  un- 
endlich kleinen  Schraubung,  die  mit  der  Bewegung  (3)  gleichwertig 
ist,  die  Schnittgerade  der  drei  Ebenen: 

^ä  -  ^f  =  ITTWC^J^^^''- ^*)  -  ^(^*  -  ^'')}  ' 
Bl^-^^  =  -^T:i:i.—(ß{B{Ob-Bc)-A{Ac-Ca)y 

Diese  Gerade  kann  mit  Hülfe  eines  Parameters  r  so  geschrieben 
werden : 


(5) 


—       ^^  -  Bc  . 


_      4^J7_?i? u  B 


_      Ba_-  Ab  ^ 


Sie  heisst  die  Axe  der  unendlich  kleinen  Bewegung  (oder  Schraubung). 
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Zur  Übersicht  geben  wir  noch,  wie  auf  S.  143,  die  Tafel  der 
BichtuDgscosinus  an:  Diejenigen  Geraden  der  Figur,  die  zuerst  mit 
den  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  gehen  infolge  der  unendlich 
kleinen  Bewegung  in  drei  neue  Geraden  über.  Die  Bichtungscosinus 
zwischen  der  neuen  und  alten  Geraden  werden  angegeben  durch 
die   Tafel: 


X 

y 

z 

£ 

1 

-Ct 

Bt 

9 

Ct 

1 

-As 

z 

-Bi 

Ai 

1 

Dabei  ist  z.  B.  —  Cc  der  Cosinus  des  Winkels,  den  diejenige  Gerade 
der  Figur,  die  zuerst  in  der  x-Axe  liegt,  nach  der  unendlich  kleinen 
Bewegung  mit  der  y-Axe  bildet. 

Liegt  insbesondere  eine  unendlich  kleine  Schraubung  vor,  deren 
Axe  die  z-Axe  ist,  so  muss  in  (5)  ;  und  i)  gleich  Null  sein  für  jeden 
Wert  von  r.  Also  ist  hier  J  =  ^  =  0  und  a  =  ä  =  0.  Der  Punkt, 
der  zuerst  im  Anfangspunkte  gelegen  ist,  wird  um  die  Strecke  c  e  längs 
der  ar-Axe  hinbewegt.    Jede  Ebene 

^  =tg« 


X 


durcli  die  r-Axe  wird  bei  der  Schraubung  in  sich  verschoben  und 
um   die  z-Axe  gedreht. 

Es  sei  3(p  der  unendlich  kleine  Winkel  der  Drehung,  also  der 
Winkel,  den  die  Gerade,  die  zuerst  in  der  ar-Axe  liegt,  nach  der 
Bewegung  mit  der  :r-Axe  bildet,  sodass  '-  Ce  nach  der  Tafel  gleich 

cos  l^—dfpj^sinStp  oder   also   gleich  S(p  ist.     Die   unendlich 

kleine  Schraubung  wird  bewirkt  durch  die  Drehung  um  die  z-Axe 
niit  dem  Drehwinkel  S(p  und  durch  die  Schiebung  längs  der  z-Axe 
um   die  Strecke  3p  =  cb,  und  nach  (3)  sind 

(6)  8x=—yS(pj       Sy=^xS(f,       8z  ^Sp 

die   Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegung. 

Ist  P  die  Projection  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  die  xy- 
Ebene,  so  beschreibt  P  bei  der  Bewegung  (6)  eine  unendlich  kleine 
Drehung  um  den  Anfangspunkt  0  mit  dem  Drehwinkel  S(p,  Wenn 
wir  nun  ein  und  dieselbe  unendlich  kleine  Schraubung  (6)  n-mal 
nacheinander   auf  den  Punkt  P  oder   (xq,  y^,  z^)   ausüben,   so   ist 
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dieser  Drehwinkel  nS(p,  sodass  P  in  den  Punkt  (x,  y,  z)  über- 
geht, für  den  nach  (1)^  S.  8: 

.r  =  Xq  cos  {nS(p)  —  j/q  sin  {nS(p)j 
2/  =^  Xq  sin  {nStp)  +  y^  cos  {nS(p\ 

ist,  während  P  um  das  n-fache  von  öp  über  die  xy-Ebene  gehoben 

worden  ist: 

z  =  Zq  +  n3p , 

Setzen  wir 

so  ist 

n Sp  =^  nqS(p  =^  q(p 

und  daher: 

(7)  a:  =  Xjj  cos  <]p  —  y^  sin  (p  ,     ?/  =  x^  sin  y)  +  y^j  cos  qp  ,     z^z^  +  qtp. 

Da  beständig  dieselbe  unendlich  kleine  Bewegung  ausgeübt  werden 

soll,  so  ist 

8p 

^  O  (jp 

d.  h.  das  Verhältnis  aus  der  momentanen  Schiebung  zum  momen- 
tanen Drehwinkel,  immer  dieselbe  Constante,  während  (p  in  (7)  ver- 
änderlich ist,  weil  (p  von  n  abhängt. 

Die  Gleichungen  (7)  stellen  also  mittels  der  Hülfsveränderlichen 
(p  die  Bahncurve  des  beständig  derselben  unendlich  kleinen  Be- 
wegung unterworfenen  Punktes  (xq,  y^,  z^)  dar.  Sie  liegt  auf  einem 
Botationscylinder  um  die  r-Axe,  da  nach  (7) 

x^+y^  =  x^^  +  y^« 

ist  und  also  der  Abstand  von  der  2r-Axe  ungeändert  bleibt.  Auf 
dem  Cylinder  steigt  die  Bahncurve  in  die  Höhe,  indem  z  beständig 
um  dp  wächst,  während  die  Projection  P  von  P  den  Bogen 


beschreibt,    sodass  das   Verhältnis   aus   momentaner   Steigung   und 
Projection  des  momentanen  Weges  auf  die  :ry-Ebene  gleich: 

_Q 

also    auch    constant    ist.     Die    Bahncurve    heisst    eine    gemeine 
Schraubenlinie. 

Es  liegt  hier  eines  der  einfachsten  Beispiele  einer  Baumcorve 
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Tor.      Wir   werden  Sfters  aaf  diese  Curre  zurückkommen.     Unsere 
Betrachtung  fassen  wir  so  zusammen: 

Satx  3:  Bei  einer  stetigen  Schraabnng  um  die  z^Axe 
bescbreibt  jeder  Funkt  (x^,  y^,  z^)  eine  gemeine  Schrau- 
benlinie, deren  Fnnktcoordinaten  x,  y,  z  sich  mittels  einer 
Halfsveränderlicben  a>  so  ausdrücken: 


X  =^  Xf^  cos  (p  ~  yo  sin  ip  ,      y  =  x^snup  +  y^  coa  ly 


.  +  ?¥ 


Dabei  ist  q  eine  Constante  für  alle  Punkte  des  Raumes. 
Unter  einer  stetigen  Scbraubung  ist  hier  diejenige  Be- 
vegung  verstanden,  die  hervorgeht,  wenn  man  ein  und  die- 
selbe unendlich  kleine  Schraubung  beständig  wiederholt. 
Z.  B.  beschreibt  der  Funkt  [x^  s*-c,  y^  =  0,  z^  =  0)  die  Schrau- 
benlinie: 
(8)  X  =  i  cos  qf> ,       y  =  Tsinfp ,       z  =  q<p 

anf  dem  Cylinder  mit  dem  Radius  r,  und  jeder  Funkt  auf  diesem 
CfUnder  beschreibt  eine  mit  der  Curve  (8)  congmente  Bahn.  Es 
bedeutet   hier  q :  r  das  Verhältnis  aus  momentaner  Steigung  und 


Fig.  36. 


Protection  des  momentanen  Weges  auf  die  ^r^-Ebene.  Die  Curve  (8) 
können  wir  mechanisch  in  einer  Weise  herstellen,  durch  die  sie 
am  leichtesten  anschaulich  wird:  Wir  construieren  die  Ebene,  die 
den  Cflinder  um  die  z-Axe  mit  Radius  r  längs  der  in  der  x  z-Ebene 
gelegenen  tfantellinie  x  =  i,  y  =  0  berührt  (siebe  Fig.  3ti}  und  ziehen 
in  dieser  Ebene  diejenige  Gerade  g,  die  vom  Funkte  (r,  0,  0)  aus- 
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geht  und  mit  der  xy-Ebene  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente 
gleich  q :  r  ist.  Sie  steigt  nach  vorn  (d.  h.  nach  der  positiven  y-Axe 
hin)  empor,  wenn  q  positiv  ist.  Im  anderen  Fall  fällt  sie  nach  vom. 
Nun  denken  wir  uns  die  Ebene  völlig  biegsam,  aber  unausdehnbar 
und  wickeln  sie  auf  den  Cylinder.^  Die  Gerade  ff  liefert  dann  die 
gemeine  Schraubenlinie  (8).  Es  sei  nämUch  $  irgend  ein  Punkt 
von  ff  in  der  Höhe  z  über  der  ary-Ebene,  D  die  Projection  von  ^ 
auf  die  xy-Ebene.  Wird  der  Punkt  (r,  0,  0)  mit  Ä  bezeichnet,  so 
wird   bei   der  Aufwickelung   die   Strecke   o*  =  -^  D  in  einen  Bogen 

äQ  des  Grundkreises  des  Cy linders  verwandelt,  sodass  —  der  zu- 
gehörige Centriwinkel  (p  ist  und  daher  Q  die  Coordinaten 

X  =  r  cos  q)  j      y  =  r  sin  qp 

hat.     5ß  gehe  in  P  über;    die  Höhe  von  P  über  Q  ist  gleich  ?ßO 

oder  z.    Es  ist  aber 

z:(T  =  q:x ,        a  =^  X(p 
daher: 

z  =  qtp, 

sodass  thatsächlich  P  die  Coordinaten  (8)  hat.  Je  nachdem  die 
Gerade  ff  nach  der  positiven  y-Axe  hin  steigt  oder  fällt,  erhält  man 
zwei  verschiedene  Arten  von  gemeinen  Schraubenlinien.  Ist  y  >  0, 
d.  h.  steigt  ffj  so  wird  die  Schraubenlinie  für  einen  Beobachter,  der 
in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  der  z-Axe  (Cylinderaxe) 
darauf  schaut,  nach  rechts  hin  auf  ihn  zukommen.  Dann  heisst  die 
Schraubenlinie  rechtsgewunden.  Ist  §'  <  0,  so  heisst  sie  links- 
gewunden.* Der  Winkel,  den  ff  mit  der  xy-Ebene  bildet,  kann 
füglich  der  Steigwinkel  der  Schraubenlinie  genannt  werden.  Seine 
Tangente  ist  gleich  ^ :  r .    Man  sieht  auch  aus  der  Abwickelung,  dass 


die  Länge  eines  Schraubenumganges  ist.  Endlich  bemerken 
wir,  dass  die  Projection  der  Schraubenlinie  auf  die  xz-Ebene  die 
Gleichung  ^  =  r  cos  (« :  q)  hat.  Sie  lässt  sich  durch  schiefe  Parallel- 
projection  aus  der  Sinuslinie,  die  in  Fig.  7,  S.  34,  gezeichnet 
ist,  leicht  ableiten. 


*  Später  erst  sprechen  wir  ausführlich  von  der  Aufwickelung  einer  völlig 
biegsamen,  aber  unausdehnbaren  Ebene  auf  eine  Fläche.  Der  hier  vorliegende 
Fall  ist  so  einfach,  dass  er  vorweg  genommen  werden  kann. 

'  Die  Schraubenlinie  in  Fig.  36  ist  also  recht3gewunden.  Uebrigens  stellt 
diese  Figur  gerade  einen  Seh  rauben  um  gang  dar. 
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§  5.    Analytische  Darstellung  von  Raumcurven. 

Bezeichnet   t  eine   beliebig  veränderliche  Grrösse   und   werden 
die  Punktcoordinaten  x,  y,  z  als  Functionen  von  t  gegeben: 

so  durchwandert  der  Punkt  (^r,  j/,  z)  eine  Curve  im  Baume,  so- 
bald —  wie  immer  —  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Functionen 
wenigstens  in  einem  gev^ssen  Bereiche  stetig  sind.  Unter  dem 
Curvenpunkt  {Q  ist  dann  derjenige  Punkt  zu  verstehen,  dessen  Co- 
ordinaten  sich  aus  (1)  ergeben,  wenn  darin  für  t  der  Wert  t^  gesetzt 
wird.  Die  längs  der  Curve  veränderliche  Grösse  t  heisst  ein  Para- 
meter (Htilfsveränderliche)  und  die  Form  (1)  eine  Parameter- 
darstellung der  Raumcurve.^  Man  vergleiche  die  analogen  Be- 
trachtungen in  §  1  des  ersten  Abschnittes. 

Wie  in  der  Ebene,  so  hat  auch  im  Baum  ein  und  dieselbe 
Curve  unendlich  viele  Parameterdarstellungen,  da  wir  wie  dort  eine 
neue  Veränderliche  r  vermöge  einer  Formel 

^  =  (ö  (t) 

einfthren  können,  sodass  die  Functionen  (1)  von  t  in  Functionen 
▼on  r  übergehen.  Umgekehrt:  Ist  ein  und  dieselbe  Curve  ausser  in 
der  Form  (1)  noch  in  einer  anderen  Form  mittels  eines  Parameters 
7  g^eben : 

(2)  :r=*(r),       y=X{r),       z=^(t), 

80  muss  zu  jedem  Werte  von  t  ein  Wert  von  r  vorhanden  sein 
derart,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  diese  beiden  Werte 
denselben  Punkt  (x,  y,  z)  ergeben.  Mit  anderen  Worten:  r  muss 
eine  Function  von  t  oder  t  eine  Function  von  r  sein.   — 

*  Die  wichtigsten  älteren  Arbeiten,  in  denen  die  Theorie  der  Raum- 
corven  geschaffen  wurde,  sind  die  folgenden: 

Clairaut,  „Becherches  sur  les  courbes  k  double  courbure'S 
Pari»  1781. 

Lakcbbt,  „Memoire  sur  les  courbes  k  double  courbure'%  pr^sent^ 
en  1802,  M^moires  des  Savants  ^trangers  de  Tlnstitut,  T.  I,  1805. 

MoKOE  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  seit  1771,  die  später  Aufnahme 
^den  in  sein  grosses  Werk:  „Application  de  Panalyse  k  la  g^om<^trie^^ 
(1.  Auflage  unter  dem  Titel:  „Feuilles  d'analyse  appliquee  k  la  g^om^trie", 
Paria  1795,  5.  Auflage  Paris  1850  mit  Noten  von  Lioüville.) 

De  SAnrr-VEWANT,  „Memoire  sur  les  lignes  courbes  non  planes**, 
pr^t^  ä  TAcad.  des  Sciences  en  1844,  Journal  de  l'ficole  Polytechnique^ 
30.  cth.,  1845. 
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Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  die  auf  S.  1 41  gegebene  Para- 
meterdarstellung der  Geraden  im  Räume: 

X  =  a  +  Aty       y  ^  b  +  Bt^       z  ^  c  +  Ct. 

Wir  sahen,  dass 

t^  A^  +  B^  +  C^ 

die  Strecke  s  auf  der  Geraden  vom  Punkte  (a,  b,  c)  bis  zum  Punkte 
{xj  y,  z)  ist.     Setzen  wir  also 


*  =  ty  A^  +  B^  +  C^ 
oder: 

t^ 


so  stellt  sich  die  Gerade  mittels  des  Parameters  s  so  dar: 
3:  =  g  + ^=r-  8 ,  y  =  ^  +    , -  s , 

C 
r  =5  c  H 8 , 

V  ^«  +  B«  +  C* 

Die  Factoren  von  8  hierin  sind  nach  S.  142  die  Bichtungscosinus 
cosfi^,  co8/9y  cos;^  der  Geraden,  sodass  wir  die  Gleichungen  auch 
so  schreiben  können: 

X  =  a  +  *  cos  a ,    y  =  b  +  8  cos  ß ,     r  =  c  +  *  cos  y . 

Dabei  ist  eine  der  beiden  Richtungen  auf  der  Geraden  vom  Punkte 
[a^b,c)  aus,  nämlich  diejenige,  nach  der  hier  8  positiv  ist,  als  die 
positive  Richtung  der  Geraden  gewählt  worden,  d.  h.  als  diejenige, 
die  mit  den  positiven  Richtungen  der  drei  Axen  die  Winkel  or,  ß,  y 
bildet.  Die  entgegengesetzte  Richtung  der  Geraden  bildet  mit  den 
drei  positiven  Axenrichtungen  die  Winkel  ;r  —  a,  n  —  ß,  n  —  y.  — 
Wir  kehren  zur  Parameterstellung  (1)  einer  allgemeinen  Raum- 
curve  zurück.  Insbesondere  können  wir  vermöge  der  ersten  Glei- 
chung (1); 

x^(p{t) 

die  Coordinate  x  als  Parameter  anstatt  t  einführen,  denn  t  wird 
hierdurch  als  eine  Function  von  x  definiert,  die  wir  in  die  beiden 
anderen  Gleichungen  (1)  einführen  können,  wodurch  sie  die  Form 
annehmen : 

(3)  y  =  rW-    ^  =  «7W- 

Die   erste  Gleichung   jr  =  y  (/)   ist   dann   nicht   mehr   zur  Be- 
stimmung der  Curve  nötig,  weil  sie  nur  die  Definitionsgleichung  f&r 
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den  ia  (2)  gar  nicht  mehr  auftretenden  Parameter  t  bedeutet.  Die 
Gleichungen  (3)  geben  zu  jedem  x  die  beiden  anderen  Coordinaten 
y  und  z  eines  Punktes  {x,y,z)  der  Curve,  Wenn  man  will,  kann 
man  die  Gleichungen  (.1]  Bofort  durch  eine  Parameterdaratellung 
ersetzen,  nämKch  durch: 


y-m, 


9{')- 


Man   muss   sich  darüber  klar  werden,   was  die  beiden  Glei- 
jungen  (3)  einzeln   bedeuten:     Ist  y  =  f{x),   so  erfüllen    zunächst 
die  Coordinaten  {x,y)  der  Punkte  einer  Curve  in  der  ary-Ebene  diese 
Gleichung.    Da  sie  frei  von  r  ist,  wird  die  Gleichung  y  =  f{x)  aber 
anch    Ton    den  Coordinaten    aller  derjenigen  Punkte  {x,y,z)  erfüllt, 
deren  Projectionen  auf  die  ary- Ebene  auf  dieser  Curve  liegen.    Anders 
ausgesprochen :      Die     Gleichung 
y  =  f{x)  wird    von   allen  Punkten 
des  Cylinders  befriedigt,  der  die- 
jenigen zur  z-Axe  parallelen  Ge- 
raden   enthält ,     die     von    jener 
Curve  in  der  ^y-Ebene  ausgehen. 
Ausser  diesen  Punkten    giebt  es 
dagegen    keine   Punkte ,    die    der 
Gleichung  y  =  f[x)  genügen  (siehe 
Fig.    37).      Analog    definiert    die 
äleichong    z  =  glx)  zunächst  eine  ; 
Cnrve     in     der     x  r-Ebene     und 
fernerhin   den  Cylinder,   dessen 
Geraden    die    letztere    Curve    schneidea    und    der  y  -  .\se    parallel 
nnd.     Beide    Gleichungen    (3)    werden    mithin    von    den    Funkten 
deijenigen    Curve  c   erfüllt,    in    der    die    beiden    Cylinder   einander 
Khneiden.       Die    Baumcurve    (3)    ist    folglich    durch    ihre    beiden 
Projectionen    auf    die    xy-    und    die    7z-Ebene    definiert.      Ent- 
sprechend  würde    sich   ihre  Projection  auf  die  ;/ r-Ebene  ergeben, 
indem  man  t  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (1)  eliminierte. 
Die  Raumcurve  (3)   hängt   in    ihrer  Gestalt   von   ihren   beiden 
Projectionen  auf  die  ^^-Bbene  ab,  die  beide  ebene  krumme  Linien 
nnd.     Aus    diesem    Grunde   nannte   man    früher    die    Raumcurven 
Cnrven  doppelter  Krümmung.'     Heutzutage  wird  dieser  Name 


Fig.  87. 


'  Dtscinea  hatte  in  seiner  „O^om^trie",  1637,  daranf  hingewieaen,  daaa 
Un  ait  Hülfe  seinei  CoordiD&teDmetbode  auch  die  Raamcurven  untersuchen 
bhne.  Doch  hU  erat  Edleb  in  seiner  Arbeit:  „De  linea  brevissitna  in 
•OpeTfieie  qnacanqae  dno  quaelibet  puocta  jungente,"  Commentarü 
m.  DUfr.  L  11 
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zwar  auch  gebraucht,  aber  in  einer  anderen  Bedeutung,  auf  die 
wir  in  §  8  zurückkommen. 

Die  Darstellungsform  (3),  bei  der  die  Coordinate  x  der  Para- 
meter ist,  versagt,  wenn  x  für  die  Curve  constant  ist.     Man  wird 
daher  besser  statt  der  nach  y  und  z  aufgelösten  Gleichungen  irgend 
zwei  Gleichungen 
(4)  F{x,y,z)  =  0,       Gi,x,y,z)  =  0 

zur  Definition  einer  beliebigen  Baumcurve  benutzen,  indem  man  es 
dahingestellt  sein  lässt,  nach  welchen  beiden  Veränderlichen  man  sie 
sich  aufgelöst  denken  will.     Eine  einzelne  Gleichung 

F{x,y,z)^0 

definiert,  da  sie  zu  jedem  Wertepaare  x^y  einen  (oder  einige) 
Werte  z  liefert,  eine  Schar  von  cx)*  Punkten,  also  eine  Fläche, 
wenn  F  eine  stetige  Function  von  x,  y^  z  ist.  In  der  Form  (4) 
ist  die  Baumcurve  mithin  als  Durchschnitt  zweier  Flächen 
dargestellt.  Da  durch  eine  Curve  unendlich  viele  Flächen  gehen, 
giebt  es  unendlich  viele  Arten,  ein  und  dieselbe  Curve  durch  zwei 
Gleichungen  in  ar,  y,  z  darzustellen. 

Zu    den  Baumcurven    gehören   insbesondere   auch   die 

ebenen    Curven.      Da    eine    Ebene    durch    eine    Gleichung    von 

der  Form 

Äx  +  By  +  Cz  +  D  ^0 

dargestellt  wird,  so  ist  die  Baumcurve 

dann  und  nur  dann  eine  ebene  Curve,  wenn  es  vier  endliche  und 
nicht  sämtlich  verschwindende  Constanten  J,  B,  C,  D  giebt,  derart, 
dass  für  alle  Werte  von  t 

A  (f>  {t)  +  Bx  {t)  +  C\fj[t)  +  i>  =  0 

ist  Ein  anderes  Kennzeichen  für  ebene  Curven  werden  wir  später 
(in  §  8)  aufstellen. 

Beispiel:     Um  einen  Kreis  allgemeiner  Lage  im  Räume  analytisch  dar- 
zustellen,  betrachten  wir  zuerst  den  speciellen  Kreis,  der  in  der  x  ^-Ebene  liegt, 


Acad.  Petropolitanae,  T.  III,  Petersburg  1732,  ausführlich  auseinandergesetzt, 
dass  man  jede  Fläche  durch  eine  und  jede  Raumcurve  durch  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  darstellen  könne.  Clairaut*8 
„Recherches^S  ^^^  &uf  S.  159  genannt  wurden,  machten  die  Bezeichnung: 
Curven  doppelter  Krümmung  gebräuchlich. 
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den  Anfangspunkt  zur  Mitte  und  die  Strecke  r  zum  Radius  hat  Seine  laufenden 
Coordinaten  seien  x,  g,  x  also: 

(5)  X  =  r  cos  t  ^      g  =  rsrnt,      x  =  0  . 

Die  geometrische  Bedeutimg  des  Parameters  t  liegt  hier  auf  der  Hand.  Wird 
r  durch  —  r  ersetzt,  so  ergiebt  sich  derselbe  Kreis,  nur  wird  er  mit  wachsen- 
dem /  in  entgegegengesetztem  Sinn  durchlaufen.  Nun  führen  wir  den  Kreis 
darch  eine  Bewegung  in  eine  allgemeine  Lage  über,  sodass  die  drei  mit  dem 
Kreise  fest  verknüpft  gedachten  Geraden  (x-Axe,  g-Axe,  i'-Axe),  die  zuerst  in 
den  Axen  liegen,  nachher  mit  der  x-j  y-^  A-Axe  Winkel  bilden,  deren  Cosinus  aus 
der  Tabelle 


X 

y 

X 

X 

«1 

Ä 

7i 

s 

«J 

ft 

u 

«8 

Ä 

u 

ersichtlich  sind,  sodass  z.  B.  die  Gerade,  die  in  der  Kreismitte  auf  der  Kreis- 
ebene senkrecht  steht,  die  Richtungscosinus  a„  /!?„  ^,  hat.  Femer  seien  a,  6,  c 
die  Coordinaten  des  neuen  Kreismittelpunktes  Ö.  Nach  I(J.)  und  nach  (5) 
sind  nnn  (siehe  Fig.  88): 

(x  =  r  (oej  cos  ^  +  «,  sin  ^)  4-  a  , 
yy,  y  =  r(ft  COS/  + ftsinO  +  6, 

[  »  =  r  (^'i  cos  ^  +  fg  sin  0  +  c 


die  Gleichungen  des  Kreises.    Wächst  t^  so  wird  er  in  einem  bestimmten  Sinn 

dorchlanfen.    Um  den  entgegengesetzten  Sinn  zu  erzielen,  kann  man  r  durch 
—  r  ersetzen.    Aber  man  erreicht  _ 

dies  auch  dadurch,  dass  man  die  drei 

Richtungen  (a,:Ä:ri)>  («a'Ä^r«)» 
(a, :  ^ :  y^  durch  die  entgegenge- 
setzten   ersetzt      Also    dürfen 
wir  in  der  Folge  stets  unter 
reine  posit  ive  Grösse  ver- 
stehen,   sobald   es    sich   um 
einen  reellen  Kreis  handelt 
Es  ist  hier: 

wegen    der   Beziehungen    I  (C) 

twischen    den    Richtungscosinus, 

^d  dies   ist   die  Gleichung  der  PI     03 

£bene  des  ELreises. 

Schliesslich  sprechen  wir  noch  kurz  von  der  Einfülirung  der 
Bogenlänge  der  Raumcurve  als  Parameters,  indem  wir  anf  die 
^tsprechenden  Bemerkungen  auf  S.  4  für  die  ebenen  Curven 
zurückverweisen.     Der  Bogen  s  der  Curve: 

^  =  9^  (0  >     y  =  /  (0  j     ^  =  -^  W  j 

11* 
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gemessen  von  ^  =  /q  bis  zn  einem  beliebigen  Werte  von  t,  wird,  da 
sein  Dififerential 

ds=^ydx*  +  di/^  +  dz* 

ist,  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedrückt: 

t 
(7)  s=f'\/(p'^  +  /^+yj'^dt 

to 

und  ist  also  eine  Function  von  t,  sodass  umgekehrt  t  eine  Function 
von  s  ist  und  daher  s  als  Parameter  eingef&hrt  werden  kann.  Man 
erkennt  wie  in  der  Ebene: 

Satz  4:     In  den  Gleichungen  einer  Raumcurve: 

bedeutet  der  Parameter  t  die  vom  Punkte  (^  =  0)  an  ge- 
messene Bogenlänge  der  Curve,  wenn  für  jeden  Wert  von  t: 

rp''{t)  +  /'{t)  +  yj'^{t)  =  l 
ist. 

Aber   die   Bogenlänge   kann   nicht   als    Parameter   eingeführt 

werden,   wenn   sie  längs  der  Curve  constant  ist     Dies  tritt  zwar 

für  reelle  Curven  nie  ein,  wohl  aber  kann  bei  imaginären  Curven 

für  alle  Werte  von  t 

sein,  ohne  dass  einzeln  y',  /',  ifj'  gleich  Null  sind.  Auf  solchen 
Curven  ist  die  durch  (7)  definierte  Bogenlänge  8  =  0.  Sie  heissen 
Minimalcurven,  und  ein  specieller  Fall  von  ihnen  sind  die  auf 
S.  142  erwähnten  Minimalgeraden.  Während  in  der  Ebene  jede 
Minimalcurve  eine  Gerade  ist,  ist  dies  im  Räume  durchaus  nicht 
der  Fall.  Wir  haben  also  die  Minimalcurven  einer  besonderen  Be- 
trachtung zu  unterziehen.  Doch  soll  dies  erst  später  geschehen. 
Bis  auf  weiteres  wird  überall  da,  wo  wir  die  Bogenlänge  * 
als  Parameter  einführen,  von  denMinimalcurven  abgesehen. 

1.  Beispiel:     Beim  Kreis  (6)  ist: 


/rf«\«      /rfc\2      (dyY     (dxY 


=  »••l(ai"  +  A'  +  r,*)sin*^-  2(«iff,  +  ftft  +  ^'i  ^'j)  sin  ^  cos  < + 

+  K'  +  Ä»  +  Yt^  cos«  t\ 
oder  wegen  der  Relationen  1  (C): 


m'"-^ 
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was  ja  von  vornherein  wegen  der  Bedeutung  von  t  klar  ist,  denn  t  ist  der 
Centriwinkel,  den  der  in  der  Richtung  (aj :  ß^ :  /j)  gelegene  Radius  mit  dem 
Radius  eines  beliebigen  Punktes  (Xy  y,  x)  des  Kreises  bildet,  gern  essen  im  Sinne 
der  Drehung  von  der  Richtung  (»j :  ß^ :  y^  nach  der  Richtung  (or,  :  |^  :  y^).  Rechnen 
wir  von  jenem  ersten  Radius  an  die  Bogenlänge,  so  ist  5  =  0  für  /  »  0,  und 
es  kommt,  wenn  wir  die  Bogenlänge  im  selben  Sinn  wie  t  auf  dem  Kreise 
messen: 

s  =  rt .       t  ™  -  1 

r 

sodass  wir  statt  (6)  auch  schreiben  können: 

/              8  ,      8\ 

jc  =  r  I  «1  cos h  ot,  sm  —  I  +  a , 


y  =  r  f  Ä  cos  y  +  ft  sin  -^  j  +  ft , 

/  s  .     s\ 

X  ^  r\r^  cos y  +  y, sm  —  I  +  o . 


2.  Beispiel:  Eines  der  einfachsten  Beispiele  von  Raumcurven,  die  nicht 
ebea  sind,  geben  die  S.  156  erwähnten  gemeinen  Schraubenlinien.  Jede 
solche  Carve  lässt  sich  bei  passender  Wahl  der  Axen  auf  die  damalige  Form  (8) 
(S.  157)  bringen,  die  wir  jetzt  so  schreiben : 

(8)  X  =  X  cos  /,       y  =  rsin/,      x  =  qt  y 

indem  wir  <p  als  Parameter  mit  t  bezeichnen.  Vergleichen  wir  diese  Form  mit 
den  Gleichungen  (5)  des  Kreises  und  den  daraus  abgeleiteten  Gleichungen  (6), 
80  finden  wir,  wenn  wir  wie  dort  die  Curve  einer  Bewegung  unterwerfen,  dass 
<^ie  gemeine  Schraubenlinie  in  ihrer  allgemeinsten  Lage  im  Räume 
die  Gleichungen  hat: 

(x  «■  r  («i  cos  /  +  ffj  sin  Q  +  ofj  5^  ^  +  a , 
y  -  r  (ft  cos  ^  +  i^  sin  0  +  ft  ^  ^  +  6 , 
1  ^  =  t  (f  1  cos  /  +  /j  sin  t)  +  ^'j  ^  <  +  c  . 

Hier  kommt  wegen  den  Relationen  I  (C)  zwischen  den  Richtungscosinus: 
Rechnen  wir  die  Bogenlänge  s  von  der  Stelle  {t  =  0)  an,  so  ist 


>Q  setzen.    Die  Quadratwurzel  sei  mit  p  bezeichnet.    Es  ist  also  t  ^  — ,  so- 
duB  (9)  liefert: 


flO) 


X 


I  8  »     8\  q 

s=  r    a,  cos  —  +  «j  sm  —    +  a«  -^  5  +  a  , 

\  P  PI  P 

(8  8  \  Q 

Ä  COS  —  +  Ä  sin  —    +  Ä,—  «  +  *  > 
P  pI         P 

I  8  .      8\  q 

=  r   ri  cos  —  +  r,  sm  —    +  n  ^-  5  +  c , 
V  P       '  P  J       '    P 
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wobei   r    den    Radius    des    Kreiscylinders    bezeichnet,    p    und   g    Constant^^:- 

sind  und: 

r«  +  ^«  =  p« 

ist     Femer   bedeuten  a^  b,  c   die  Coordinaten   eines  Punktes   der  Axe 
Cylinders,  deren  Richtung  (crg :  ß^  :  ^9)  ist 

Die   geometrische    Bedeutung   von    q   wurde   schon    früher   (S.    156) 
gegeben. 


§  6.    BerQhrung  zwischen  Raumcurven. 

Was  die  Theorie  der  Berührung  zwischen  zwei  Raumcur-v^ 
anbetrifift,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Definition  der  Berühr-us=i^ 
wie  die  Merkmale  der  Berührung  eine  ganz  natürliche  Verallge- 
meinerung der  in  §  4  des  1.  Abschnittes  gegebenen  Theorie  siim  ^• 
Der  Unterschied  ist  wesentlich  der,  dass  an  Stelle  der  dort  paarw^  is 
auftretenden  Formeln  jetzt  je  drei  treten,  entsprechend  den  dr — ^^ 
Punktcoordinaten  im  Eaume.     Wir  können  uns  daher  kurz  fesse:*^' 

Es  mögen  zwei  Raumcurven 
und 

y  =  At),      ^=i7{t),     a  =  A(t) 

vorliegen,  die  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  ^r^,  y^»  ^0  g^n^öi^ 
haben.     Diesem  Punkte   mögen  die  Parameterwerte  ^  und  t^  zu- 
kommen.    Wir  wählen  auf  der  ersten  Curve  einen  Punkt  J,  der 
von  P  nur  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  entfernt  ist,  die  wir  als 
unendlich  klein  von  erster  Ordnung  bezeichnen.     Ist  es  dann  mög- 
lich, auf  der  zweiten  Curve  einen  Punkt  8(  so  zu  finden,  dass  ersteiiB 
die  Strecke  PSl  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  und  zweitens 
die  Strecke  A  91  unendlich  klein  von  (n  +  1)^  Ordnung  ist,  so  sagen 
wir,  dass  die  beiden  Curven  einander  in  P  in  n^  Ordnung 
berühren.     Dabei  setzen  wir  wie  auf  S.  20  noch  Eines  voraus: 

Es  sollen  nämlich  die  ersten  Ableitungen  von  x^  y^  z  nach  t 
nicht  sämtlich  für  t^^t^  verschwinden  und  ebenso  nicht  die  Ton 
y,  %  j  nach  t  für  t  =  t^.  Solche  Punkte  einer  Curve,  in  denen  dies 
doch  eintritt,  heissen  singulär  und  bedürfen,  wenn  man  sie  nnter- 
suchen  will,  einer  besonderen  Behandlung.  Von  ihnen  sehen  wir 
ab;  wir  beschränken  uns  hier  eben  auf  die  sogenannten  regulären 
Punkte  der  Curven. 

Nunmehr  folgt  ganz  analog  wie  auf  S.  21  der 


§  6.    Berührung  xunschen  Eaumcurven. 
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und 


Sats  5:     Haben  die  beiden  Curven 


den  Punkt  (^qj^oj^o)  gemein,  so  berühren  sie  einander  da- 
selbst in  n**' Ordnung,  wenn  endliche  Zahlen  X^,  Aj...  derart 
▼  orbanden  sind,  dass  die  Eeihen  nach  Potenzen  von  dtj 
die    aus 

x-l=\{x^dt-i,'di)  +  -f^K"'^''  -  So"<'t')  +  •  •  •. 

y  -  9  =  -[{yo' «''-  ^o'*^»)  +  T:i^yö'^^  -  9o"  ''t*)  +  •  •  - 

^  -  i  =  I i^ödt-i^dt)  +  -^{z,"  dfi  -  j,"  rft^)  + . . . 
durch  die  Substitution 

di  =  X.  dt+  ri^Kdt^  +  .  .  . 

liervorgehen,  erst  mit  den  (n  +  1)*®°  Potenzen  von  dt  be- 
giiitien.  Dabei  bedeuten  Xq,  j/q,  z^  u.  s.  w.  die  Differential- 
ci^otienten  von  x,  y,  z  nach  t  für  den  gemeinsamen  Punkt 

ö^d  Jo'j  %>  Jo'  ^*  ^*  ^*  ^^®  ^^^  J»  9>  ä  nach  t  für  denselben 
Punkt. 

Die  einfachste  Anwendung  ist  die  auf  eine  Curve: 

(1)  ^  =  yW,      y  =  /W,       z  =  ^^f[t) 

iMd  eine  Gerade.  Die  Grerade  soll  vom  Punkte  (x^jy^jZ^  oder 
ftj  der  Curve  ausgehen.  In  Parameterdarstellung  erscheint  sie 
<iaher  so  (siehe  S.  141): 

l^x^^ÄX,       t)=y^  +  Bt,       i=:z^  +  Ct. 
Hier  ist 

während  die  höheren  Differentialquotienten  von  i,  t),  j  nach  t  über- 
haupt gleich  Null  sind.  Die  erste  Reihenentwickelung  des  Satzes  5 
lautet  daher  so: 

a:  — j  =  (ar^j'rff  —  Adt)  +  \Xq' dt^  +  .  .  . 

oder  nach  Substitution  der  Reihe  für  £^t: 

(2)  ^  -  J  =  «  -  ÄX^)dt  +  i{x^"  -  Ä}^)dt^  + 
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Soll  Berührung  erster  Ordnung  eintreten,  so  muss  also: 

<  -  JX,  =  /V  -  £k,  =  V  -  CA,  =  0 
sein,  also: 

Aj  Aj  Aj 

Da  ^,  i^,  C  proportional  den  Richtungscosinus  der  Geraden  sind 
(nach  S.  142],  so  folgt,  dass  die  Richtungscosinas  derjenigen 
Geraden,  die  im  Punkte  {x^^y  //o,  z^)  die  Curve  (1)  in  erster 
Ordnung  berührt,  proportional  x^,  i/q,  Zq  oder  7^'(0>  z'iQ^ 
y'  (t^)  sind.  Diese  Gerade  heisst  die  Tangente  der  Cur>'e  im 
Punkte  {j:^„  1/q,  z^).     Sind  a,  ß,  y  ihre  Richtungscosinus,  so  ist: 

y  =  -  .    ^" 

Wenn  man  der  Curve  und  der  Tangente  den  Fortschreitungssinn 
beilegt,  in  dem  der  Parameter  t  wächst  und  alsdann  unter  «,  /9,  y 
die  Cosinus  derjenigen  Winkel  versteht,  den  die  in  diesem  Sinne 
durchlaufene  Tangente  mit  den  positiven  Axen  bildet,  so  ist 
die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Zeichen  zu  versehen.  Diese 
Festsetzung  soll  natürlich  nur  bei  reellen  Curven  gemacht  werden. 
Soll  die  Tangente  die  Curve  (1)  in  zweiter  Ordnung  berühren, 
so  muss  noch  nach  (2) 

V  -  -'/  Aj  =  //„"  -  BK  =  ^o"  -  CA^  =  0 
oder  also 

A  =  -  B  =  C  ^ 

A^  Aj  Aa 


//  /*  // 

•'^0  Jfo  ^0 


sein,  was  wegen  (3)  nur  da  angeht,  wo 

(5)  .... 

^0  I/o  ^0 

ist. 

Diese  Bedingungen  können  aber  nicht  für  alle  Punkte  einer 
krummen  Curve  erfüllt  sein,  weil  sonst  .r ,  ;/,  z  constante  Verhält- 
nisse hätten,  mit  anderen  Worten  x,  //,  z  von  der  Form  wären: 

X  —  a  +  ccü)(t),       // = /> +  /?f„(/),       z=c  +  yM{t)y 

woraus  durch  Einführung  von  r  =  ro  (t)  als  neuem  Parameter  folgen 
würde: 

X  =^  a  +  ar,       i/  ^  b  +  ßT ,       z  =:  c  +  yr. 
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Aber  diese  Gleichungen  stellen  eine  Gerade  dar.  Bei  einer  krummen 
Curve  wird  also  nur  in  vereinzelten  Punkten  eine  Berührung  höherer 
als  erster  Ordnung  mit  der  Tangente  eintreten  können. 

Da  die  Eichtungscosinus  der  Tangente  proportional  x^,  t/q,  z^ 
sind    und   (ar^,  y^y  z^)   ein  Punkt  der  Tangente  ist,  so  können  wir 
die  Gleichungen  der  Tangente  so  schreiben: 

(6)  J  =  J^o +  <*«■,       t)=i/Q  +  i/,;rj       ä=5o+V''- 

Wir  haben  somit  gefunden: 
Satz  6:     Die  Curve 

wird  in  ihrem  Punkte  {ar,y,«)  von  der  Geraden: 

l==  z  +  xr,       t)  =  i/  +  yr,       i==  2  +  ZT 

in  erster  Ordnung  berührt  Die  Berührung  ist  nur  an 
solchen  Stellen  der  Curve  von  höherer  als  erster  Ordnung, 
an  denen 

—  =  ^  =  ^ 

x'   "  y'  ~  x' 

ist.  Bei  einer  Curve,  die  nicht  selbst  eine  Gerade  ist,  kann 
dies  nur  für  vereinzelte  Punkte  eintreten. 

Die  Punkte  [t^,  die  den  Bedingungen  (5)  genügen,  sind  die 
natnrgemässe  Verallgemeinerung  der  Wendepunkte  der  ebenen 
Cnrven  im  Raum  (siehe  S.  22). 

Beispiel:     Bei  der  gemeinen  Schraubenlinie  (S.  165): 

a?  =  r  cos  /,      y  =  r8in^,      %  ^  qi 

iat  a;'  =■  —  rsin/,  \f  ^  rcos^,  *  =  ?;  also  lauten  hier  die  Gleichungen  der 
Tangente  des  Punktes  (a;,  y,  %)'. 

5  =  r  (cos  ^— TsinQ,      ^»r  (sin  ^  +  t  cos  0  >      i5  =  9  ('  +  t)  • 

Dabei  ist  x  der  Parameter  längs  der  Tangente.  Der  Richtungscosinus  der 
Tangente  mit  der  »-Axe  hat,  da  x"  +  y'*  +  *'•  =  r'  +  ^^  ist,  den  Wert: 


Vr«  +"^« 


und  iflt  somit  constant  Die  Tangenten  der  Schraubenlinie  bilden  also  mit 
der  Ebene  des  Grundkreises  ihres  Cylinders  oder  auch  mit  der  Axe  ihres 
Cylinders  constante  Winkel.    Dies  war  nach  S.  157  vorauszusehen. 
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Ebenso  wie  im  §  5  des  ersten  Abschnittes,  S.  25 — 27,  können 
wir  auch  hier  im  Räume  einsehen,  dass  sich  die  Bedingungen  f&r 
die  Berührung  n^^  Ordnung  zwischen  zwei  Curven  erheblich  ver- 
einfachen, wenn  die  Parameter  t  und  t  in  den  Gleichungen  der 
Curven  die  Bogenlängen  s  und  d  bedeuten.  Der  Nachweis  ist  gerade 
so  wie  damals.  An  die  Stelle  der  damaligen  Gleichungen  (3),  S.  25, 
treten  hier  nach  Satz  4,  S.  164,  die  folgenden: 

Wir  dürfen  uns  auf  die  einfache  Angabe  des  Satzes  selbst  be- 
schränken : 

Satz  7:  Haben  die  beiden  Curven 
und 

?  =  /•(«),     9=y(8).     a=Ä(«), 

bei  denen  s  und  §  Bogenlängen  bedeuten,  einen  Punkt 
(«=:«g,  3  =  i^g)  gemein,  so  berühren  sie  einander  in  diesem 
Punkt  in  n^'  Ordnung,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

<  =±io>       <  =  fo",       <'  =  ±  fo'".  •  •  •  *o'"'  =  (±  1)"  ?o<"^  ; 

yo'  =  ±  9o' .    yö'  =  %" .    7/o"'  =  ±  %'",••  •  .y„'->  =  ( ±  i  )•  V"^ ; 

*o'  =  ±  ««'.       ^o"  =  Jo".       --o"'  =  ±  8o"'>  •  •  •  V->  =  (±  1)"  Jo^"> 

und  zwar  gilt  dabei  entweder  überall  das  obere  oder  über- 
all  das   untere   Vorzeichen.     Im   ersteren   Falle   wird   auf 
beiden  Curven   die  Bogenlänge   im  selben  Sinn   gemessen, 
im  letzteren  in  verschiedenen  Sinnen. 
Auch  können  wir  sagen: 

Satz  8:  Die  Sätze  14,  15  und  16,  S.  28,  gelten  auch  für 
Raumcurven. 

Nach  der  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellten  Defini- 
tion der  Berührung  n**"*"  Ordnung  folgt  unmittelbar,  da  die  Projection 
einer  unendlich  kleinen  Strecke  von  mindestens  derselben  Ordnung 
wie  die  Strecke  selbst  unendlich  klein  ist  (siehe  S.  19): 

Satz  9:  Wenn  zwei  Curven  einander  in  n*®' Ordnung  be- 
rühren, so  berühren  ihre  Projectionen  auf  eine  Ebene 
einander  in  mindestens  n**'  Ordnung. 

Dass  die  Berührung  in  der  Projection  thatsächlich  auch  von 
höherer  Ordnung  sein  kann,  werden  wir  bald  an  einem  Beispiel  er- 
kennen (siehe  S.  177). 
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Die  naheliegenden  Anwendungen  unserer  Theorie  auf  die  Be- 
rfihniDg  Ton  Curve  und  Kreis,  sowie  die  von  Curve  und  gemeiner 
Schraubenlinie  wollen  wir  erst  später  machen.  —  Der  Ausdruck: 
osculierende  Curve  wird  im  Baume  wie  in  der  Ebene  ftir  in 
köherer  Ordnung  berührende  Curven  gebraucht  Es  gilt  darüber 
auch  für  den  Raum  das  S.  28  und  S.  35  Gesagte. 


§.  7.     Das  begleitende  Dreikant  bei  einer  Baumourve. 

Bei  der  ebenen  Curve  ist  mit  der  Tangente  die  Normale  eng 
verknüpft.  Bei  einer  Raumcurve  kann  man  unendlich  viele  Senk- 
rechte zur  Tangente  durch  den  Berührungspunkt  legen.  Sie  heissen 
alle  Normalen,  und  ihre  Ebene  heisst  die  Normalenebene  oder 
Normalebene  des  betreffenden  Curven punktes.^  Wir  werden  sehen, 
dass  es  unter  den  Normalen  zwei  giebt,  die  besondere  Eigenschaften 
haben.  Sie  stehen  aufeinander  senkrecht  und  bilden  daher  mit  der 
Tangente  ein  dreifach  rechtwinkliges  Geradenkreuz,  das  wir  kurz 
das  Dreikant  des  betreffenden  Curvenpunktes  nennen  werden. 

Bevor  wir  diese  ausgezeichneten  Normalen   bestimmen,   ist  es 
nützlich,  einige  andere  Bemerkungen  vorauszuschicken: 

Eine  Curve  ist  im  Allgemeinen  keine  Gerade.  Hat  man  aber 
Änf  der  Curve  zwei  benachbarte  Punkte  P  und  Pj  gewählt,  so  wird 
das  Corvenstück  PP^  mit  um  so  grösserer  Annäherung  durch  eine 
Strecke  zu  ersetzen  sein,  je  näher  die  beiden  Punkte  P  und  P^  bei 
einander  liegen.  Wir  werden  uns  daher  fragen,  was  aus  der  Ge- 
J^en,  die  durch  P  und  P^  geht,  in  dem  Grenzfall  wird,  in  dem  P^ 
^endlich  nahe  bei  P  auf  der  Curve  liegt.  Man  wird  von  vorn- 
herein vermuten,  jdass  man  dadurch  —  wie  in  der  Ebene  —  auf 
die  Tangente  geführt  wird.  Ja,  es  bedarf  dies  eigentlich  keines 
Beweises,  wenn  man  bedenkt,  dass  aus  dem  obigen  Satz  9  folgt, 
d&B8  die  Projection  der  Tangente  auf  eine  beliebige  Ebene 
die  Tangente  der  Projection  der  Curve  auf  die  Ebene  ist. 
Dennoch  wollen  wir  kurz  den  Grenzübergang  analytisch  durchführen. 
Es  liege  also  die  Curve 


^  Monge  gab  in  seinem  „Memoire  sur  las  developp^es  et  les  points 
^^i^guliers  des  courbes  k  double  courbure'S  pr6sent^  enl771,  M^moires 
°tt  Savants  Strängen  de  Flnst,  T.  X,  Paris  1785,  den  analytischen  Ausdruck 
^^  Nonnalebene. 
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vor.  Auf  ihr  wählen  wir  den  Punkt  P  mit  dem  Parameter  t  und 
den  Punkt  P^  mit  dem  Parameter  ^.  Es  seien  x,  y,  z  und  a^j,  y,,^i 
die  Coordinaten  dieser  Punkte.  Sind  y,  5,  5  die  laufenden  Coordi- 
naten  der  Geraden  PP^,  so  hat  diese  Gerade  die  Gleichungen: 

Die  drei  Brüche  sind  längs  der  Geraden  zwar  einander  beständig 
gleich,  ändern  sich  aber  doch.  Wir  benutzen  ihren  gemeinsame «^ 
Wert  als  Parameter  t  auf  der  Geraden  PP^ ,  die  demnach  auch 
dargestellt  werden  kann: 

f  =  X  +  (t,  ~  T)t,       9  =  //  +  (^1  -  y)t,       h  =  ^  +  (^1  -  ^)t. 
Wir  können  auch 

als  Parameter  einführen,  wodurch  sich  ergiebt: 

Machen  wir  nun  den  Grenzübergang,  indem  wir  ^  unendlich  na' 
bei  t  wählen,  so  kommt  offenbar: 

(2)  y  =  a:  +  .r  T  ,       t|  =  y  +  y  T  ,       ä  =  r  +  z'  T  , 

wie  in  Satz  6,  S.  169. 

Die  Curve   ist  im  Allgemeinen  nicht  eben.     Wählen  wir  aber 
auf  ihr  drei  benachbarte  Punkte  P,  Pj ,  P2  >  so  liegen  diese  in  einer 
Ebene   und  die  Curve  wird  sich  dieser  Ebene  um  so  mehr  von  P 
bis  Pj  anschmiegen,  je  näher  die  drei  Punkte  bei  einander  liegen. 
Daher  fragen  wir  uns,  ob  die  Ebene  durch  P,  P^  und  P,  eine  bestimmte  * 
Grenzlage  hat,  wenn  P^  und  Pj  unendlich  nah  bei  P  auf  der  Cur^e 
liegen.     Sind  x,  y,  z;  x^,  ?/p  r^;  arg,  y^,  z^  die  Coordinaten  von  P,  Pj 
und  Pj  und  ;,  t),  j  die  laufenden  Coordinaten  der  Ebene,  so  ist 

'     y  —  X        x^  —  X        x^  —  X 

\  ^-1/     y\-y     y^-y  '  ^^ 

die  Gleichung  der  Ebene.  Zu  den  Punkten  P,  P^  und  P^  mögen 
die  Parameterwerte  ^,  ^  +  e, ,  ^  +  «g  gehören.  Sind  e^  und  c^  hin- 
reichend klein,  so  ist 

'       I  2  I 

.Tg       .r  =  :r  €2  -r  7    0  ^     1    •  •  • 
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zu  setzen,  analog  y^  —  y  >  I/z  "^  !/  ^^^  ^i  —  ^  >  ^2  ~"  ^  •     ^^®  ^  »  ^ 
n.  8.  w.  bedeuten  dabei  die  Ableitungen  von  x  =  (p(t)  u.  s.  w.  nach  t. 
Da  sich  nun  in  der  zweiten  und  dritten  Reihe  der  Determinante  der 
Factor  e^  bez.  e^  absondern  lässt,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Ebene 
die  Form  an: 


X" 


j> 


J  —  X         X    -\-  -    -  €j   "i-  .  .  .         X    -\-  -    2  ^2     '     •  •  • 


=  0. 


.// 


// 


ä--z^    ^'  +  r:^^i  +  ---     ^'  +  r.^^2  +  --- 


Subtrahieren  wir  die  zweite  Reihe  von  der  dritten,  so  kommt: 


l 
\ 


-X      JT 


/// 


y  y  +  r^«i  + 


*i)  +  17278  (*^ 


2 


«1*)  + . . . 


=  0. 


In  der  letzten  Reihe   lässt   sich   überall  —  («^  —  c^)  absondern  und 

daher  aus  der  Gleichung  fortstreichen.  Nachdem  dies  geschehen 
ist,  machen  wir  den  Grenzübergang,  indem  wir  e^  und  €2  als  un- 
endlich klein  auffassen.     Alsdann  bleibt  als  Endliches  übrig: 


(«) 


J-* 

X 

X 

9-.y 

y' 

y 

h-^ 

z' 

1 1 

Z 

=  0. 


Natürlich  ergiebt  sich  diese  Grenzlage  der  Ebene  nur  dann,  wenn 
die  linksstehende  Determinante  nicht  an  sich  —  für  alle  Werte  von 
j,  9,  j  —  gleich  Null  ist,  weil  alsdann  die  unendlich  kleinen  Glieder 
niedrigster  Ordnung  zu  berücksichtigen  wären.  Aber  an  sich  ist 
die  linksstehende  Determinante,  da  (3)  in  der  Form 

(4)     (yV-  z'y')  (y-x)  +  [z'x'^xz")  (l)  -y)  +  {xy'^y'  x)  (j  -  z)  =  0 

geschrieben  werden  kann,  nur  dann  gleich  Null,  wenn 
y  z    —  z  y    =^  z  X    —  x  z    =^  x  y    —  y  x    =U 

ist.  Dies  tritt  nach  Satz  6,  S.  169,  nur  da  ein,  wo  die  Tangente 
die  Curve  in  zweiter  Ordnung  berührt.  Von  solchen  Stellen  sehen 
wir  hier  ab. 
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Die  Ebene  (3)  oder  (4),  die  Orenzlage  der  Ebene  durch 
Punkt  [t)  und  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve,  heisst  die 
Schmieguugsebene  oder  Osculationsebene  des  Punktes  (tj} 
Da  sie  als  Ebene  dreier  unendlich  benachbarter  Curvenponkte 
P,  Pj,  Pg  bezeichnet  werden  kann  und  die  Geraden  PP^  und  P,P, 
zwei  unendlich  benachbarte  Tangenten  der  Curve  sind,  so  kann  man 
die  Schmiegungsebene  auch  als  die  Ebene  zweier  unendlich  benack- 
barter  Tangenten  definieren. 

Oben  sprachen  wir  von  der  Normalebene  des  Punktes  (fy 
Sie  geht  durch  den  Punkt  (t)  oder  (x,  y,  z)  und  steht  auf  der  Tan- 
gente dieses  Punktes  senkrecht.  Da  die  Tangente  Richtungscosinus 
proportional  x\  ;/,  z'  hat,  so  ist 

(5)  X    (y-.ar)  +  y(l)-i/)  +  /(a-r)  =  0 

die  Gleichung  der  Normalebene  in  den  laufenden  Goordinaten  i,  %  )• 
Jede  solche  Gerade  in  der  Normalebene,  die  durch  den  Curven- 
punkt  (t)  geht,  heisst  eine  Normale  des  Punktes  (<),  so  insbesondere 
die  Schnittlinie  der  Normalebene  und  Schmiegungsebene.  Diese 
Gerade  heisst  Hauptnormale  des  Punktes  {fj.  Die  Goordinaten 
j,  l),  j  ihrer  Punkte  erfüllen  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5). 

Die  Gerade,  die  im  Punkte  (t)  auf  der  Schmiegungsebene  —  dem- 
nach auch  auf  der  Tangente  und  auf  der  Hauptnormale  —  senk- 
recht steht,  wird  die  Binormale*  genannt,  denn  sie  ist  nicht  ntff 
zur  Tangente  des  Punktes  {t),  sondern  auch  zu  der  unendlich  be- 
nachbarten Tangente  senkrecht,  da  letztere  in  der  Schmiegungseböi^J 
liegt.  Allerdings  wird  sie  diese  benachbarte  Tangente  nicht  schn^ 
den.    Die  Richtungscosinus  der  Binormale  sind  nach  (4)  proportion» 

i/  z    —  z  9/   ,        z  X    —  X  z   y       jr  y    —  ?/  *    , 
sodass  ihre  Gleichungen  in  Parameterdarstellung  so  lauten: 

+1     f      >t  I      ft\ 

{X  II     -  y  X  )  T  . 

Die  drei  Geraden:  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  bilden  ein 
dreifach  rechtwinkliges  Geradenkreuz;  dies  ist  das  oben  erw&hntc 
Dreikant  des  Punktes  (^).  Schon  im  vorigen  Paragraphen,  S.  168 
legten  wir  einer  reellen  Curve  und  ihrer  Tangente  als  positiven  Sini 

*  Die  Schiniogiingsobcne  wurdo  wohl  zuerst  von  Tinsbau,  „Solutio 
de  quelques  probUNmes  etc/\  presentoe  en  1774,  Momoiros  des  Savani 
^trangers  de  Tlnstitut,  T.  IX,  1781,  betrachtet. 

•  Der  Name  Binormale  rührt  von  de  Saint -Vbnant  her.  Siebe  Ai 
merkung  auf  S.  159. 
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m  Fortschreitungssinn  des  Parameters  t  bei.  Bis  auf  weiteres 
)llen  wir  irgend  einen  Sinn  auf  der  Hauptnormale  als  positiv  be- 
icimen.  Dann  aber  soll  der  positive  Sinn  auf  der  Binormale  so 
^gestellt  werden,  dass  die  positive  Tangente,  Haupt-  und  Bi- 
)rmale  gerade  so  gegeneinander  liegen  wie  die  positive  x-,  y-  und 
Axe,  sodass  das  Dreikant  vermöge  einer  Bewegung  in  dies  Axen- 
reuz  übergeführt  werden  kann.  Die  Cosinus  der  Winkel,  die 
on  den  drei  positiven  Richtungen  des  Dreikants  mit  den 
rei  positiven  Richtungen  der  Coordinatenaxen  gebildet 
'erden,  sollen  hier  und,  soweit  möglich,  später  auch 
mmer  so  bezeichnet  werden,  wie  es  folgende  Tafel  zeigt: 


X 


y 


Tangente 

Hauptnormale 

Binormale 


u      ß      r 
l       m      n 

X  fJL  V 


'Wischen  ihnen  bestehen  dann  Beziehungen  wie  die  in  Tafel  I,  und 
ir  können  sie  sofort  hinschreiben,  wenn  wir  die  vorstehende 
abelle  mit  der  in  Tafel  I  vergleichen.  So  kommen  wir  zu  den 
ormeln,  die  in  Tafel  II  unter  {A)  bis  {D)  angegeben  sind.  Wir 
erden  diese  Formeln  häufig  anwenden. 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  10:  Die  Richtungscosinus  a,  8,  y  und  A,  /i,  v  der 
ÄDgente  und  der  Binormale  des  Punktes  [t)  oder  (x,y,  z) 
ler  Curve: 

'^füllen  die  Proportionen: 

a\ß\Y  =^  sf  \y  :z\ 
A:fjL:v  =  {i/z    -- z  y  )\[z  x    —  x  z  ):[x  y    —yx). 

Es  ist  nützlich,  sich  ein  ungefähres  Bild  von  der  Lagerung  der 
climiegungsebenen  u.  s.  w.  dadurch  zu  machen,  dass  man  statt  der 
anmcarve  ein  räumliches  Polygon  P^P^P^,  .  .  betrachtet,  das 
5glichst  wenig  von  einer  Curve  abweicht,  also  ein  Polygon,  dessen 
radlinige  Seiten  i\  -Pj ,  P^P^.  .  .  recht  kurz  sind  und  von  dem 
zwei  aufeinanderfolgende  Seiten,  wie  P^  P^  und  P,  P, ,  fast  ge- 
^kte  Winkel  miteinander  bilden  (siehe  Fig.  39).     Die   Geraden, 
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auf  denen  die  Strecken  -Pj  Pg »  -^2  ^s  •  •  •  liegen,  ersetzen  uns  dabei 
die  Tangenten   der  Curve,   die  Ebenen  je  dreier  Punkte  P^P^P^j 

P^P^  P^  .  .  ,  die  Schmiegungsebenen. 
Das  Lot  in  Pj  zur  Ebene  P^P^P^ 
wird  die  Binormale  des  Punktes  P^ 
darstellen,  u.  s.  w.^ 

Wir  wollen  nun  die  besondere 
Bedeutung  des  Dreikants  ftLr  den 
Verlauf  der  Curve  in  der  Umgebung 
der  betreffenden  Stelle  erläutern. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir 
uns  das  Dreikant  des  Punktes  {t  =  0) 
z.  B.  als  Axenkreuz  gewählt  Für 
Punkte  der  Curve,  die  dem  Anfangs- 
punkt (^=0)  hinreichend  nah  sind,  lassen  sich  dann  die  Coordi- 
naten  als  Potenzreihen  nach  t  entwickeln: 

y  =^  a^t  +  b^i^  +  c^fi  +  .  .  . , 
z  =^  a^t  +  b^fi  +  c^fi  +  .... 

Nach  Satz  10  sind  die  Bichtungscosinus  der  Tangente  des  Anfangs- 
punktes proportional  o^,  a^,  a,.  Da  sie  jetzt,  weil  die  Tangente 
die  ar-Axe  ist,  gleich  1,  0,  0  sind,  so  ist  o^  =j=  0,  o^  =  o,  =  0  an- 
zunehmen. Die  Bichtungscosinus  der  Binormale  des  Anfangspunktes 
sind  nach  demselben  Satz  proportional 


Fig.  39. 


0, 


2a,  A3, 


2a,i,. 


Weil  die  r-Axe  die  Binormale  ist,  so  sind  sie  andererseits  gleich 
0,  0,  1.  Also  ist,  da  «^  =}=  0  ist,  noch  A3  =  0,  ig  4=  ^'  ^^^  haben 
somit  die  Reihen: 


(7) 


Die  Projection  der  Curve   auf  die  Schmiegungsebene  des  Punktes 
(^  =  0),    also    auf    die   a:?/- Ebene,    wird   durch   die   beiden    ersten 


x=^a^t+  b^fi  +  c^fi  ■{-  .  .  , 

(«1  =1=  0) , 

//  =               ^>3  ^2  +  C3  ^  +  .  .  . 

(*2+0), 

Z  =                                        C3  ^  +  .   .  . 

• 

^  Ein  Modell  hierzu  kann  man  sich  leicht  aus  einem  Streifen  nicht  zu 
dünnen  Papiers  herstellen,  indem  man  ihn  im  Zickzack  immer  nach  derselben 
Seite  hin  (von  der  ursprünglichen  Ebene  des  Streifens  aus)  umknickt. 


1 
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Gleichungen  dargestellt.  In  unmittelbarer  Nähe  des  Punktes  [t  ^  0) 
Terläofl  die  Projection  mitbin  wie  die  Curve: 

d.  h.  wie  eine  Parabel,  die  den  Anfangspunkt  zum  Scheitel  und 
die  j-Axe  zur  Tangente  hat  Bei  der  Projection  auf  die  Normal- 
ebene,  also  auf  die  yz-Ebene  kommt  dagegen  die  zweite  und  dritte 
Gleichung  (7)  in  Betracht,  sodass  die  Projection  der  Curve  hin- 
reichend nahe  beim  Punkte  {t=s  0)  wie  die  Curve: 


y  =  *,  ^ ,       z 


c^fi 


Terläuft  Im  Allgemeinen  wird  c,  von  Null  verschieden  sein,  und 
dann  hat  diese  Curve  im  Anfangspunkt  nach  S.  75  eine  Spitze, 
deren  Tangente  die  y-Axe  ist.  Endlich  wird  die  Projection  auf  die 
'2-Ebene  in  der  nächsten  Nähe  des  Punktes  [t^  0)  durch: 

gegeben,  d.  h.  durch  eine  Curve,  die  im  Anfangspunkt  einen  Wende- 
punkt hat,  dessen  Tangente  die  :r-Axe  ist 

Diese  Ergebnisse  macht  man  sich  dadurch  klar,  dass  man  drei 

Ebenen,  die  den  drei  betrachteten  Ebenen  parallel  sind,  so,  wie  es 

^  der  darstellenden  Geometrie  ge- 

l^fftnchlich  ist,  als  Aufriss-,  Grund- 

^BS'  und  Seitenrissebene  benutzt, 

• 

^  die  Zeichenebene  auseinander- 

^lappt  und  dann  in  die  Ebenen  die 

*^ei  Curven    einzeichnet,    wie  in 

^ig.  40.     Zwei   der  drei   Projec- 

^onen  bedingen  die  dritte,  wie  aus 

ien  Hülfslinien  ersichtlich  ist.    Aus 

äeii   Projectionen    schliesst    man 

rückwärts   auf    den    Verlauf    der 

Hanmeurve.     Man   erkennt,   dass 
äieRaumcurve,  wenn  sie  reell 
^st,    die    Schmiegungsebene, 
Äich  ihr  anschmiegend,  durchsetzt    Dagegen  verbleibt  die 
Curve   in   der   Nähe    des    betrachteten   Punktes   auf  einer 
Seite  der  Ebene  durch  die  Tangente  und  Binorniale,  wäh- 
lend sie  natürlich  die  Normalebene  senkrecht  durchsetzt. 
Die  Projection  der  Curve   auf  die  Ebene  der  Binormale  und 
Tangente  berührt  die  Projection  der  Tangente  selbst  in  zweiter 


Fig.  40. 


ScHiFFBBS,  Gcom.  DifRr.  I. 


12 
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Ordnung.  Hier  liegt  also  ein  solches  Beispiel  zu  Satz  9,  S.  170, 
vor,  in  dem  das  dort  gebrauchte  Wort:  mindestens  zur  Geltung 
kommt 


§  8.    Formeln  fDr  die  Richtungscosinus  des  Dreilcants. 

Nach  Satz  10,  S.  175,  können  wir  die  Richtungscosinus  a,  ß,  y 
und  Xy  /i,  V  der  Tangente  und  Binormale  einer  Eaumcurve  be- 
rechnen. Die  mittlere  Zeile  der  Formeln  II  (C)  giebt  darauf  auch 
die  Richtungscosinus  /,  m,  n  der  Hauptnormale.  Zwischen  den 
Richtungscosinus  besteht  nun  noch  eine  Reihe  wichtiger  Beziehungen, 
die  klarer  hervortreten,  wenn  wir  die  Bogenlänge  s  der  Curve 
als  Parameter  einführen.  Wir  setzen  daher  nach  Satz  4, 
S.  164,  voraus,  die  Curve  liege  in  einer  solchen  Form: 

(1)  x^(p[8),       y=^x{s),       z=^rp{8) 
vor,  dass  für  jeden  Wert  von  s: 

(2)  x^  +  y'>  +  z'«  =  1 

ist. 

Zur  Abkürzung  benutzen  wir  femer  ein  Symbol  $•     Es  treten 

nämlich   häufig  Summen  von  drei  Gliedern  auf,  derart,  dass  jedes 

folgende  Olied  aus  dem  vorhergehenden  dadurch  abgeleitet  werden 

kann,  dass  man  die  x-,  y-,  z-Axe  cyklisch  vertauscht  und  mit  ihnen 

alle  die  Grossen,  die  sich  auf  die  Axen  beziehen,  also  z.  B.  x',  y',  r', 

dann  er,  ß,  y,  femer  /,  m,  7t,  auch  X,  fi,  v  u.  s.  w.     In  diesem  Falle 

genügt   es,    das  erste  Glied  allein   hinzuschreiben   mit  dem  davor- 

gesetzten  Summeuzeichcn  S*     So  z.  B.  können   wir  die  Formel  (2) 

so  schreiben: 

(3)  S  :r'*  =  1 

und  durch  Differentiation  nach  s  folgt  hieraus: 

(4)  S^'x"  =  0, 
was  bedeutet: 

t      fr      ,  f      tf      .  •      tr  f\ 

XX   +  y  y   +  z  z   =ü. 

Nach  Satz  10,  S.  175,  ist  nun: 

a: ß:y  =^  X  :y  :z\ 

Aber  nach  (3)  folgt  hieraus  sofort: 

(5)  a=^x,ß^y,y^z'. 
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Alsdann  ist  die  Tangente  bei  reellen  Curven  im  Sinne  wachsender 
Bogenlänge  positiv  gerechnet.    Femer  giebt  derselbe  Satz  zunächst: 


;i  = 


_        yfx"-x'^' 


IBb  ist  aber  nach  der  Anmerkung  zu  S.  146: 

Bnd  dies   reduciert  sich  nach  (3)  nnd  (4)  einfach  auf  8x"^.     Also 
iommt: 

x'y"  -  t/af' 


y  x"*  +  y"*  +  *"• 


Nach    der   mittleren   Zeile   der  Formeln  11  (C)  folgt  hieraus   und 
auB   (5): 

I>er  Zähler  lässt  sich  so  schreiben: 

und   ist  also  nach  (3)  und  (4)  gleich  x\    Daher: 

^    ^  V  a?"*  +  y"»  +  »"*  j/a?"»  +  y"»  +  *"* 


n  = 


%" 


yx"*  +  y"«  +  *"• 

Die  in  den  Formeln  (6)  und  (7)  auftretende  Quadratwurzel  sei 
mit  —  bezeichnet,  und  zwar  wollen  wir  bei  reellen  Curven 
stets  die  positive  Wurzel  so  bezeichnen: 

(8)  -7  =  Vx"«+y'*  +  /'*, 

sodass  wir  haben: 

(9)       A  ==  r(y'z"  -  z'y"),      t^  =  ^(^^"  -  ^'O,      ^  =  ^(*Y'  -y  ^") 

und: 

^lO)  l=:zrz',       m^ry'\       n^rz^'. 

Da  "«vir  r  bei  reellen  Curven  stets  positiv  wählen  wollen,  so  wird  jede 
Zweideutigkeit  über  die  Vorzeichen  von  X,  fi,  v  und  l,m,  n  vermieden. 

12* 
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Wir  haben  also  durch  die  Festsetzung  des  Vorzeichens  von  r  zu- 
gleich die  positiven  Richtungen  auf  der  Haupt-  und  auf  der  Bi- 
normale festgestellt.  Auf  S.  175  hatten  wir  vorläufig  den  positiven 
Sinn  der  Uauptnormale  noch  beliebig  gewählt. 

Die  Richtungscosinus  sind  durch  (5),  (9)  und  (10)  als 
Functionen  der  Bogenlänge  s  dargestellt.  .Jetzt  wollen  wir 
ihrer  Differentialquotienten  nach  s  berechnen,  da  wir  sie  oft 
gebrauchen  müssen.     Aus  (5)  folgt  zunächst  {/  =^  a/',  sodass  wegen 

(10)  kommt: 

(11)  c.'  =  ^,       /S'^^,       /  =  ^. 
Nach  den  Formeln  II  {J)  ist  ferner: 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  s: 

aX  +ßfi'  +  yi/  =  -  («' A  +  /S'^  +  /p) 

Nach  (11)  ist  aber  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  gleich 

{Ik  +  mfi  +  nv) 

und  daher  nach  II  {Ä)  gleich  Null.  Aus  den  beiden  Gleichungen 
folgt  somit: 

X' ifi' :v'  =^(jjLy  —  vß):{vcc  --  ky):{Xß  ^  fia) 

oder  nach  II  (C): 

k' :  /jf  :v  =  limin. 

Wir  können  deshalb  setzen: 

(12)  X  =  l, 

Freilich  ist  die  Function  q  von  s  vorerst  noch  unbekannt.     Nach 

n  (C)  ist  nun  weiter: 

/  =  fiy  —  vß 
und  deshalb: 

/'  =  ^'  y  —  1/'  |(9  +  iu  /  —  V  /^ 

oder  nach  (11)  und  (12): 

l'  =:^{mr-nß)+y(fjLn^vm), 


,        m 

n 

jDi  «  — , 

V  =  — 

9 

9 
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woraus  wiederum  nach  II  (C)  folgt : 

./ ^  j» l_ 

Wir  haben  daher  noch: 

(13)    l'=-±-l,    m'=-l-^,  n'=-l---!l. 
^      '  r         Q  r         Q  r         q 

In  (11),  (12)  und  (13)  liegen  nun  die  Ableitungen  der  Richtungs- 
cosinus nach  s  vollständig  bekannt  vor  —  bis  auf  die  Funktion  q. 
Um  diese  zu  berechnen,  differenzieren  wir  die  erste  Gleichung  (9). 
Dies  giebt  wegen  (12): 

—  ^r{yz^zy)  +  r{yz     -  zf  y  ) 
oder  also  wieder  wegen  der  ersten  Gleichung  (9): 

Eine  entsprechende  Formel  besteht  fllr  —  und  —  •     Wir   multipli- 

ciei*en   sie   der  Beihe   nach  mit  /,  m,  n  und  addieren  sie  darauf. 
Nach  n  {Ä)  folgt  dann : 


oder  nach  (10): 


l  =  rS/(y'/"-/y"') 


-i--r«Sa:"(y'z'"-/y"), 


wofbr  wir  auch  wegen  (8)  schreiben  können: 


(14) 


£ 
9 


X  X  % 


."» 


"1 


05'"  +  y'  '  +  X 


"t 


Hiermit  ist  auch  q  bestimmt^  und  zwar  hat  q,  wie  man  sieht,  ein 
Ton  der  willkürlichen  Festsetzung  r  >  0  unabhängiges  Vorzeichen. 
Wir  können  noch  eine  Reihe  von  Formeln  aufstellen,  die  wir 
gelegentlich  gebrauchen  werden.  So  folgt  aus  (11),  (18)  und  (12) 
wegen  der  Formeln  11  [J)\ 


(15) 


1 

1 

r« 

+ 

e" 

1 

9' 

182  Zweiter  Abschnitt:    Ourven  im  Baume. 

Ferner  ist  nach '(10): 


daher: 


x"  =  - 

r 


x"'  =  -    -  ^'  ^ 


r  r* 


oder  nach  (13): 

wofür  wir  auch  wegen  (5),  (9)  und  (10)  schreiben  können: 


Analoge  Formeln  gelten  ftiry"',  z'".  Man  kann  dann  (16)  abermals 
differenzieren  und  so  fortfahren.     Dadurch  erkennt  man: 

Satz  11:  Die  Differentialquotienten  der  Coordinaten 
X,  y,  z  eines  Curvenpunktes  nach  der  Bogenlängen  lassen 
sich  sämtlich   durch   die  Richtungscosinus   der  Tangente, 

Haupt-  und  Binormale,  die  Functionen  —  und  —  und  die  Ab- 

leitungen  dieser  beiden  Grössen  nach  s  ausdrücken. 

Infolge  der  ersten  und  letzten  Gleichung  (15)  haben  die  Func- 
tionen —  und  —   eine    geometrische   Bedeutung:      Wenn    zunächst 

a,  Ä,  c  die  Richtungscosinus  einer  Geraden,  a  +  da,  b  +  db,  c  +  dc 
die  einer  unendlich  benachbarten  Geraden  sind,  so  ist  es  leicht, 
den  Winkel  dcp  zu  bestimmen,  den  beide  Geraden  miteinander 
bilden.  Wir  legen  nämlich  durch  den  Anfangspunkt  Parallelen  zu 
beiden  Geraden  und  tragen  auf  ihnen  vom  Anfangspunkt  aus  die 
Einheitsstrecke  ab.  Die  Endpunkte  P  und  P'  der  Strecke  haben 
dann  die  Coordinaten  a,  b,  c  und  a  +  da,  b  +  db,  c  +  de.  Die 
unendlich  kleine  Strecke  PP'  hat  die  Länge: 


PP'  =  ^da*  +  db^  +  dc^. 

In  dem  unendlich  schmalen  gleichschenkligen  Dreieck  OPP' 
tritt  nun  der  fragliche  Winkel  dtp  als  Winkel  an  der  Spitze  0  auf, 
und  es  ist,  da  0P=  OP'  ^  l  ist,  direct  d(p  ^  PP\  also: 

(17)  d(f  ^^da^  +  db^  +  dc^. 

Die  erste  und  dritte  Formel  (15)  lassen  sich  nun  so  schreiben: 


da^+  dß^  +  dy^^ 


r« 


dX^-^dn^+dv^^^ 
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Also  ist  —  der  Winkel  dT  zweier  unendlich  benachbarter 

r 

Tangenten  der  Raumcarve,  der  sogenannte  Contingenzwinkel, 

und  —  der  Winkel  dB  zweier  unendlich  benachbarter  Bi- 
Q 

normalen,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Schmiegungsebenen.  Man  nennt  ihn  hin  und 
wieder  den  Torsions winkel.^  Dabei  ist  ds  das  zugehörige  Bogen- 
element,  von  dessen  Grösse  die  Grössen  d  T  und  d  B  wesentlich 
abhängen.     Wir  benutzen  die  Formeln: 

(18)  J^  =  i-,       J^  =  -L 

^      '  da         r  ds         q 

zugleich  zur  Festsetzung  des  Vorzeichens  der  beiden  Winkel  im 
Fall  reeller  Curven. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  der  Curve  hin  und  legt  er  das 
Bogenelement  ds  zurück,  so  ändern  sich  also  die  Richtungen  der 
Tangente  und  Binormale   um   solche  unendlich  kleine  Winkel  dT 

und   dB,   die   durch   ds    dividiert   gerade   die   Grössen   —  und  — 

liefern.     Man  erkennt,  dass  sich 

r         da 

f&r  ebene  Curven  nach  (1),  S.  36,  gerade  auf  die  Krümmung  der 
Curve  reduciert    Wir  nennen  auch  bei  Raumcurven  —   die   Erüm- 

r 

mnng  an  der  betreffenden  Stelle  der  Curve.    Für  die  Grösse: 

1  _  dB 
Q         da 

haben  wir  dagegen  in  der  Ebene  kein  Analogon,  denn  die  Binormalen 
einer  ebenen  Curve  sind  sämtlich  zur  Ebene  der  Curve  senkrecht, 

und  daher  ist  bei  ebenen  Curven  dB  =^  0,  also  —  =  0.   Die  Ebene 

einer  ebenen  Curve  ist  die  constante  Schmiegungsebene  der  Curve. 
Eine  Raumcurve  weicht  um  so  mehr  also  von  einer  ebenen  Curve 
aby  je  grösser  der  Winkel  dB  der  Schmiegungsebenen  zweier  unend* 

lieh   benachbarter  Punkte  der  Curve  ist.    Es  giebt  daher  -r-   oder 

a  s 

^  gewissermassen  ein  Mass  für  die  Abweichung  einer  Curve  von 

^  Der  Gontmgenz-  und  der  Torsionswinkel  treten  bei  Lanoret  (siehe 
Anm.  S.  159)  unter  den  Namen:  erste  und  zweite  Flexion  auf. 
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einer  Ebene  an  einer  Stelle  der  Curve  an.  Man  nennt  die  Grösse 
die  Torsion  der  Curve  an  der  betreffenden  Stelle,  hin  und 
wieder  auch  die  zweite  Krümmung  der  Curve;  und  hieraus  leitet 
sich  die  moderne  Deutung  des  Namens:  Curve  doppelter  Krüm- 
mung für  eine  Eaumcurve  ab  (siehe  oben  S.  162). 

Die  wichtigsten  Formeln  dieses  Paragraphen  sind  im  Anhang 
in  der  Tafel  III  unter  {J)  bis  {H)  zusammengestellt.  Der  Leser 
wird  bald  erkennen,  dass  diese  Formeln  die  eigentliche 
Grundlage  der  ganzen  Curventheorie  ausmachen;  wir  werden 
diese  Formeln  fortwährend  benutzen.^ 

Beispiel:    Bei  der  gemeinen  Schraubenlinie  (S.  165). 

S  8  0 

a;  =  r  COS  —  ,      y  =  r  sin   -  ,      x  —  —8      (r*  +  o*  «  i)*) 

P  P  P  ^  MT    J 

ißt  nach  III  (Z>)  und  III  {E): 

r        /)*'         q  p*' 

Daher: 

Satz  12:  Längs  einer  gemeinen  Schraubenlinie  ist  Krümmung 
und  Torsion  constant. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  dies  durch  Ausrechnung  für  die  gemeine 
Schraubenlinie  in  ihrer  allgemeinen  Lage  nachzuweisen.  Es  kommen  dabei 
die  Formeln  (10)  auf  S.  165  zur  Anwendung. 

Wir  sahen   vorhin:     Ist  eine  Curve  eben,  so  ist  ihre  Torsion 

—  =s  0.     Dies  lässt  sich  umkehren.    Wir  kommen  hierdurch  zu  dem 
9 

auf  S.  162  versprochenen  Merkmal  für  ebene  Curven.    Wenn  vAm* 
lieh  längs  einer  Curve  —  =»  0  ist,  so  ist  nach  (14): 


XXX 


/  ff            ff 

y  y  y 

/  ff        /ff 

z  z  z 


=  0 


für  alle  Werte  von  s.     Bezeichnen  wir  die  Unterdeterminanten  der 
letzten  Reihe  mit  J,  B,  C,  so  folgt  hieraus: 

Ax'"  +  £f'  +  Cz"'  =  0, 

^  Die  Formeln  ftkr  die  Richtungscosinns  der  Tangente,  Haapt-  und 
Binormale  und  ihre  Differentialquotienten  wurden  fast  zu  gleicher  Zeit  von 
Frbnet  „Sur  les  courbes  k  double  courbure",  Th^se,  Toulouse  1847,  auch 
im  Journal  de  Math^m.  T.  XVII  (1852),  und  von  J.  A.  SEaasr  „Memoire 
sur  quelques  formules  relatives  k  la  th^orie  des  courbes  k  double 
courbure^^,  Journal  de  Math^m.  T.  XVI  (1851),  aufgestellt.  Man  nennt  daher 
insbesondere  die  Formeln  (C)  der  Tafel  III  die  FBENir'schen  oder  SBSftBT*8chea 
Formeln.    Bei  Sbreet  findet  sich  auch  der  Sati  11. 
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(«)       { 


irährend  ausserdem  identisch: 

Äx    +  By    +C2^  =0, 
Äx"  +  By"  +  C:t"  ^0 

ist   Differenzieren  wir  (19)  nach  s,  so  kommt  mit  Rücksicht  auf 
die  aufgestellten  Gleichungen: 

f2ox  I  A'x   +B'y^  +Cz    =0, 

^  1  Ä'x"  +  By' +  C'z"  ^0. 

Aus  (19)  und  (20)  folgt,  dass 

Ä:B:C^  Ä\F:C' 

ist.  Ist  wenigstens  eine  der  drei  Grössen  A,  B,  C  von  Null  ver- 
schieden, z.  B.  C,  so  können  wir  A :  C  mit  p  und  B :  C  mit  q  be- 
zeichnen, sodass  wir  haben: 

(21)  Ä^Cp,       B^Cq,       A':=C'p,     B^C'q. 

Differenzieren  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen,  so  geben  sie  mit 
fflcksicht  auf  die  beiden  letzten: 

C;)'  =  0  ,       Cy'  =  0 , 

also  p'  SS  ^'  SS  0,  sodass  p  und  q  Constanten  sind.     Nun  giebt  die 
erste  Gleichung  (19)  wegen  (21): 

(22)  ;?y  +  9y  +  z'  =  0 

oder: 

px  +  qy  +  z  ^  Const. 

Die  Curve  liegt  somit  in  der  Ebene,   die   durch  diese  Gleichung 
dargestellt  wird.     Wäre  C  =  0,  so  hätten  wir 

x  y    — y  X    =  ü 
oder: 

(23)  ^  =  Const., 

d.  h. 

y  —  Const.  X  =  Const., 

also  die  Gleichung  einer  zur  r-Axe  parallelen  Ebene. 

8ati  18:  Eine  Curve  ist  dann  und  nur  dann  eben,  wenn 
ihre  Torsion  gleich  Null  ist. 

Aus  dem  Verschwinden  der  obigen  dreireihigen  Determinante 
folgte  das  Bestehen  einer  Gleichung  (22)  oder  (23),  die  in  x\  y\  z' 
linear   homogen  ist  und    constante  Coeffizienten   hat.     Wenn  wir 
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also  x\  y\  z   mit  Uj  v,  lo  bezeichnen,  so  geht  der  folgende  ana- 
lytische Satz  hervor: 

Satz  14:  Dann  und  nnr  dann,  wenn  drei  Functionen 
Uj  V,  w  von  8  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  jeden  Wert 
von  8 


u 

V 

w 


u 


u 


tt 


V 


ff 


w     w 


ff 


=  0 


ist,   besteht   zwischen   ihnen   eine   lineare  homogene  Glei- 
chung mit  Constanten  Coefficienten: 

Const.  u  +  Const.  v  +  Const.  «7  =  0. 

Es  ist  vielleicht  überflüssig  zu  bemerken,  dass  wir  thatsächlich 
von  dem  Umstände,  dass  oben  überdies  x'*  +  y'*  +  /*  =  1  war, 
keinen  Gebrauch  gemacht  haben. 

Der  Satz  14  gilt  übrigens  analog  für  beliebig  viele  Functionen 
einer  Veränderlichen  und  ist  allgemein  leicht  durch  Schluss  von  n 
auf  n  +  1  zu  beweisen,  sodass  wir  uns  damit  begnügen  können,  ihn 
nur  zu  formulieren.! 

Satz  15:  Dann  und  nur  dann,  wenn  n  Functionen  u^^ 
^2**^n  ^^^  ^  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Determinante 
aus  ihnen  und  ihren  Ableitungen  bis  zu  den  (n  —  1)^*"  für 
jeden  Wert  von  8  gleich  Null  ist: 


Ui 


«1 


u^ 


u, 


2 


U 


ff 


ff 


2 


n         n 


U^ 


ff 


u 


(n-1) 


=  0, 


besteht  zwischen  ihnen  eine  lineare  homogene  Gleichung 
mit  Constanten  Coefficienten: 

Const.  Mj  +  Const.  ttg  +  .  .  .  -f  Const.  u^  =  0. 


§  9.    Der  Krummungskreis  bei  einer  Raumcurve. 

Die  zum  Schluss  des  §  6  angekündigte  Behandlung  der  Be* 
rührung  zwischen  Curve  und  Ereis  soll  jetzt  stattfinden. 


^  Siehe  Briosohi,  „Teorica  dei  determinanti'S  P&via  1854. 


§  9,    Der  Krümmungskreis  bei  eitler  Baumcurve. 
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Es  liege  die  auf  ihre  Bogenlänge  s  bezogene  Raumcurve  vor: 
(1)  x  =  9(ä),      y=/(Ä),       z  =  t/;(*). 

Soll  ein  Kreis  die  Curve  im  Punkte  P  oder  {s)  berühren,  so  hat  er 

nach  Satz  7,  S.  170,   dort  die  Curventangente  auch  zur  Tangente. 

Einer  seiner  Durchmesser  ist  also  parallel  der  Curventangente,  ein 

zweiter  zu  ihr  senkrecht.    Letzterer  geht  durch  den  Curvenpunkt  {s). 

Wir  geben   dem   einen   Durchmesser    als    positiven   Sinn   den   der 

Tangente,  sodass  a,  ß,  y  seine  Richtungscosinus  sind.    Dem  anderen 

geben  wir  als  positiven  Sinn  den  vom  Curvenpunkt  P  zum  Ereis- 

mittelpunkt     Alsdann  seien  u,  r,  U7  seine  Richtungscosinus.     Nach 

dem  1.  Beispiel,  S.  165,  haben  die  Gleichungen  des  Kreises  die  Form: 


l  =  r  facosy  +  u  sin  yj  +  a, 
^  =  r  f/9  cos  y  +  ü  sin  -^j  +  h, 
j  ==  r  f  /  cos  y  +  ti7  sin  yj  +  c . 


Dabei  ist  r  bei  reellen  Curven  eine  nach  S.  163  positive  Grösse, 
nämlich  die  Länge  des  Kreisradius,  ferner  (a,  &,  c)  der  Mittelpunkt 
ond  (7  die  Bogenlänge,  gemessen 
vom  Schnittpunkt  des  ersten  posi- 
tiven Radius    aus    im    Sinn   der 
Drehung    nach   dem   zweiten    hin 

(siehe  Fig.  41).    cr  =  — -^.r  muss 

also     den    Curvenpunkt    P    oder 
(jr,y,  z)  geben,  woraus  folgt: 

z  ==  —  rvD  +  c 
oder: 

c  =:  z  +  rw j 

man  auch  geometrisch  leicht  erkennt  (nach  S.  160).  Wir  führen 
diese  Werte  von  a,  &,  c  in  die  Gleichungen  des  Kreises  ein. 
Ausserdem  wollen  wir  die  Bogenlänge  auf  dem  Kreis  vom  Curven- 
punkt (x,y,  z)  aus  im  Sinn  der  positiven  Tangente  rechnen.  Wir 
fahren  deshalb  statt  a  die  Bogenlänge 


(2) 


Fig.  41. 


n 


^  =  <T  +  yr 


188  Zweiter  Abschnitt:    Ourven  im  Batime. 


ein.     Nun  sind  die  Gleichungen  des  Kreises: 

/     .     §                 d         \ 
j  =  rl  asin u  cos h  «1  +  ^> 

(3)  I  ^  =  rf/9sin^- »C08|- +  vj +y, 

j  =  r  Ip^sin M7C0S [-wj  +  z . 

Dabei  bedeuten  also  Uy  Vy  w  die  Cosinus  einer  zur  positiven  Tangenten- 
richtung senkrechten  Richtung. 

Nach  Satz  7,  S.  170,  ist  daf&r,  das  der  Kreis  an  der  Stelle 
(§  =  0)  die  Curve  (1)  in  erster  Ordnung  berühre,  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  ersten  Ableitungen  von  ;,  9,  )  nach  %  für 
§  =  0  mit  Xy  y'y  z'  übereinstimmen.  Dies  ist  der  Fall.  Um  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  zu  er:$ielen,  verlangen  wir  auch  Ueberein- 
stimmung  in  den  zweiten  Ableitungen.     Dies  giebt: 

(4)  -  -  =  ^  »    —  =  y  »    —  =  ^  • 

Da  Uy  Vy  w  Richtungscosinus  sind,  also  S  t«'  ="  1  ist,  so  folgt  hieraus 
durch  Quadrieren  und  Addieren: 

(5)  ^  =  ^"*  +  y"»  +  z'" . 

Nach  III  {D)  ist  folglich  r  die  schon  früher  mit  r  bezeichnete  Gr<(88e* 
Aus  (4)  folgt  ferner  nach  III  (5),  dass: 

(6)  tt  =  /,t7  =  fii,ti?  =  n 

ist.  Der  Mittelpunkt  des  in  zweiter  Ordnung  berührenden  Kreises 
liegt  folglich  auf  der  Hauptnormale  des  betreffenden  Curvenponktes, 
der  Kreis  selbst  also  in  der  Schmiegungsebene.  Sein  Mittelpunkt 
hat  nach  (2)  und  (6)  die  Coordinatcn: 

(7)  a  =  X  +  rly     b  =  y  +  rm  y     c  ^  z  +  rn. 
Hierfür  können  wir  nach  III  {£)  und  III  (2>)  auch  schreiben: 

(8) 


^       ^  +  ic"»  +  y"«  +  x''*  '     *  —  y  +  jc"«  +  y"t  +  ^"« 


«" 


X"*  +  y"«  +  ;t"« 


In  dieser  Form  (8)  erkennt  man  auch  analytisch,  dase  der 
Mittelpunkt  (ci,  b,  c)  des  Kreises  von  der  Wahl  der  positiven  Rieh* 
tung  der  Hauptnormale  vollständig  unabhängig  ist,  eine  Thatsache^ 


J 
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die  geometrisch  einleuchtet,  die  aber  hier  daraus  erhellt,  dass  die 
Gleichungen  (8)  kein  Wurzelzeichen  enthalten.    Wenn  wir  den  posi- 
tiven Sinn  der  Hauptnormale  aufS.  179  dadurch  festgesetzt  haben, 
dass    wir  r   bei   reellen   Curven   positiv   annahmen,    so   lehren   die 
Formeln  (7),  dass  diese  Feststellung  auch  so  ausgesprochen  werd^ 
kann:     Wir   haben   diejenige   Richtung   der   Hauptnormale 
Tom  Punkte  (x,y,  z)  aus  als  positiv  bezeichnet,  auf  der  der 
Mittelpunkt  (a,  b,  c)   unseres   Kreises   liegt.      Die    Werte  (8) 
sind  auch  imabhängig  von  dem  positiven  Sinn,  in  dem   die  Curve 
durchlaufen  wird,  denn  wenn  man  s  durch  —  s  ersetzt,  so  ändern 
sich  ja  die  zweiten  Ableitungen  von  x,  i/,  z  nach  s  nicht. 

Die  Gleichungen  (3)  des  Kreises  lauten  jetzt  wegen  (6)  so: 


(9) 


y  =  r  fa  sin^  —  /  cos  |-  +  /  j  +  ^ , 
t)^r(ß  sin|-  —  wicos  y  +  rnj  +  i/ , 

i  =^r\y  siuy  —  w  cos  y  +  n  j  +  z . 


Der  hier  bestimmte  Kreis  heisst  der  Krümmungskreis  des 
Punktes  (jr,y,»)  derCurve(l),  gelegentlich  auch  der  Seh  miegungs - 
kreis  oder  Osculationskreis.     Ist  die  Curve  (1)  eben,  z.  B.  in 
der  f  y-Ebene  gelegen,  so  erkennt  man  leicht,  dass  der  Krümmungs- 
kreis ebenderselbe   ist,    der   im    1.    Abschnitt,    S.    30,   eingeführt 
wurde.  ^    Der  Mittelpunkt  (a,  bj  c)  des  Krümmungskreises  heisst  der 
Xrümungsmittelpunkt    des    Punktes    (x,  y,  x)    der    Raum- 
corve.     Der   reciproke  Wert  von  r   wurde   schon   auf  S.  183    die 
Erfimmmung  genannt    Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Definitionen 
der  Krümmung  und  des  Krümmungsradius  bei  Raunicurven  im  Be- 
sonderen die  aus  dem  ersten  Abschnitt  bekannten  Definitionen  der- 
selben Grössen  für  die  ebenen  Curven  geben. 

Zuweilen  wird  r  als  Radius  der  ersten  Krümmung  und  q 
ab  Radius  der  zweiten  Krümmung  bezeichnet  (vgl.  S.  184). 
Doch  ist  zu  beachten,  dass  es  kein  geometrisches  Gebilde  giebt,  bei 
dem  Q  den  Radius  vorstellt  me  r  beim  Krümmungskreise. 


1  In  der  Ebene  hatten  wir  r  ein  Vorzeichen  gegeben  (S.  37).  Dies  thun 
wir  nicht  mehr,  sobald  wir  eine  ebene  Curve  im  Räume  betrachten.  Der 
Unterschied  liegt  darin,  dass  wir  in  der  ebenen  analytischen  Geometrie  die 
immer  von  einer  bestimmten  Seite  betrachten,  im  Räume  nicht.    So  sind 

sjrmmetrische  Dreiecke  innerhalb  der  Ebene  auch  nicht  congruent,  wohl 
aber  im  Baume. 
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Satz  16:  Unter  allen  Kreisen,  die  eine  Curve  an  eine 
Stelle  allgemeiner  Lage  berühren,  giebt  es  einen,  der  da 
selbst  in  zweiter  Ordnung  berührt.  Erliegt  in  der  Schmie 
gungsebene  der  Stelle,  sein  Mittelpunkt  auf  der  Haupt 
Aormalen.  Sind  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  üuryenpankte 
als  Functionen  der  Bogenlänge  s  gegeben,  so  sind: 

die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises. 

Fragen  wir  uns,  wann  die  Berührung  von  höherer  als  zweitei 
Ordnung  ist.     Nach  (9)  ist  für  *  =  0 : 


/'/ 


—  — .       h  '"  —  —  i-         1 '"  —  —  1- 


Also  ist  nach  Satz  7,  S.  170,  zu  fordern: 


r« 


d.  h.  nach  III  (G): 

Multiplicieren  wir  die  Formeln  der  Reihe  nach  mit  l,  m,  n  o< 
mit  A,  ju,  1/  und  addieren  sie  nachher,  so  kommt  nach  11  {A): 

^  =  0,        ^  =  0. 

Umgekehrt,   sind   diese  Bedingungen   erftQlt,   so  sind  es   auch 
drei  vorhergehenden,  sodass  aus  m  {Gf)  rückwärts  die  Bedingun 
für  die  Berührung  dritter  Ordnung  folgen. 

Sollten   alle  Krümmungskreise   die   Curve   in   dritter  Ordn 
berühren,  so  müsste  also  längs  der  Curve  r  =  0  und  —  =  0  f 

Nach  Satz  13,  S.  185,  wäre  die  Curve  eben  und  wegen  r'  =  0 
Kreis  nach  Satz  29,  S.  41.  Dieser  Satz  gilt  daher  auch 
Räume. 

Beispiel:  Bei  der  gemeinen  Schraubenlinie  (S.  184): 

a?  =  r  cos  — ,  ^  =  r  sm  — ,        »  «  -^  ^ 

P  P  P 


?  10.    Ogßuiierende  gemeine  Schraubentmi^i. 


■ind  di«  Coordinaten  des  KrQmmuDgBtnittelpimkteB,  da  :*  +  ?*'>•  p'  bti 


Z.  B.    im    Punkte  (» 
(1,0,  0)  ut: 


Di« 

tc*  («=  0),  nfimlich: 

hi  die  Gleichung: 


und  enthllt  alao  die  x-Axo.  Sie 
Klui^et  den  Cflinder  (siehe 
Kg.  4i)'  in  einer  Ellipse,  deren 
lulbe  kleine  Aze  r  iat,  während 


'm  balbe  groase  Axe   ist     Die 

^pw    bat    in    ihrem    Neben-  Fig.  42. 

•dwtel,  der  im  Pnnkte  (i,  0,  0) 

%t,  DKh  S.  29  den  KriimmnngBradius  ^- .     Deoaelben  Wert   liefert   III  (D) 

^  den  ErümmongaradiuB  r  der  Schraubenlinie  im  Punkte  (r,  0, 0]  (aiebe  S.  ISt). 
I^  Ergebnis  ist  nicht  überraachend. 


§  10.    Oscuiierende  gemeine  Schraubenlinien. 

Die  Kreise  können  als  die  Curven  definiert  werden,  deren 
Er&mmung  constant  und  deren  Torsion  gleich  Null  ist.  Sie  sind 
^>ecial&Ue  der  gemeinen  Schraubenlinien,  deren  Krümmung  und 
Toniou  nach  Satz  12,  S.  184,  constant  ist. 

Wir  wollen  nun  das  Problem  des  vorigen  Paragraphen  ent- 
qmchend  Terallgemeinem:  Gegeben  sei  eine  Raumcurve  und  auf 
ihr  ein  Ponltt.  Gesucht  werden  solche  gemeine  Schraubenlinien,  die 
mit  der  Cnrve  an  dieser  Stelle  eine  Berührung  von  möglichst  hoher 
Ordnaag  eingehen. 

Zur   Tereinfachang    der   Formeln    wählen    wir    die   Tangente, 

■  In  Fig  42  Bind  der  Gjlinder  and  die  Scbi&nbenlbie  auf  die  xy-£ben« 
lud  swei  solche  Ebenen  projiciert,  die  der  x*-  und  yvEbene  parallel  sind. 
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Hauptnormale  und  Binormale  desjenigen  Punktes  der  Baumcoirey 
in  dem  die  Berührung  stattfinden  soll,  als  Axenkreuz.  Für  diesen 
Punkt  ist  dann 

daher  nach  III  {B)  und  III  (Ö): 


<1) 


j*  '  —  1  :r  "  —  0  *  "'  —  — 


/// 


yo'  =  ö,    yo"  =  7'    yo 


V  =  o,    V  =  o,    V"  =  - 


1 


Dabei  bedeuten  die  Accente  die  Differentiation  nach  der  Bogen- 
länge Sf  und  der  Index  Null  soll  andeuten,  dass  die  Grössen  fllr 
den  Anfangspunkt  gelten. 

Nach   S.   165   lauten   die    allgemeinen   Gleichungen   einer  ge« 
meinen  Schraubenlinie  so: 

y  =  r  f«!  cos  y  +  «3,  sin  yj  +  «3 -|-8  +  a , 
(2)  r)  =  xi^ß,cos-^  +  ß,Bm^)+ß,j.»  +  h, 

j=r(ri  cos |- +  ^2  sin -^)  +y^±.^  +  c. 

Damals  wurde  die  Bedeutung  der  hierin  auftretenden  Constanten 
angegeben.  Der  Parameter  §  bezeichnet  die  Bogenlänge  der 
Schraubenlinie,  von  irgend  einer  Stelle  an  nach  irgend  einer  Rich- 
tung hin  gemessen.  Wir  wünschen,  dass  die  Schraubenlinie  (2)  an 
ihrer  Stelle  (§  =  0)  mit  der  Raumcurve  im  Anfangspunkt  eine  Be- 
rührung eingehe.  Es  ist  also  zu  verlangen,  dass  sich  je,  9,  j  f&r 
5  =  0  auf  Null  reducieren,  woraus  folgt: 


<3) 


a  =  —  xa 


1 » 


*=  -r/9i,      c=  -r;'!. 


Ferner  dürfen  wir  nach  (1)  fordern,   dass  sich   die  ersten  Ab- 
leitungen von  ;,  Q,  j  nach  §  f ür  §  :==  0  auf  1,  0,  0  reducieren,  also: 


(4) 


^^i  +  9^3^Pi    ^Ä  +  9ft  =  o»    ^yi  +  y^i-o- 


Soll  die  Berührung  von  zweiter  Ordnung  sein,  so  ist  nach  (1)  und 
Satz  7,  S.  170,  noch  zu  fordern: 


«1  =  0»    ßi  =  -i7'    n  =  o. 


§  10.     Osculierende  gemeine  Schraubenlinien, 
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Da  flPj,  /9j,  y^  Richtungscosinus  sind  und  also  «i^  +  /Sj^  +  /j*  =  I 
ist,  so  folgt  hieraus,  da  wir  r  bei  reellen  Curven  positiv  wählen : 


(5) 


«1=0»       A=-l»       /i  =  0;      /?^  =  rr. 


Die  Richtung  («^ :  ß^ :  y^)  ist  also  die  negative  Richtung  der  Haupt- 
normale.    Die  Richtungen  («^  :  ß^  :  y^)  und  {a^  :  /9g  :  y^)  sind  daher  der 

Ebene    der    Tangente    und    Binormale 

parallel.    Wenn  wir  das  Dreikant  dieser 

drei  Richtungen   mit  dem  begleitenden 

Dreikant    des    Curvenpunktes    in     der 

Ecke   durch   Schiebung   ohne   Drehung 

zusammenlegen,    wie    in  Fig.    43,     so 

sehen     wir,     dass      die     gegenseitigen 

Winkel  der  Geraden  der  beiden  Drei- 
kante alle  durch  den  Winkel  (o  aus- 
dr&ckbar  sind,  den  die  Richtung 
K'A-^f)  ^^^  ^^^  positiven  Tangenten- 
richtung (jr-Axe)  bildet.   Es  folgt  hieraus : 


/fri^. 


Fig.  43. 


(6) 


{a^  =ss  cos  fo , 
a.  =  — sinw, 


Ä  =  0 »       /'«  =  sin  0) ; 
/?3  =  0 »       ^3  =  cos  a> . 


Auch  ist  die  Bedingung  I  {F)  infolge  von  (5)  und  (6)  erfüllt 
Nunmehr  geben  die  Bedingungen  (4): 

rcos6>  —  ysinco  =/>,      rsinco  +  y  cosa>  =  0, 

woraus  folgt: 

X  =  p  cos  cö ,       9  =  —  /?  sin  a> , 
sodass  (5)  noch 

(7)  p  =a  r  cos  0) 
imd  daher: 

(8)  X  =  r  cos*  CO ,     y  =  —  r  sin  cö  cos  co 

liefert    Setzen  wir  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  kommt  wegen  (5): 


(») 


a  =  0,       ^=*rcos*ö>,       c  =  0. 


Damit  sind  alle  Constanten  in  (2)  so  bestimmt,  dass  die 
Schraubenlinie  im  Anfangspunkt  die  Raumcurve  in  zweiter  Ord- 
nung bertthrt:  Eis  kommen  nach  (2)  als  Gleichungen  der  gemeinen 
Schraubenlinie: 

ScHxnnDUi,  0«oin.  Diffir.  I.  ^^ 
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(10) 


r  =  r  cos'  (ü  sin [-  §  sin*  g)  , 

^  r  cos  Ol  ' 

ti  =  —  r  cos^  (ü  cos h  r  cos*  © , 

^  r  cos  cü  ' 

1  =  r  cos*  ft>  sin  ca  sin §  sin  cö  cos  oj     (cö  =  Const.). 

"  rcoso)  ^  ' 


4  =  0, 


Sie  enthalten  eine  willkürliche  Constante,  den  Winkel  ta.  Es 
giebt  daher  oo^  gemeine  Schraubenlinien,  die  eiijie  gegebene 
Raumcurve  an  einer  gegebenen  Stelle  in  zweiter  Ordnung 
berühren. 

Man  könnte  versuchen,  die  Constante  co  so  zu  wählen,  dass  die 
Schraubenlinie  in  dritter  Ordnung  berührt.  Dies  ist  jedoch  un- 
möglich, denn  nach  Satz  7,  S.  170,  wäre  ja  zu  fordern,  dass  die 
dritten  Ableitungen  von  j,  ^,  j  nach  8  für  §  =  0  mit  den  in  (1) 
angegebenen  Werten  von  x^",  y^'",  z^/"  übereinstimmen.  Dies  aber 
würde  geben: 

tgO)    1 

r*     ~  r^ 
Also: 

Satz  17:  Es  giebt  oo^  gemeine  Schraubenlinien,  die 
eine  Curve  in  einem  ihrer  Punkte  in  zweiter  Ordnung  be- 
rühren. Unter  ihnen  giebt  es  im  allgemeinen  keine,  die 
in  dritter  Ordnung  berührt.  Dies  ist  vielmehr  nur  an  den- 
jenigen Stellen  der  Curve  der  Fall,  an  denen  der  Differen- 
tialquotient des  Krümmungsmasses  nach  der  Bogenlänge 
gleich  Null  ist. 

Der  Punkt  (a,  b,  c)  liegt  nach  S.  166  auf  der  Axe  der  durch 
(2)  oder  also  der  durch  (10)  dargestellten  osculierenden  Schrauben- 
linie. Die  Axe  der  Schraubenlinie  hat  die  Richtungscosinus  «j,  ß^,  y^ 
Nach  (6)  und  (9)  sind  daher  die  oo^  Axen  der  osculierenden 
Schraubenlinien  Geraden,  die  die  Hauptnormale  des  Curvenpunktes 
senkrecht  schneiden  und  mit  der  Binormale  einen  längs  der  Curve 
veränderlichen  Winkel  co  bilden.  Die  zum  Winkel  m  gehörige  Axe 
schneidet  auf  der  positiven  Hauptnonnale  das  Stück  rcos'oi  ab. 
Es  sind: 

(11)  x=— sincü.^,     y  =  rcos^(ü,     z  =  cosck>.^ 

die  Gleichungen  dieser  Axe,  ausgedrückt  durch  den  Parameter  L 
Dabei  stellt  der  Parameter  t  die  Entfernung  des  Punktes  (;r,  y,  z) 
der  Schraubenaxe  von  der  Hauptnormale  dar.  Wählen  wir  t 
insbesondere  gleich  r,  so  erhalten  wir  in: 

(12)  ;r  =  —  r  sin  w ,     y  —  r  cos^  w  ,     z  =  r  cos  ö> 


§  10.     Oaculicrenäe  geineine  SckraubentiniPM. 
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die  Cnrve,  in  der  alle  Schraubenazen  denjenigen  Cylinder  Bchneiden, 
dessen  Aze  die  Hauptnormale  und  desaen  Radius  r  ist  (siehe  Fig.  44), 
sobald  wir  a>  als  Parameter  auffassen.  Die  Natur  dieser  Cuire 
erkennt  man  leichter,  wenn  man  den  Ausgangspunkt  um  die  Strecke  ^r 
längs  der  Hauptnormale  verschiebt,  _ 

wodnrch  wir  im  neuen  Coordinaten- 
^tem  X,  y,  Z  erhalten: 
X=  —  rainm,      ¥=  r{cos'oi  —  ^), 
Z  =  r  cos  I»  . 

Es  ist  nämlich  jetzt  y=^rcoa2ra. 
Die  nene  X^-Sbene  schneidet  den 
Cylinder  in  einem  Ereis  A.  Auf 
am    sei    A    der    Punkt    auf    der 

Winkelhalbierenden  der  X-Axe  und 

Z-Äxe.     Der  Punkt  {X,  Y,  Z]  oder 

P  liegt  auf  einer  Mantellinie,   die 

iea  Kreis  A  in  Q  trefTe.    Nun  ist 

der  Bogen  A  Q  des  Kreises  gleich 

''|(i>+~],  und  es  kommt: 

Strecke  PQ  ^ Y 

Bogen  AQ        ^.l    \l] 


Die  Strecke  P  Q  verhält  sich  also  zum  zugehörigen  Bogen  A  Q  wie 
der  Sinns  eines  veränderlichen  Winkels  zu  dem  Winkel  selbst. 
Durchläuft  P  die  ganze  Curve  (12),  d.  h.  durchläuft  o.  alle  Werte 
Ton  0  bis  2  ji,  so  geht  der  Winkel  2  w  +  -|-  von  -^  bis  4  n  +  -^ . 
Wickelt  man  den  Cylinder  in  die  Ebene  ab,  so  wird  die 
Curre  (12)  als  eine  Sinuslinie  (8.  34,  Fig.  7)  abgewickelt,  deren 
Periode  gleich  dem  halben  Dmfang  des  Kreises  k  ist. 

Wir  kSnneo  also  jetzt  die  oo'  Schraubenaxen  so  herstellen: 
Wir  construieren  in  der  Ebene  die  Sinnslinie  mit  der  Periode  n  r, 
deren  Höhe  über  bezw.  Tiefe  unter  ihrer  Grundlinie  folglich  gleich 
\r  ist.  Ist  A  ein  Funkt  (Wendepunkt)  der  Sinuslinie  auf  ihrer 
Grundlinie,  von  dem  aus  sie  ansteigt,  so  legen  wir  die  Ebene  als 
Tangentialebene  an  den  Cylinder  und  zwar  so,  dass  A  in  den  oben 
mit  A  bezeichneten  Funkt,  die  positive  Ordinatenrichtung  von  A  in 
die  Mantellinie  des  Gylinderpnnktes  A  in  die  positive  Richtung  der 
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Hauptnormale  fällt,  und  wickeln  die  Ebene  auf  den  Gylinder  auf. 
Dadurch  geht  die  Sinuslinie  in  die  Curve  (12)  über.  Jeder  Kreis- 
schnitt des  Cylinders ,  dessen  Abstand  vom  Ereis  A  ^  ^  r  ist, 
trifft  die  Curve  (12)  in  zwei  diametral  entgegengesetzten  Punkten. 
Ihre  Verbindende  ist  eine  der  Schraubenaxen.  Die  von  allen  dieseu 
Schraubenaxen  gebildete  Fläche  heisst  Cylindroid.  Dasselbe  Elr- 
gebnis  lässt  sich  geometrisch  aus  den  Bemerkungen  im  Beispiel  S.  191 
ableiten. 

Satz  18:  Die  Axen  derjenigen  gemeinen  Schrauben- 
linien, die  eine  Raumcurve  in  einem  ihrer  Punkte  in 
zweiter  Ordnung  berühren,  bilden  ein  Cylindroid. 

Dass  die  oo^  gemeinen  Schraubenlinien  (10)  mit  der  Raumcurve 
im  Berührungspunkt  die  Krümmung  —  gemein  haben,  ist  klar,  denn 

nach  in(-D)  hängt  —  nur  von  den  zweiten  Ableitungen  der  Coordi- 

naten  nach  der  Bogenlänge  ab.  Diese  aber  stimmen,  da  Berührung 
zweiter  Ordnung  vorliegt,  an  der  Berührungsstelle  bei  der  Raum- 
curve und  bei  den  Schraubenlinien  überein.     Anders  ist  es  mit  der 

Torsion        ,  die  ja  nach  III  {B)  auch  von  den  dritten  Ableitungen 

abhängt.  Bei  der  Raumcurve  hat  sie  an  der  Berührungsstelle 
den  Wert: 


1 


X. 


0 


X 


II 


in 


0 


*  /  //  I  f 

_  /        t»       III 


'0 


'0 


0 


Bei  der  Schraubenlinie  (10),  die  zu  einem  bestimmten  Werte  der 
willkürlichen  Constanten  ©  gehört,  soll  die  Torsion  mit  -7—  bezeich- 
net werden.     Es  ist  dann: 


e 


Ui 


aro"'  +  yo""  +  V* 


// 


/// 


0 


yo'    ^o" 


II 


'0 


III 


Hierbei   bedeuten   ;i„'",    i;^'",    j^"'   die   Ableitungen   der   Werte  (10) 
nach  §  für  §  =  0.     Nach  (1)  kommt: 

1 


m 


Oi 


Aber  nach  (10)  ist  j^,'"  = j^tgco,  sodass  sich  ergiebt: 


(13) 


CO 


-> 
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Mithin  stimmt  -      mit  —  nur  bei  derjenigen  Schraubenlinie  tiberein, 
bei  der 


(14) 

ib.: 

(15) 


tgw  = 


sin  CO  = 


Vr*  +  Q* 


cos  Cü 


_  Q 


Vr^  +  ()' 


ist   Setzen  wir  die  Werte  (15)  in  (10)  ein,  so  ergiebt  sich: 


(16) 


5  = j    ,-  Sin  - 


§  V  r*  +  (^* 


+  r§ 


'•^ 


} 


0  =  - 


COS  —^ ^-  +  1     [ 


ä 


r«  +  9^ 


{--  1:— sm 


g  T/r«  Tg^ 


-(>§! 


Man  erkennt,  dass  es  auf  das  Vorzeichen  der  Wurzel  nicht  an- 
kommt, da  der  Sinus  mit  der  Wurzel  das  Zeichen  wechselt,  der 
Cosinus  aber  nicht. 

Satz  19:  Es  giebt  nur  eine  gemeine  Schraubenlinie, 
die  mit  einer  gegebenen  Curve  an  einer  beliebig  gewählten 
Stelle  der  Curve  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  eingeht 
^nd  bei  der  zugleich  die  Torsion  gleich  der  Torsion  der 
Cur?e  an  der  Berührungsstelle  ist. 

Die  Axe  dieser  Schraubenlinie  hat  wegen  (15)  nach  (11)  im 
Coordinatensystem  des  Dreikants  die  Gleichungen: 


(17) 


-  rt 


Vr*-^ 


Q 


y  = 


r  Q* 


r»  +  0' 


z  =  — ^- 


l/r«  +  ^« 


geschrieben  mit  Hülfe  eines  Parameters  L 


§H.  Unendlich  kleine  Schraubung  des  begleitenden  Dreikants. 

Gehen  wir  von  einem  Curvenpunkt  P  oder  (a:,  ?y,  £)  um  das 
Bogeoelement  di  weiter  zum  unendlich  benachbarten  Punkt  P'  oder 
('  +  rfa:,  y  +  dy,  z  +  dz),  so  wird  das  Dreikant  des  ersten 
Punktes  P  durch  das  von  ihm  unendlich  wenig  verschiedene  Drei- 
kant  des  zweiten  Punktes  P'  ersetzt.  Nach  §  4  kann  das  erste 
Dreikant  vermöge  einer  unendlich  kleinen  Schraubung  in  das  zweite 
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verwandelt  werden.     Diese  unendlich  kleine  Schraubung  wollen  wir 
jetzt  untersuchen. 

Zunächst  haben  wir  die  in  der  damaligen  Tabelle  S.  155  an- 
gegebenen Grössen  Ai,  Be,  Ce  zu  berechnen.  Unter  der  damaligen 
^'i  !/'y  Z'Axe  haben  wir  hier  die  Tangente,  Haupt-  und  Binormale 
des  ersten  Punktes  P  zu  verstehen  (wie  im  vorigen  Pai*agraphen). 
Es  sind  dagegen  die  damaligen  £-,  y-,  ^-Axen  die  Kanten  des  Drei- 
kants von  P'.  Jene  Tabelle  giebt  die  Cosinus  der  Winkel  dieser 
Geraden  an.  Sie  sind  leicht  zu  berechnen.  Z.  B.  sind  a^  ß,  y  die 
Richtungscosinus  der  alten  und  a  +  rfa,  ß  +  dßy  y  +  dy  oder 
a  +  a  ds ,  ß  +  ß"  ds,  y  +  /  ds  die  der  neuen  Tangente.  Der 
Cosinus  des  Winkels  beider  Richtungen  ist  daher: 

Sa{a  +  ads)  =  Sa^  +  Scead8=\, 

denn  es  ist  ja  S  a*  =  1  und  daher  auch  S  « «'  =  0. 

Femer  sind  l  +  T ds,  m  +  m  ds ,  n  +  n  ds  die  Richtungs- 
cosinus der  Hauptnormale  von  P'.  Der  Winkel  zwischen  ihr  und 
der  Tangente  von  P  hat  also  nach  II  {Ä)  den  Cosinus: 

Scc(l-^rds)^Scii+Sards^SaVd8 

oder  also  nach  III  (C): 


r  o  ' 


der  sich  nach  II  {d)  auf 


da 


reduciert.  Dies  ist  also  die  in  der  Tabelle  S.  155  auftretende 
Grösse  Ce.  Ebenso  berechnen  wir  Äe  und  Be.  So  finden  wir 
jetzt  diese  Tafel: 

Erster  Punkt: 


Tang.  Hauptn.  Binorm. 


a 
tS3 


Tang. 
Hauptn. 
Binorm. 


rf5 

r 


0 


ds 

r 

1 

ds 
Q 


0 

ds 
Q 

1 


Jetzt  ist  also: 


(1) 

zu  setzen. 


A=-y        i?  =  ü, 


6'  = 


i 

r 


—  I       e  ^  ds 
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£8  Beien  nun  x,  y,  z  Punktcoordinaten  in  Bezug  auf  drei  feste 
:eD  im  Baume  und  zwar  in  Bezug  auf  diejenigen  Axen,  in  denen 
wiyx  der  Schraubung  die  Kanten  des  Dreikants  P  liegen.  Die 
Soliraubung  führe  irgend  einen  Punkt  (ar,  y,  z),  den  wir  uns  mit 
dem  beweglichen  Dreikant  fest  verbunden  denken,  in  den  Punkt 
(jr  +  Jx,  y  +  by^  z  -}-  dz),  bezogen  auf  jenes  feste  Axenkreuz,  über, 
mn  bestimmen  sich  8x^  Sy,  S  z  aus  den  Formeln  (3)  auf  S.  153. 
ihnen  bedeuten  a«,  bi,  ce  die  Coordinaten  von  P'  hinsichtlich 
festen  Axenkreuzes.  Da  P'  auf  der  Tangente  von  P  liegt,  so 
ist  noch  wegen  a  ^  äs: 

(2)  a=l,Ä  =  0,c  =  0 

zu  setzen.     Nach  (1)  und  (2)  kommt  jetzt: 

(yx  =  ^—  -y  +  ljds, 


^) 


()z  = 7/  d  s . 


Die   Axe   dieser  unendlich   kleinen  Schraubung   hat   nach   (5), 
8,  154,  wegen  (1)  und  (2)  die  Gleichungen: 

geschrieben  in  dem  Parameter  r. 
Wenn  wir 


T  =    — 


setzen  und  hierdurch  t  als  Parameter  einführen,  so  kommt: 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  (17),  S.  197,  tiberein.  Die 
Axe  unserer  unendlich  kleinen  Schraubung  ist  daher  die  Axe  der- 
jenigen gemeinen  Schraubenlinie,  die  die  Raumcurve  im  Punkte  P 
in  zweiter  Ordnung  berührt  und  dieselbe  Torsion  wie  die  Raum* 
corve  an  dieser  Stelle  hat.  Man  bestätigt  auch  leicht  analytisch, 
dass  die  unendlich  kleine  Schraubung  (3)  jene  gemeine  Schrauben- 
linie, die  auf  S.  197  in  (16)  dargestellt  wurde,  in  sich  tiberführt. 
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Der   Schnittpunkt   der   Axe   der  Schraubung  mit  der  Haupt- 
normale Yon  P  (der  y-Axe)  ist: 


ar  =  0,     y  = ^ 


z  =  0 


J^tT. 


Fig.  45. 


Fig.  46. 


r*  +  9»  ' 

und  liegtauf  der  positiven  Hauptnormale  (wie  auf  S.  194).  In  Fig.  45 
ist  die  Axe  fär  positive,  in  Fig.  46  für  negative  Torsion  —  dargestellt. 

Vermöge  der  unendlich  kleinen  Schraubung  (3)  geht  der  Punkt  P 
mit  seiner  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  in  den  unendlich  be- 
nachbarten   Punkt   P'    über.     Momentan    verbleibt    er    dabei    auf 

der  eben  erwähnten  ge- 
meinen  Schraubenlinie. 
Betrachtet  man  nun  die 
{"igur  aus  der  Richtung 
der  Schraubenaxe  — 
wobei  es  völlig  gleich- 
gültig ist,  ob  von  der 
einen  oder  anderen  Seit^ 
her  — ,  80  sieht  man, 
dass     die    Schraubung 

im    Falle   —  >  0  nach 

links  auf  den  Beschauer  zu  stattfindet,  in  Fall  —  <  0  nach  rechts; 

die  Schraubenlinie  ist  im  ersten  Fall  linksgewunden,  im  zweiten 
rechtsgewunden  (siehe  S.  158).  Da  die  Schraubenlinie  wegen  der 
Berührung  zweiter  Ordnung  auf  dem  Bogenstück  PP'  innig  mit  der 
Kaumcurve  zusammenkommt,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  die 
Raumcurve  selbst  an  der  Stelle  P  rechts-  oder  linksgewunden  ist, 
je  nachdem  die  Torsion  negativ  oder  positiv  ist.  Die  Figuren  46 
und  46  zeigen,  dass  man  sich  auch  so  ausdrücken  kann:  Für  einen 
Beobachter,  der  auf  der  Schmiegungsebene  steht  —  gleichgültig  auf 
welcher  Seite  —  durchsetzt  die  Curve  die  Schmiegungsebene  auf- 
steigend von  rechts  nach  links,  wenn  die  Torsion  positiv  ist,  von 
links  nach  rechts,  wenn  sie  negativ  ist  Natürlich  ist  hier  von 
reellen  Curven  die  Rede.     Wir  haben  also: 

Satz  20:  Eine  reelle  Curve  ist  an  einer  Stelle  links- 
oder  rechtsgewunden,  je  nachdem  die  Torsion  dort  posi- 
tiv oder  negativ  ist. 

Man  sieht,  dass  dieser  Satz  von  der  willkürlichen  Festsetzung 
der  positiven  Richtung  von  Tangente  und  Hauptnormale  völlig  un- 
abhängig ist 
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§  12.    DifTerentialinvarlanten  einer  Curve  im  Räume. 

Wir  erinnern   an   die   einleitenden  Bemerkungen   in  §  8   des 
ersten  Abschnittes.     Auch  hier  stellen  wir  uns  das  Problem: 
Vorgelegt  sei  eine  Raumcurve: 

(1)  x  =  y(«),       y=/(Ä),        r  =  t/;(Ä), 

ausgedrückt  durch  ihre  Bogenlänge  s.  Gesucht  werden  die- 
jenigen Functionen  von  x,  y,  z  und  ihren  Ableitungen 
'»  V\  ^'j  x"  .  .  .  nach  «,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  man 
die  Curve  irgend  welchen  Bewegungen  im  Baume  unter- 
wirft 

Schon  in  der  Fassung  der  Aufgabe  ist  es  ausgedrückt,  dass 
wir  dabei  von  den  Minimalcurven  (S.  164)  absehen. 

Nach  I  {A)  sind  die  Gleichungen  einer  Bewegung,  bei  der  die 
Punkte  (x,  y,  z)  in  die  Punkte  (:f,  ^,  z)  übergehen,^  von  der  Form: 

IX  =^  a^x  +  a^y  +  a^z  +  a, 

Die  Curve  (1)  geht  vermöge  der  Bewegung  in  die  Curve: 

f  =  ajqp  +  flf2/  +  flf3V^  +  a,      y  =  ß^q>+ß2X+ß^V^  +  by 

fiber.  Auch  hier  bedeutet  natürlich  s  die  Bogenlänge.  Wenn  man 
wül,  kann  man  dies  leicht  verificieren,  denn  nach  Satz  4,  S.  164, 
ist  bei  der  Curve  (1): 

und  aus  (3)  oder  (2)  folgt  durch  Differentiation  nach  s: 

1^  =:^cc^x  +  a^y  +  a^z  j 
'y^ß,x+ß,y+ß,z\ 
z'  =  ^i  ar'  +  y^ y  •\-  y^z  . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  wegen  I  {C)  sofort: 
sodass  also  mit  (4)  auch: 


*  Wir  wfthlen  hier  also  die  Bezeichnungen  der  Coordinaten  umgekehrt  wie 
in  §  3,  S.  148. 
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ist.  Weiterhin  findet  man  durch  Di£ferentiation  nach  s  ans  (5) 
analoge  Formeln  für  die  höheren  Differentialquotienten.  So  kommt 
allgemein : 

(6.)  ^•'>  =  /?i:r(0  +  /93y(.)  +  /93zC), 

\  z^i)  =  y^  oK«)  +  y^  y«)  +  ^3  z(') . 

Vermöge  der  Formeln  (2)  und  (6)  werden  £,  p,  z  und  ihre  Ab- 
leitungen nach  8  als  Functionen  von  or,  y,  z  und  deren  Ableitungen 
nach  8  ausgedrückt.  Hat  nun  eine  Function  J[x^  y,  z,  x\  y\  z,  x" . . .) 
die  Eigenschaft,  dass: 

(•7)  J{^y  y,  Zj  ^',  P',  z\  £"  ,  .  ,)  =  J{xj  y,  Zy  x\  y,  z\  x"  .  .  .) 

ist,  wie  auch  die  Bewegung  (2)  beschaffen  sein  möge,  so  beisst  sie 
eine  Differentialinvariante  der  Raumcurve  hinsichtlich  der 
Bewegungen,  und  zwar  beisst  sie  eine  Differentialinvariante  rf^ 
Ordnung,  wenn  sie  die  Ableitungen  nach  8  bis  zur  n*^  Ordnung 
enthält 

Dass  die  Differentialinvarianten  frei  von  x,  y,  z  selbst  sind, 
erkennt  man  sofort,  wenn  man  als  Bewegung  insbesondere  die 
Schiebung  wählt: 

J"  =  X  +  a,       p  =  y  +  b,       z  =  z  +  c. 

Denn  dann  stimmt  jede  Ableitung  von  £,  y,  z  mit  der  entsprechen- 
-den  von  x,  y,  z  überein,  sodass  (7)  giebt: 

J{x  +  a,  y  +  b,  z  +  c,  x,  y',  z,  x"  .  .  .)  =  J{x,  y,  z,  x\  ?/,  z\  x"  .  .  .) . 

Da  diese  Forderung  für  alle  Werte  der  Constanten  a,  &,  c  erfUlt 
sein  muss,  so  ist  dies  nur  so  denkbar,  dass  in  /  die  Coordinaten 
A-,  y,  z  selbst  überhaupt  nicht  auftreten.  Die  Differential- 
invarianten enthalten  somit  nur  die  Differentialquotienten 
der  Coordinaten,  nicht  die  Coordinaten  selbst 

um  zunächst  alle  Differentialinvarianten  zweiter  Ord- 
nung zu  finden,  also  alle  diejenigen,  die  nur  von  x',  y\  ^  und 
x"y  y'j  z"  abhängen,  bedienen  wir  uns  einer  einfachen  geometrischen 
üeberlegung: 

Wenn  im  Räume  zwei  beliebige  Punkte  P^  und  P,  oder 
(^i>  Vv  *i)  ^^^  (^8»  y«»  ^2)  irgend  einer  solchen  Bewegung  unter- 
worfen werden,  bei  der  der  Anfangspunkt  0  fest  bleibt,  so  haben 
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wir,  da  dann  in  den  Bewegungsgleichungen  (2)  für  a,  b,  c  Null  zu 
setzen  ist: 

^1  =  «^1  ^1   +  «^2^1    +  «^3  ^1  »  ^a   =  «1  ^2  +  «2^2   +   ^3  ^2  » 

^1   =  /'l  ^1   +  Ä^l   +  /'3  ^1  »  ^2  =  /'l  ^2  +  /^2y2   +  /'s  ^2  » 

^1   =  ^1  ^1   +  ^2^^!   +  rs   ^1  ;  ^2    =  /l  ^2  +  ^2  3^2  +  rs  ^2  • 

Diese  Gleichungen  geben  die  Punkte  Pj  und  P^  in  ihren  neuen  Lagen 
2\,  Pj  oder  (^j,  y^j^j)  und  (^2>.y2»^2)*     ^*®  drücken  die  Grössen: 

genau  so  durch  die  Grössen: 

^1»      !/li      h     ^^^     ^2»      J/2^      ^2 

ans,  wie  sich  yermöge  (6)  die  Grössen: 

y,    y  ,    i'   und   JP",    .v',    r 

durch  die  Grössen: 

x' y    y\    z    und    x\   y\    z" 

darstellen.  Daher  deckt  sich  das  Problem,  alle  Diflferentialinvarianten 
^Weiter  Ordnung  zu  finden,  analytisch  mit  dem  Problem:  Man 
^oll  alle  von  zwei  Punkten  P^  und  P,  oder  [x^^  y^^  zj  und 
v*i,yj,  Zj)  abhängigen  Functionen  bestimmen,  die  sich  nicht 
*Qdern,  wenn  man  die  Punkte  einer  beliebigen  Bewegung 
'^^terwirft,  bei  der  der  Anfangspunkt  0  fest  bleibt.  Wenn 
^an  nämlich  in  diesen  Functionen  statt 

^^  Differentialquotienten 

X ,     y  ,     z      und     x  ,     y  ,     z 

^^tzt,  so  gehen  aus  ihnen  die  gesuchten  Differentialinvarianten  hervor. 

Unser  neues  geometrisches  Problem  ist  nun  schnell  zu  erledigen: 
*-^as  Dreieck  0  Pj  P,  ändert  sich  bei  den  Bewegungen  mit  festem  0 
Kestaltlich  und  in  der  Grösse  nicht.  Die  einzigen  wesentlichen  mit 
^^nx  Dreieck  invariant  verknüpften  Grössen  sind  also  diejenigen, 
^^ö  Grösse  und  Gestalt  des  Dreiecks  bestimmen.  Das  Dreieck  ist 
^urch  OP^,  OP^  und  cosP,  OP^^  völlig  bestimmt.     Es  ist  aber: 


*  sin  Pi  0  P,  würde  nicht  ausreichen,  denn  zu  gegebenem  Sinus  gehört 
^^^  spitzer  und  ein  stumpfer  Winkel,  zu  gegebenen  Cosinus  dagegen  nur  ein 
*pitaer  oder  ein  stumpfer  Winkel 
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cos  r^ur^^  ÖPjOP^ 

Alle  mit  dem  Dreieck  verknüpften  Grössen,  d.  h.  Functionen  von 
Xj,  yj,  2j  und  x^^  y^^  Zj,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  Bewegungen 
ausgeübt  werden,  bei  denen  0  fest  bleibt,  lassen  sich  durch  diese 
drei  oder  also  durch: 

^1*  +  .^1*  +  ^1* »       ^2^  +  ^2^  +  ^«^ »       ^1  -^2  +  Vi  1/2  +  -1  ^a 

ausdrücken,  z.  B.  der  Inhalt,  die  Längen  der  Höhen  u.  s.  w. 

Hieraus  schliessen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserem  eigentlichea 
Problem  zurückkehren: 

Jede  DiiFerentialinvariante  zweiter  Ordnung  ist  eine  Function 
der  drei  Grössen: 

x'  +  y *  +  ^S       o:"«  +  y"«  +  z"2 ,       X  x"  +  y  y"  +  / z' , 

und  umgekehrt:  Jede  Function  dieser  drei  Grössen  ist  eine  Diffe- 
rentialinvariante. 

Die  erste  dieser  drei  Grössen  ist  aber  nach  (4)  gleich  Eins. 
Durch  Differentiation  von  (4)  nach  s  folgt,  dass  die  dritte  Grösse 
gleich  Null  ist.     Nach  III  [B)  ist  die  (bei  reellen  Curven  positive) 

Quadratwurzel  aus  der  zweiten  Grösse  gleich  der  Krümmung  — 
der  Raumcurve.     Daraus  folgt: 

Jede    Differentialinvariante    von    höchstens    zweiter 

Ordnung  ist  eine  Function  der  Krümmung  —  oder  des 
Krümmungsradius  r. 

Es  giebt  also  keine  Differentialinvariante  erster 
Ordnung,  und  r  ist  die  einzige  wesentliche  Differential- 
invariante zweiter  Ordnung.  Denn  dass  jede  Function  einer 
Differentialinvariante  wieder  eine  Differentialinvariante  ist,  ist  ja 
selbstverständlich. 

Ueberhaupt  sind  analog  wie  r  oder 

eine  unbegrenzte  Anzahl  ähnlich  gebauter  FSinctionen  Differential- 
invarianten, nämlich  jede  solche  Function: 

(8)  (o  <  jk  =  aKO  ^r^'^)  +  y^^)  y«^)  +  z^O  z^ . 
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In  der  That,  analog  (6)  haben  wir  ja: 

:f  (*)  =  «j  ^*)  +  «2  y  *^  +  fifg  2^*^ , 

z(*)  =  y^  jK*)  +  ;/jy*)  +  y^  z<*) . 
Hieraus  und  aus  (6)  folgt  nun: 

Multiplicieren  wir  dies  aus  und  fassen  wir  zusammengehörige  Glieder 
zusammen,  so  folgt  aus  I  (C)  rechts  einfach 


sodass  thatsächiich: 


(^ik  =  G^Jk 


ist.      Die   durch   (8)   definierten    Functionen   «ü    sind    also 
oiine  Ausnahme  Differentialinvarianten. 

Durch  solche  lässt  sich  wie  r  auch  die  Torsion  —  ausdrücken, 
dean  nach  HI  (H)  ist: 


1 


9 


«"•  +  y"*  +  »"• 


// 


y 

/ 


y 


// 


ff 


jit 


III 


ji> 


Bilden  wir  das  Quadrat  hiervon,  indem  wir  die  Determinante  nach 
der  Hultiplicationsregel  der  Determinanten  mit  sich  selbst  multi- 
plicieren, so  kommt  thatsächiich: 


?• 


Oi 


22 


^11  ^»12  ^18 
ö>21  «22  ö>28 
«31        «32        «33 


Die  Torsion  —   oder   also   o   ist   daher    eine   Differential* 

9  ^ 


dr 


n^^ariante  dritter  Ordnung.    Aber  auch  ;^   ist    eine,    denn 
^  haben  ja  nach  III  {B) : 


da 


r'  =  ^  =  - 


«ts 


da  y^j. 

Nach  m  (Ä)  lassen  sich  ar'",  /",  /"  durch 


//      // 


(9)  a:',  y',  /;     ar  ,  y  ,  2  ;     r;     r,  () 

Msdrücken.     Differenzieren  wir  jene  Formeln  III  {H)  nochmals  nach 


m^m         ^  ^^  mm  j    m 

Die  n*®"  Ableitungen  von  x,  y,  z  u«, — 
als  Functionen  von: 

(10)     x,]i,  z\    X  ,y  ,z  \    r;    r ,   (;;    r  ,  (>  ;     r   ,  p    . . .  r^«  -'',  (/« 

Nun  sind  r,  r',  (>,  wie  wir  sahen,  Functionen  der  ©».    DiJr^ 
renziert  man  eine  Function  w.fc  nach  «,  so  gehen  wieder  Function^ 
ö>,k  hervor,  denn  (8)  giebt: 

Da  die  ö},*  Differentialinvarianten  sind,  so  schliessen  wir,  dass  aui—^  ^ 
r",  r"  .  .  .  sowie  p',  p"  .  .  .  Differentialinvarianten  sind. 

Es  sei  nun  /  irgend  eine  Differentialinvariante  n^  Ordnung. 
lässt  sich   nach  dem  Vorhergehenden  als  Function  der  in  (10)  ai 
tretenden  Grössen  schreiben: 


(11)  e/(x,  i,\  r;     x'\  y",  r";     r;     r\  p;     r\  (/;... rC-^),  (/-^ 

Führen  wir  irgend  eine  Bewegung  (2)  aus,  so  ändern  sich  r;  r',  f\ 
t\  (/  .  .  .  i-^"-->,  {jy^^"^^  nicht,  da  sie  ja  sämtlich  Different^SU- 
invarianten  sind.     Es  kommt  daher  die  Funktion: 

(12)  /(.F',  .v',  y;     J-",  r,  ^";     r;     r',  p;  r",  (>';...  r^-^  p(-^> 

Sie  muss,  da  /  eine  Differentialinvariante  bedeutet,  mit  der  Funetiv 
(11)  übereinstimmen.     Setzen  wir  also  (11)  und  (12)  einander  gleici^ 
so   haben   wir   eine   Forderung,   in   der   die   Orössen  r;  r,  «;  r", 
(>'...  H»--),  ^^»»-3)  reclits  und  links  in  gleicher  Weise  auftretea. 
Setzen  wir  für  sie  irgend  welche  Zahlen,  so  muss  daher  die  Forderon; 
richtig  bleiben.  Dadurch  kommen  wir  aber  zu  einer  solchen  Oleichuig: 

J{x,  1/,  z  ;     X  ,  y  ,  z  )  =  J(I',  y,  z:     J»  ,  ^  ,  z  ), 

d.  h.  dann  reduciert  sich  J  auf  eine  Differentialinvariante  iweitor 
Ordnung.     Weil   wir   aber  wissen,  dass  r   die   einzige   wesentlich© 
Differentialinvariante  bis  zur  zweiten  Ordnung  ist,  so  erkennen  wir« 
Die  Differentialinvariante  n*"  Ordnung,  die  sich  stets  so  schreiböJ 
lässt: 
J{x,  ;/,  z;     x\  y\   V';     r;     r,   p;     r",  Q  ...  r(•-2^  (/-3]> 
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reduciert  sich  auf  eine  Function  von  r  allein,    sobald   man  in  ihr 
f&r  r,  y^ ,  (> .  .  .  irgend  welche  Zahlen  setzt.     Mit  anderen  Worten : 
Jede  Differentialinvariante  n^  Ordnung  ist  eine  Func- 
tion Ton 

r;     r,  p;     r",  q\.  .  .  r(«-2),  (>(«-3) 
allein. 

Da  diese  Grössen  selbst  Differentialinvarianten  sind,  so  hat 
sich  ergeben: 

Satz  21:  Unterwirft  man  die  durch  ihre  Bogenlänge  s 
ausgedrückte  Curve: 

allen  Bewegungen  im  Räume,  so  ändern  sich  Xj  y,  z  und 
ihre  Ableitungen  x\  y\  /,  x" . . .  nach  s.  Eine  Function  dieser 
Grösse  bleibt  bei  allen  Bewegungen  dann  und  nur  dann 
UDgeändert,  wenn  sie  eine  Function  des  Krümmungsradius  r 
und  des  Torsionsradius  q  und  der  Ableitungen  von  r  und 
^  ustch  i  ist. 

Man  sieht  noch  mehr: 

fiati  22:     Ist  r  der  Erümmungs-    und   q   der  Torsions- 
radius  einer  Curve,    die   keine  Minimalcurve   ist,    so   sind 
die    ^wesentlichen   Differentialinvarianten    der   Curve   hin- 
sichtlich   aller    Bewegungen    im   Räume   durch    die   Reihe 
von  Functionen  gegeben: 

r;     r',  q\     r",  q\ 

Dabei  bedeutet   der   Strich   die   Differentiation    nach   der 
Bogenlänge. 

NatürUch  kann  man  sie  auch  ausdrücken  durch: 

d-~  ,  rf«  -  d 

r  ds  Q  ds^  da 

denn  alle  diese  Functionen  lassen  sich  durch  jene  und  umgekehrt 
ausdrücken.    Daher: 

8ati  28:  Krümmung,  Torsion  und  ihre  Differential- 
qnotienten  nach  der  Bogenlänge  sind  die  einzigen  wesent- 
lichen Differentialinvarianten  einer  Curve,  die  keine 
Minimalcurve  ist,  hinsichtlich  aller  Bewegungen  im  Räume. 

Ans  r  und  g  lassen  sich  alle  wesentlichen  Differentialinvarianten 
dorch  Differentieren  nach  der  Bogenlänge  s  ausdrücken.     Auch  ist 
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klar,  dass,  wenn  /  irgend  eine  Dififerentialinvariante  ist,  dann  aach 
^-  eine  ist,  da  auch  sie  nur  r,  q  und  ihre  Ableitungen  nach  s 
enthält.     Deshalb  heisst  die  Operation: 

d£ 

ds 

ein  wesentlicher  Differentialparameter  der  Raumcurve,  da 
mit  ihrer  Hülfe  aus  nur  zwei  Differentialinvarianten  r,  q  alle  Dif- 
ferentialinvarianten ableitbar  sind  (siehe  S.  48). 


§  13.    Ansatz  zur  Integration  der  natOrlichen  Gleichungen 

einer  Curve. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Dififerentialinvarianten  einer  Curve, 
die  keine  Minimal  curve  ist,  sämtlich  durch  die  folgenden: 

dr  d*r  dg 

'*'     ~di'     Ts*"""     ^''     IT"" 

ausdrückbar  sind.  Längs  der  Curve  sind  diese  Di£ferentialinvarianten 
Functionen  der  Bogenlänge  s. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Curve,  längs  deren  die  Invariante  r 
nicht  constant  ist.  Auf  einer  solchen  Curve  ist  umgekehrt  s  eine 
Function  von  r,  sodass  sich  alle  Differentialinvarianten  als  Func- 
tionen von  r  darstellen  lassen,  so  zunächst: 

Schon  vermöge  dieser  beiden  Relationen  sind  alle  übrigen  Differen- 
tialinvarianten durch  r  ausgedrückt,  denn  es  kommt  ja: 

^  =  U'ir)^=ü'{r)U(r), 

u.  s.  w.  Sobald  also  r  und  q  als  Functionen  von  r  bekannt 
sind,  sind  überhaupt  alle  Differentialinvarianten  als  Func- 
tionen  von  r  bekannt. 

Liegt  eine  Curve  in  irgend  einer  Parameterdarstellung  vor: 
(2)  ^=^(p{t),      !/=z{t),      z  =  xp{t), 
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so  verlangt  die  Aufstellung  der  Gleichungen  (1)  nur  Diffe- 
rentiationen und  (Eliminationen.     Denn  es  ist  nach  S.  164: 

sodass  die  Ableitungen  x,  y\  z  von  x^  y,  z  nach  s  aus  denen  nach  t 
berechnet  werden  können.  Man  erhält  dann  nach  III  [D)  und  III  {E) 
die  Grössen  r  und  q  als  Functionen  von  tj  da  z.  B.: 


//        d(xf        dsf      d  8 

,„       dx''       dd' 

ds 

X       ^*"                "■"•               * 

ds         dt      dt  ' 

ds         dt 

dt 

ist.   Eline  nochmalige  DiflFerentiation  giebt  alsdann  auch  r  =  -.^  :  -^ 

dt       dt 

als  Function  von  t  Die  Elimination  des  Parameters  t  giebt  end- 
lich die  Gleichungen  (1). 

Wenn  zwei  Curven  einander  congruent  sind,  anders  ausge- 
sprochen: wenn  die  eine  durch  eine  Bewegung  in  die  andere  über- 
geführt werden  kann,  so  haben  die  Differentialinvarianten  der  einen 
Cur?e  in  irgend  einem  Punkte  dieselben  Werte  wie  die  der  anderen 
Curve  im  homologen  Punkte,  wenn  auch  die  Bogenlängen  bei  beiden 
nicht  gerade  von  homologen  Punkten  aus  gemessen  sein  sollten.  Bei 
zwei  congruenten  Curven  haben  daher  die  Gleichungen  (1) 
dieselben  Formen. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  durch  eine  Quadratur: 

dr 


/i 


=  s. 


Vir) 

Hat  man  die  Quadratur  ausgeführt  und  löst  man  die  hervorgehende 
Gleichung  nach  r  auf,  so  ergiebt  sich  r  als  Function  von  s.  Eine 
additive  Constante  trägt  bei  der  Quadratur  nichts  zur  Allgemeinheit 
bei,  da  die  Anfangsstelle  der  Bogenlänge  s  beliebig  gewählt  werden 
kann.  Wenn  man  die  gefundene  Function  r  von  s  noch  in  die 
zweite  Gleichung  (1)  einfährt,  so  erhält  man  schliesslich  zwei 
Gleichungen  von  der  Form: 

(3)  r^F{s),       Q  =  G{s). 

Ist  zweitens  längs  einer  Curve  r  constant,  aber  q  nicht,  so  ist  q 
eine  Function  von  «,  ebenso  (>',  q"  ,  .  ,  Dagegen  sind  r\  r '  .  .  .  samt- 
lieh  gleich  Null.  Wir  können  umgekehrt  s  als  Function  von  (; 
auflassen,  sodass  auch  (>',  (>"  .  .  .  Functionen  von  o  werden.  Kennt 
man  von  ihnen  nur  die  erste: 

Q'  =  U{Q) , 

80  kennt  man  auch  die  übrigen,  da: 

ScHJVFBBS,  Qeom.  DUBr.  I.  14 
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u.  8.  w.  ist.  Wenn  zwei  Curven,  bei  denen  r  denselben  constanten 
Wert  hat,  einander  congruent  sind,  so  haben  sie  o£fenbar  dieselben 
beiden  Gleichungen: 

(4)  r  =  Const.,       ^^V[s). 


dB 


Durch  Quadratur  giebt  die  zweite: 

und  hieraus  lässt  sich  q  als  Function  von  s  berechnen.  Wir  kommen 
daher  wieder  zu  zwei  Gleichungen  von  der  Form  (3),  nur  ist  hier 
F[ii)  =  Const. 

Wenn  drittens  r  und  q  constant  sind,  so  sind  alle  höheren 
Differentialinvarianten  r',  r"  . .  .  und  q%  (>"...  gleich  Null.  Wenn 
zwei  Curven,  längs  deren  r  und  q  constant  sind,  mit  einander 
congruent  sind,  so  erfüllen  sie  dieselben  beiden  Gleichungen: 

(5)  r  =  Const. ,       q  =  Const. , 

die  wieder  ein  besonderer  Fall  von  (3)  sind. 

Wir  werden  nun  in  diesem  und  dem  nächsten  Paragraphen 
den  Beweis  dafür  bringen,  dass  umgekehrt  zwei  Curven,  die  den- 
selben beiden  Gleichungen  (1)  oder  denselben  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  denselben  beiden  Gleichungen  (5)  gentigen,  stets  mit  einander 
congruent  sind.  ^  Die  Gleichungen  (1)  bez.  (4)  bez.  (5)  charak- 
terisieren daher  eine  Curve  ohne  Rticksicht  auf  ihre  zu- 
fällige Lage  im  Eaume  und  auf  den  zufälligen  Anfangspunkt 
für  die  Messung  der  Bogenlänge  vollständig  hinsichtlich 
ihrer  Gestalt.  Deshalb  sollen  sie  die  natürlichen  Gleichungen 
der  Curve  heissen.     Alle  drei  Arten  fassen  wir  so  zusammen: 

Unter  den  natürlichen  Gleichungen  einer  Curve  ver- 
stehen wir  diejenigen  beiden  Gleichungen,  die  zwischen 
den  niedrigsten  Differentialinvarianten  aus  der  Beihe 
aller  Differentialinvarianten  hinsichtlich  der  Bewegungen 

r;     r',  q\     r",  Q\.  .  . 


'  Hoppe  hat  in  seinem  j^Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in 
zwei  Teilen",  Leipzig  1880  und  1890,  zuerst  die  inneren  Beziehungen  einer 
Curve  von  ihren  äusseren  JLigen Schäften  scharf  getrennt.  Wir  citieren  aus  dem 
I.Teil,  S.  61,  den  Satz:  „Die  Curventheorie  lässt  sich  zerlegen  in  eine  Theorie 
der  inneren  Beziehungen  und  eine  Theorie  der  Dimensionen,  deren  erstere  nofa 
ohne  Rücksicht  auf  letztere  entwickelt  und  vollendet."  Das  genannte  Buch 
ist  eine  Zusammenfassung  und  zum  Teil  neue  Bearbeitung  von  einzelnen  Auf- 
sätzen, die  im  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  Bd.  55,  56,  59,  60  erschienen  waren. 
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bestehen,  und  von  denen  die  eine  nicht  bloss  eine  Folge 
der  anderen  ist  Aus  ihnen  findet  man,  wie  wir  gesehen  haben, 
durch  eine  Quadratur  und  durch  Auflösen  stets  zwei  Gleichungen 
von  der  Form  (3).^ 

Um  nun  den  oben  erwähnten  Beweis  zu  erbringen,  gehen  wir 
darauf  aus,  alle  Curven  zu  bestimmen,  die  zwei  vorgelegten  Glei- 
chungen (3)  genügen.  Im  nächsten  Paragraphen  wird  sich  zeigen, 
dass  alle  diese  Curven  mit  einander  congruent  sind. 

Nach  (3)  nehmen  wir  also  an,  dass  r  und  q  als  Functionen 
der  Bogenlänge  s  bestimmt  gegeben  seien.  Wenn  wir  nun 
einen  Blick  auf  die  drei  jedesmal  in  einer  Zeile  stehenden  Formeln 
III  (C)  werfen,  so  bemerken  wir,  dass  diese  drei  Tripel  von  Formeln 
analogen  Bau  haben.  Wenn  wir  in  den  ersten  drei  für  a,  /,  X  die 
Grössen  ßj  m,  fi  oder  y,  n,  v  schreiben,  so  gehen  die  nächsten 
drei  bez.  letzten  drei  Formeln  hervor.  Dies  können  wir  so  aus- 
drücken: Unter  u,  t?,  w  verstehen  wir  drei  Functionen  von  s,  die 
den  drei  Gleichungen  genügen: 

io\  du        V  dv  u        w  dw         V 


da         r  da  r         q  da         q 

Wenn  wir  für  u,  t?,  w  entweder 

oder 

.  ßj     ^j     t^ 

oder  endlich 

Batzen,  so  ergeben  sich  jedesmal  drei  der  Gleichungen  III  {C),  Nach 
Q  [B]  muss  ausserdem  jedesmal  die  Summe  der  Quadrate  in  einer 
Zeile  genannter  Richtungscosinus  gleich  Eins  sein.  Da  uns  diese 
Kichtangscosinus  als  Functionen  von  s  noch  unbekannt  sind,  gehen 
^  folglich  darauf  aus,  diejenigen  Functionen  u,  v,  w  von  s  zu 
finden,  die  ausser  den  Gleichungen  (6)  auch  der  Gleichung 

P)  U»  +  ü«  +  IT«  =  1 


^  Gewöhnlich  werden  die  beiden  Gleichungen  (3)  die  ujatürliehen  Glei- 
^ongen  genannt  Aber  einerseits  sind  sie  wegen  der  Wahl  der  Anfangsstelle 
^  Bogenlftnge  a  noch  in  gewissem  Masse  unbestimmt  und  andererseits  er- 
örtert ihre  Aufstellung  bei  gegebenen  Curvengleichungen  x  —  q)(t)y  y  =  /  (0» 
^^^(0  noch  eine  Quadratur,  während  man  die  oben  definierten  natürlichen 
^chtmgen  ans  den  gewöhnlichen  Curvengleichungen  durch  Differentiation 
ond  ^mination  allein  ableiten  kann  (nach  S.  209). 

14' 
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u 

+  tv 

s= 

1 

1 

—  Uf 

u 

^  iv 

= 

1 

1 

+  «? 

{ 

genügen.     Diese  Gleichung  lässt  sich  so  schreiben: 

(8)  [u  +  iv){u  -  iv)  =  (1  +  «?)(1  -  w). 

Wenn  wir  also: 

(9) 

setzen,  so  ist  auch: 

(10) 

Nach  (9)  ist  nun: 

£L  —   ("^  +  *'<^)(^  -w)  +  (u  +  iv)v/ 
ds  "  (1  -  IT)« 

Die  Striche  deuten  natürlich  die  Differentiation  nach  s  an.  Setzen 
wir  hierin  die  Werte  der  Differentialquotienten  ti',  v\  w  aus  (6)  ein 
und  beachten  wir,  dass  nach  (9)  und  (10): 

«  =  |-(l-tr)+^(l+ir), 

t'=-^(l-t.)+^(l+ir), 
ist,  so  finden  wir  schliesslich: 

Hätten  wir  statt  (9)  gesetzt: 

so  wäre  aus  (8)  gefolgt: 

u  —  iv  1 

1  —  IT   "~  V 
und  ganz  analog  hätte  sich  ergeben: 

Aus  (9)  und  (12)  folgt: 

1  +  ^ 


w  = 


l-v 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  (9)  und  (10)  ein,  so  erhalten  vrir  leicht 
u  und  V  als  Functionen  von  |  und  //.     Es  kommt  so: 

^'  1-1/  l-r/  1-7 

Wir   haben   also  gefunden:     Infolge  der  Gleichung  (7)  lassen 
sich  M,  V,  w  in  der  Form  (14)  durch  nur  zwei  neue  Functionen 
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I  und  fj  ausdrücken,  und  diese  Functionen  |  und  ij  müssen  den 
Bedingungen  (11)  und  (13)  genügen.  Wenn  sie  dies  thun,  so  ge- 
nügen sicher  auch  die  Functionen  u,  v,  tr,  die  durch  (14)  bestimmt 
sind,  den  Bedingungen  (6).  Denn  z.  B.  aus  der  letzten  Glei- 
chung (14)  folgt: 

dw  ^pfv^-f ly 

ds       "^   (l-^)« 
oder  wegen  (11)  und  (13): 

dw        i    1  +  (ij 


•  ds  Q  (  ^  ff 

d.  h.  wegen  der  zweiten  Gleichung  (14) 

dtp  V 

ds  Q   ^ 

wie  es  die  dritte  Gleichung  (6)  verlangt,  u.  s.  w. 

Man  erkennt  hieraus:  Es  kommt  darauf  an,  in  allge- 
meinster Weise  |  und  iy  so  als  Functionen  von  s  zu  be- 
stimmen, dass  sie  den  Forderungen  (11)  und  (13)  genügen. 
Haben  wir  sie  gefunden,  so  giebt  ihre  Substitution  in  (14)  die  all- 
gemeinsten Functionen  u,  v,  w  von  s,  die  den  Bedingungen  (6)  und 
(7)  genügen. 

Die  beiden  Gleichungen  für  |  und  17,  nämlich  (11)  und  (13),  in 
denen  man  immer  unter  r  und  ()  gegebene  Functionen  von  s  zu  ver- 
stehen hat,  sind  zwei  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  fiir  |  bez.  7;  (siehe  S.  88),  und  zwar  von  genau  gleicher 
Form.  Thatsächlich  liegt  also  nur  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  vor,  die  wir  so 
schreiben: 

# t  K\  da  i  i  i       % 

indem  wir  die  unbekannte  Function  von  $  mit  (t  bezeichnen. 

Diese  Differentialgleichung  (15)  ordnet  sich  einer  interessanten 
Klasse  von  Differentialgleichungen  unter:  Sie  definiert  den 
Differentialquotienten  der  unbekannten  Function  a  als 
eine  quadratische  Function  von  (t,  deren  Coefficienten  aller- 
dings in  r  und  q  noch  die  unabhängige  Veränderliche  s  enthalten. 
Solche  Differentialgleichungen  heissen  RiccATi'sche.  ^  Die  allgemeine 
Form  einer  BicCAXi'schen  Gleichung  ist  also  diese: 


^  RiccATi  betrachtete  Differentialgleichongen  von  der  besonderen  Form: 

-j—  «•  a  ff"  +  ft  «*      (ö,  ^  =  Const). 
Doch  hat  man  die  Beieichnung:    RiooATi'sche  Differentialgleichungen  auf  alle 
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(16)  i±^A{s)  +  B{8)(T+  C{8)  G*  . 

Nach  §  14  des  1.  Abschnittes  giebt  es  unendlich  viele  Func- 
tionen 0"  von  s,  die  eine  solche  Gleichung  befriedigen.  Aber  z¥nschen 
ihnen  besteht  hier  eine  besonders  wichtige  Beziehung.  Es  mögen 
nämlich  P,  Q,  R  drei  bestimmte  Functionen  sein,  die  —  für  a  ein- 
gesetzt —  der  Gleichung  (16)  genügen.  Dann  ist  für  alle  Werte 
von  s: 

!^  =  A{s)  +  B{s)F+C{s)I^, 


(17) 


^-^A{s)  +  B{s)Q+C{s)Q', 


ds 

dR 
ds 


=  Ä(s)  +  B{8)R+  C{8)B^. 


Bilden  wir  nun  aus  der  allgemeinsten  Function  a  von  s,  die  der 
Gleichung  (1 6)  genügt,  und  aus  diesen  drei  besonderen  (particularen) 
Lösungen  P,  Q,  R  den  Ausdruck: 

(18^  g-P       Q-P 

den  man  das  Doppelverhältnis  der  vier  Functionen  ö-,  P,  Q,  R 
nennt,  so  findet  man,  dass  er  constant  ist.  Logarithmische  Difle- 
rentisition  giebt  nämlich: 

(1«)  --  -  v."p~  ~  T^"ß'  "^  ~q:^~r        ö^~p~  • 

Nun  ist  nach  (16)  und  der  ersten  Gleichung  (17): 

-,^  =  ■»(*)+  0[i)  («r  +  P) 
und  analog  kommt: 

^- 1^  =  ^  (*)  +  (?(*)  (ff +Ä), 

|-3-J=^W  +  C(«)((2  +  P). 

Bilden  wir  hienius  den  in  (19)  rechts  stehenden  Ausdruck,  so  sehen 


diejenigen  gewöhnlichen  Dif^ercntialf^Ieichun^on  erster  Ordnung  ausgedehnt,  in 
denen  der  Differentialquotient  der  abhtingigpii  Veränderlichen  eine  ganze  qua- 
dratische Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  ist 
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wir,  dass  er  gleich  Null,  also  t'  =  0  oder  endlich  r  eine  Constante 
ist.  Vier  beliebige  Lösungen  (t,  P,  Q,  R  einer  RiccATi'schen 
Differentialgleichung  (16)  haben  also  stets  ein  constantes 
Doppelverhältnis.  Wenn  wir  die  Gleichung  (18)  nach  a  auf- 
lösen, so  finden  wir: 

Nun  sind  P,  Q,  R  drei  zwar  beliebig,  aber  bestimmt  gewählte 
specielle  Lösungen  der  Gleichung  (16),  während  die  allgemeine 
Lösung  a  nach  Satz  59,  S.  90,  eine  willkürliche  Constante  enthalten 
muss.  Daher  muss  die  Constante  x  diese  willkürliche  Constante 
sein.     Mithin  folgt,  wenn  c  statt  x  geschrieben  wird: 

Satz  24:     Die   allgemeine   Lösung   (t   der   RiccATi'schen 
Differentialgleichung 


hat  die  Form: 


^^A{s)+B[s)a  +  C{s)a^ 


p{s)c  -h  q  {s) 
G  = 


n(s)c  +  X  {s) 

mit  der  willkürlichen  Constante  c 


§  14.    Endliche  Gleichungen  einer  Curve  mit  gegebenen  natOrlichen 

Gleichungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Auswertung  der  natürlichen 
Gleichungen  einer  Raum  curve  vor  allem  darauf  hinaus  kommt,  die 
auf  S.  213  mit  (15)  bezeichnete  KiccATi'sche  Gleichung: 

/IX  da         %  i  i      2 

^'  as        2(f  r  2  (f 

ZU   integrieren,   in  der  r  und  ()  die  durch  (3),    S.  209,  gegebenen 
Functionen  von  s  bedeuten.^ 

Nach  den  letzten  Ergebnissen   des  vorigen  Paragraphen   wird 
die  allgemeine  Lösung  a  dieser  Gleichung  die  Form  haben: 

p{s)c  +  q{s) 


(2) 


(T  = 


71  (5)  C   +  X  (S) 


*  Diese  Reduction  des  Problem»  auf  die  RicxATfache  Gleichung  (l)  dürfte 
zuerst  von  Lns  geleistet  worden  sein:  „Bestimmung  aller  Rauuicurveu, 
deren  Krümmungsradius,  Torsionsradius  und  Bogenlänge  durch 
eitie  beliebige  Belation  verknüpft  sind."  (Videnskabs-Selskabs  For- 
himdlinger,  Christiauia  1882.) 
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in  der  c  eine  willkürliche  Constante  ist.  Es  giebt  keine  allgemeine 
Methode  zur  Lösang  der  RiccATi'schen  Gleichung  (1),  und  man  weiss 
sie  nur  in  einzelnen  Fällen  zu  lösen.  Dies  ist  also  eine  Schwierig- 
keit, die  hier  nicht  überwunden  werden  kann,  und  wir  müssen  uns 
damit  begnügen,  anzunehmen,  dass  wir  auf  irgend  einem  Wege  die 
allgemeine  Lösung  gefunden  hätten.  Sie  hat  dann  sicher  die 
Form  (2),  in  der  wir  daher  jetzt  die  Functionen  /?,  y,  n,  x  als  be- 
kannte Functionen  von  s  auffassen.  Nach  (20),  S.  2 1 5,  ist  die  allgemeine 
Lösung  (T  übrigens  angebbar,  sobald  man  irgend  drei  specielle 
Lösungen  P,  Q,  R  kennt.  — 

Nun  waren  |  und  ti  zwei  Functionen  von  *,  die  —  für  g  ein- 
gesetzt —  die  RicCATi' sehe  Gleichung  (1)  erfüllen,  wie  die  Gleichungen 
(11)  und  (13),  S.  212,  lehrten.  Wir  geben  daher  der  Constante  c 
in  (2)  irgend  zwei  Werte  a  und  b  und  setzen: 

(3)  I  =  S"-±^ ,       r,  =  4±^      {a,  b  =  Const.). 

^'  '^         71(1  -h  x^  nb  +  X         ^'  ' 

Wenn  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (14),  S.  212,  einsetzen, 
so  erhalten  wir  die  allgemeinsten  Functionen  u,  v,  w  von  *,  die  den 
Bedingungen  (6)  und  (7),  S.  211,  genügen. 

Wir  bedürfen  aber  dreier  Systeme  von  Lösungen  dieser 
Gleichungen  (6)  und  (7),  denn  a,  /,  A,  ferner  ß^  w,  ju  und  endlich  /,  n,  v 
erfüllen,  für  ?/,  v,  w  eingesetzt,  die  Bedingungen  (6)  und  (7). 
Daher  geben  wir  den  Constauten  a  und  b  in  (3)  je  drei  Werte 
öTj,  a^,  a^  und  b^,  b^,  b^  und  setzen: 


(•i) 


^1  71  «1    +   X   '         ^2  TT  aj    +  X  '         ^S  71^,   +  X   ' 

_  Pbi  -h  q  _  pbi  +7  _  P^»_1li. 

^h  -   nb,+\  '      '''^'~   nb^^x'      '^^^  nb^  +  x' 


Alsdann  setzen  wir  nach  (14)  auf  S.  212  an: 

^,  _    l  -  ^1  V,  /  _  ,•  1  +  ^1  Vi  2  _     ^1  +  »71 

^1  -  Vi  ^1  -  rii  f  1  -  n\ 


(5) 


f.'  -  V«  ^«  -  Vs  If  -  Vt 


*3    -    V3  Is    -   Vt  ^8   -   VS 


Diese  Functionen  erfüllen  nun  sicher  die  Formeln  III  (C),  aus  denen 
wir  ja  die  Forderungen  (6)  auf  S.  211  ableiteten.  Auch  erftQlen 
sie  wegen  (7),  S.  211,  die  Bedingungen,  die  unter  II  [B)  links  stehen. 
Damit   sie    nun    thatsächlicli    Richtungscosinus    dreier   zu    einander 
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senkrechter  RichtuDgen  bedeuten  können,  müssen  sie  noch  die  unter 
II  {£)  rechts  stehenden  Bedingungen  erfüllen,  die  aussagen,  dass 
die  Richtungen  {a:l:X)^  (ßimifi),  {y:n:v)  paarweis  zu  einander  senk- 
recht sind.     Nach  den  obigen  Formeln  (5)  aber  kommt  z.  B. : 

/?y  +  mn  +  liir  =  -  (^«  "  ^»)('y«  -  ^»)  lih^'^ßli'i.l^M. 
Pr-rmn-Tfiv  (I,  -  V,)(|,  -  ,;,) 

Dies  soll  gleich  Null  sein,  d.  h.  es  soll: 

f  1  -  ^8   .    Vi  -  ^3   -_   _  1 

I«  -  V»      Vt  -  Vi 

sein.  Wenn  wir  aber  hierin  die  Werte  (4)  einsetzen,  so  kommt  die 
Forderung: 

Ot  —  Os  .  ^>  ~  ^»   —  «.  1 
r/j  —  6,  '  6,  —  6j 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Constanten  a,,  o,,  b^,  b^  soll  also 
gleich  —  1  sein.  Man  sagt  (bekanntlich)  daÄir  auch:  Das  Paar 
a^y  b^  soll  durch  das  Paar  ög,  ^3  harmonisch  getrennt  sein. 
Die  beiden  anderen  in  II  [B)  rechts  stehenden  Bedingungen  liefern 
analoge  Forderungen. 

Wir  wählen  also  in  allgemeinster  Weise  drei  Constantenpaare 

so,  dass  jedes  Paar  jedes  andere  Paar  harmonisch  trennt.  Alsdann 
sind  die  Werte  (4)  zu  bilden  und  mit  ihrer  Hülfe  die  Werte  (5). 
Letztere  sind  Functionen  von  *  und  zwar  solche,  die  den  Bedingungen 
f&r  die  Cosinus  dreier  zu  einander  senkrechten  Richtungen  und 
ausserdem  den  Gleichungen  III  (C)  genügen.  Wenn  wir  nun  noch 
im  Anschluss  an  die  Formeln,  die  in  III  [B)  links  stehen: 

(6)  x  =  I  ad 8^       y  =  I  ßd^^       z  =  \  Y ds 

setzen,  so  werden  x,  y,  z  als  Functionen  von  s  bestimmt. 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  eine  Curve  in  den  laufenden  Coordi- 
naten  jt,  //,  z  dar,  mit  dem  Parameter  s.  Dieser  Parameter  ist 
ihre  Bogenlänge,  denn  es  ist: 


2 


dx^  +  dy^  +  dz^  =  («2  +  /^^  +  y^ds 

und    a*+/9*  +  y*=l,  weil  a,  ß,  y  Kichtungscosinus  sind.     Daher 
sind   aach  er,  ß,  y  insbesondere   die  Richtungscosinus  der  Tangente 
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der  Curve.     Da  die  Bedingungen  III  {C)  erfüllt  sind,  so  folgt  ans 
den  drei  daselbst  links  stehenden: 

oder  also: 


1 


^  V2    I     W'2    I     -"2 


~  =  *- + /'=•  + 


z 


} 


d.  h.  r  ist  nach  III  {D)  thatsächlich  der  Krümmungsradius  der 
Curve  (6).  Nach  den  eben  genannten  drei  Bedingungen  III  [C)  sind 
deshalb  die  von  uns  bestimmten  Grössen  /,  m,  n  die  Richtungscosinus 
der  Hauptnormale  der  Curve  (6),  daher  auch  Xj  fi,  v  die  der  Bi- 
normale. Aus  den  in  III  ((7)  rechts  stehenden  Gleichungen  schliessen 
wir  weiter,  dass  thatsächlich  (>  der  Torsionsradius  der  Curve  (6)  ist. 
Erinnern  wir  uns  nun  daran,  dass  r  und  q  die  in  (3),  S.  209,  ge- 
gebenen Functionen  von  s  sind,  die  wir  aus  den  natürlichen 
Gleichungen  ableiteten,  so  folgt,  dass  wir  in  (6)  die  allgemeinsten 
endlichen  Gleichungen  einer  Curve  vor  uns  haben,  die 
den  gegebenen  natürlichen  Gleichungen  genügt.  — 

Wenn  wir  in  (5)  die  Werte  (4)  der  |,  t;  einsetzen  und   darauf 
die  erhaltenen  Werte  der  a,  ß,  y  in  (6)  substituieren,  so  kommt  f&r  x: 

öi-ftiJ         2(px-g7r)  «1  -  ^  J  2(;>x-?7r)  ^ 

Die  Werte  von  y  und  z  erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir  Oj,  h^  durch 
«2»  ^3  bez.  Oj,  ^3  ersetzen. 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung: 

SO  wird  also: 

1  —  a«  6.        ,    .  1  +  Ä«  Ä,  ^    ,     Oj  +  6, 

7/  —    1"  ^  '*«  r  O.  ;   ^  i"  '^  *«  ti  -1-    ^  +^«  1 

Die   neun  Coefficienten  von  j,  l),  j   hierin  haben   gerade    die 
Form  der  Werte  (5)  —  nur  in  a,  b  statt  in  g,  iy  geschrieben  — . 


Beispiele 


Da  die  a,  b  wie  die  |,  17  nach  S.  217  drei  einander  harmonisch 
trennende  Paare  bilden,  so  erfüllen  diese  neun  Üoefficienten  wie 
die  neun  Bichtungscosinus  (5)  die  Bedingungen  für  die  Bichtungs- 
cosinus  dreier  zu  einander  senkrechter  Bichtungen.  Nach  §  3  folgt 
hieraus,  dass  die  Curve  (6)  vermöge  einer  Bewegung  aus  der 
Carve  (7),  die  in  den  laufenden  Goordinaten  ;,  Q,  j  ge- 
schrieben ist,  hervorgeht,  daher  mit  der  Curve  (7)  con- 
gruent  ist  Allerdings  enthalten  die  Gleichungen  (7)  noch  drei  Inte- 
grationsconstanten.  Sie  treten  aber  additiv  auf  und  führen  also 
nur  zu  einer  Schiebung  der  Curve,  bei  der  ihre  Gestalt  und  Grösse 
nicht  geändert  wird. 

Daher  haben  wir  gefunden: 

Satz  25:  AlleCurven,  die  denselben  beiden  natürlichen 
Gleichungen  genügen,  sind  miteinander  congruent. 
Ausserdem: 

Satz  26:  Giebt  man  die  beiden  natürlichen  Gleichungen 
einer  Curve,  die  keine  Minimalcurve  ist,  so  findet  man  aus 
ihnen  durch  eine  Quadratur  die  Krümmung  l:r  und  die 
Torsion  \:q  als  Functionen  der  Bogenlänge  s.  Bestimmt 
man  dann  die  allgemeine  Lösung 

a  =  ^i^^/-^^<^^       (c  =  Const.) 
der  KicCATi'schen  Differentialgleichung: 

da  __   i      1  _  ,•     1  i      1     t 

äs         2'~Q  '~r      ""Y*y      ' 

*        J  2(px-qn)  '      ^       J  2{px-qn)  ' 

/nx  -  qp     , 
px  -  qn 

die   endlichen  Gleichungen  einer  Curve  mit  den  gegebenen 
natürlichen  Gleichungen. 


§  15.    Beispiele  zu  den  natOrlichen  Gleichungen  einer  Curve. 

Die  natürlichen   Gleichungen   einer   Curve   gestatten,   vermöge 

einer  Quadratur  Krümmung   —  und  Torsion  —  als  Functionen   der 

Bogenlänge  s  zu  bestimmen.     Die  Gleichungen,  durch  die  dies  ge- 
schieht, enthalten  die  ersten,  zweiten  und  dritten  Dififerentialquotienten 
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von  X,  y,  z  nach  s.  Ihre  Integration,  d.  h.  die  Bestimmung  von  x,  t/j  z 
als  E'anctionen  yon  s^  erfordert  die  Integration  der  RicoATi'schen 
Gleichung: 

,^.  da        i     \         ,    \  %     \     m 

^  '  ds        2    Q  r  2    (f 

Um  diese  Integrationstheorie  zu  erläutern,  betrachten  ¥nr  einige 
Beispiele,  indem  wir  besondere  Classen  von  Curven  auf  diesem  Wege 
bestimmen.  Es  soll  aber  gleich  vorweg  gesagt  werden^  dass- andere 
directe  Integrationsmethoden  in  diesen  besonderen  Fällen  meist 
schneller  zum  Ziele  fuhren,  namentlich  die  Methoden,  die  wir  in 
§  18  entwickeln  werden. 

Wir  fragen  nach  den  Gurven,  deren  Torsion  gleich  Null  ist: 

1  =  0. 

Wir  haben  schon  in  Satz  13,  S.  185,  gefunden,  dass  dies  die  ebenen 
Curven  sind.  Dies  soll  hier  bestätigt  werden.  Die  BicxsATi'sche 
Gleichung  lautet  jetzt: 

da  i  -j  d  loff  a  i 

-7-= (T     oder:         .^    = 

ds  r  ds  r 

und  giebt: 

(T  z=z  ce  ^ 

In  der  allgemeinen  Form: 

der  Lösung  der  RiccATi'schen  Gleichung  ist  hier  also  etwa  an- 
zunehmen: 

p  ^e     ^    ^    ,       y  =  0,       ;r  =  0,       x=l 

sodass  die  Formel  für  5  im  Satz  26  giebt:  j  =  Const  Die  im  Satze 
genannte  Curve  ist  daher  eben.  Alle  anderen,  bei  denen  r  dieselbe 
Function  von  s  und  die  Torsion  gleich  Null  ist,  sind  ihr  congruenty 
daher  auch  eben. 

Betrachten    wir    die    Curven,    deren    Krümmung     gleich 
Null  ist: 


Hier  ist 


r 

da           i       , 
ds         2«>  ^ 

—  (T^)     oder: 

da            i    j 
ÄS  _-  ds 

1  -  a*        29 

die  RicCATi'sche  Gleichung.     Aus  ihr  folgt  durch  Quadratur: 


§  15.  Beispiele  zu  den  natürlichen  Gleichungen  einer  Ourve.       221 


0"  = 


/*  da 

ee^'  ~Q~  -  1 
ee  ^  e    +1 


sodass  die  Vergleichung  mit 


ne  +  X 

ei^ebt,  dass  wir  setzen  dürfen: 

I  r  ^'  i  r  ^' 

p  =z  e       6  j      y=  —  1,       n  ^  e        v  ^       x=l. 

Der  Satz  26  giebt  also 

5  =  Const.,      \)  =  Const,      j  =  *  ^  Const., 

d.  h.  eine  Gerade.    Daher: 

Satz  27:  Die  Geraden  sind  die  einzigen  Curven  von  der 
Krümmung  Null. 

Fragen  wir  nach  den  Curven,  bei  denen  das  Verhältnis  aus 
Krümmung  und  Torsion  constant  ist,  so  giebt  es  zwei  Con- 
sianten,  die,  für  a  gesetzt,  die  rechte  Seite  der  RiccATi'schen 
Gleichung  (1)  gleich  Null  machen,  denn  die  für  u  quadratische 
Gleichung: 

-; tl  —    -rr—  tl*  =  0 

2^  r  2^ 

oder; 

(2)  l-2^ti-t|2  =  0 

hat,    da  jetzt  —  constant  ist,   zwei   constante    Wurzeln  m  und  n, 
sodass  wir  also  schreiben  können: 

dm  i  i  t 


(S) 


— m —  m^, 

ds         2q         r  ^Q 

dn  i  %  «9 


ds         2q         r  2q 


Hieraas  folgt,  dass  (t  =  m  und  a  =  n  zwei  besondere  (particulare) 
li&snogen  der  RicoATi'schen Gleichung (1)  sind.  Nun  besteht  zwischen 
diesen  beiden  particularen  Lösungen  m  und  n  und  der  allgemeinen 
Lösung  <r,  för  die 

da  t  %  t       m 

ist,  eine  einfache  Beziehung,  die  uns  gestattet,  die  allgemeine  Lösung  & 
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zu   linden.      Denn    wenn    wir   von   (4)  jedesmal    eine    der    beiden 
Gleichungen  (3)  abziehen,  so  kommt: 

is  r   ^  ^         2q  ^  '' 


ds  r   ^  ^         2q 

(T  — 
~H8 


d{<F  -  n)               t    ,            .  1     ,2  2\ 

—     =  —    -  [(T  —  n) —  («r*  —  7**) 


oder: 


d  log  (<y  -fn)  __        »  »    .  . 

d  log  (ff  -  n)  t  t     ,  , 

ds  r         2q  ^  ' 

Wenü  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abziehen,  so  fällt 
rechts  die  Unbekannte  a  ganz  fort.     Es  kommt  ja: 

(5)  ,     log =  —  -^— (»»  —  »»)  • 

Hieraus  folgt: 

ff  —  W  —  i  (m  —  n)    f 

=  —  c «  •     ^  (c  =  Const.). 

ff  —  n  ^  ' 

Natürlich  ist  diese  Formel  nur  dann  brauchbar,  wenn  m  von  fi 
verschieden  ist,  da  sie  sonst  frei  von  <t  wäre,  also  gar  nicht  zur 
Bestimmung  von  a  dienen  würde.  Den  Fall  m  =  n  wollen  wir 
nachher  behandeln.     Aus  der  Formel  folgt  durch  Auflösung  nach  a: 

/d»                .       /•   d« 
tm  1 
c^T»f5           e    +  me     ^     Q 


in/-  im/  — 

''     e    +  e     '^     i 
sodass  die  Vergleichung  mit 


zeigt,  dass  wir 


(6) 


«7  =-''-*- 1_9 

71  C  +  X 


^    da  ,       ^    da 

p  =  ne  ^,      q  =  m  e  o 

/da                            ,       /*    da 
i  m  f 
n  =  e           e,        X  ^  e     ^     6 


setzen  dürfen.     Satz  26,  S.  219,  liefert  jetzt  insbesondere: 

n  —  m 
d.   h. 

d^    1  —  MW 

ds  n  —  fn 

und  daher  gleich  Gonstans.     Die  Curve  (;,  9,  })  des  Satzes,  mit  der 
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alle  CurveD  der  hier  gesuchten  Art  congnient  sind,  hat  daher  eine 
Tangente,  die  mit  der  j-Axe  oder  ;  ^-Ebene  einen  constanten  Winkel 
bildet.  Wenn  ¥rir  durch  alle  Punkte  der  Curve  die  Parallelen  zur 
}-Axe  ziehen,  so  erhalten  wir  einen  allgemeinen  Cylinder,  auf  dem 
die  Curve  liegt  Die  Curve  durchschneidet  die  Mantellinien  des 
Cylinders  unter  constantem  Winkel  und  heisst  eine  allgemeine 
Schraubenlinie.  Wenn  man  den  Cylindermantel  auf  die  Ebene  ab- 
wickelt, so  werden  die  Mantellinien  augenscheinlich  parallele  Geraden, 
die  von  der  abgewickelten  Curve  unter  constantem  Winkel  durch- 
setzt werden,  sodass  die  Curve  in  der  Abwickelung  auch  eine 
Gerade  wird. 

Es  ist  leicht,  umgekehrt  einzusehen,  dass  längs  jeder  Schrauben- 
linie auf  einem  beliebigen  Cylinder  das  Verhältnis  aus  Krümmung 
und  Torsion  constant  ist.     Die  Curve  mit  der  Bogenlänge  s: 

ist  nämlich  eine  Schraubenlinie,  sobald  ihre  Tangenten  mit  einer 
festgegebenen  Richtung,  deren  Cosinus  etwa  a,  b,  c  seien,  einen  con- 
stanten Winkel  bilden,  d.  h.  sobald: 

(7)  Saa  =  Const. 

ist.  Denn  wenn  wir  dann  durch  die  Punkte  der  Curve  die  Geraden 
Ton  jener  Richtung  a:b:c  ziehen,  so  bilden  sie  einen  Cylinder, 
dessen  Mantellinien  von  der  Curve  unter  constantem  Winkel  ge- 
schnitten werden.  Differentiation  der  Formel  (7)  nach  s  giebt  nun 
nach  lU  (C): 

(S)  Sa/^0 

and  nochmalige  Differentiation: 

-  Saa  +  —SaX  =  0 
oder: 
(9)  -?-=-i^^ 

Der   Nenner  hierin  ist  nach  (7)  constant     Aber  auch   der  Zähler, 
denn  es  ist  nach  III  {Cj: 

dSaX  1    o      I 

a  f<  Q 

Dies  aber  ist  nach  (8)  gleich  Null,  sodass  SaX  und  mithin  nach  (9) 
auch  —  constant  ist 

Eis  ergiebt  sich  also: 
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Satz  28:  Die  Schraubenlinien  auf  beliebigen  Cylindern 
sind  die  einzigen  Curven,  bei  denen  das  Verhältnis  aus 
Krümmung  und  Torsion  constant  ist.^) 

Allerdings  haben  wir  dies  für  den  besonderen  Fall  m  ^  n  noch 
nicht  nachgewiesen.    In  diesem  Falle ,  d.  h.  wenn  die  quadratische 

Gleichung  (2)  für  a  eine  Doppel wurzel  hat,  muss  -^  =  t  oder  =  —  t  sein. 

Wir  dürfen  uns  natürlich  auf  die  Annahme 

-?-  =  « 

r 

beschränken.     Die  RiccATi*sche  Gleichung  lautet  dann: 

da         1 


und  giebt 


=  ----(1   -1(7)2 
ds  2r  ^  ' 


oder: 


C  dt 

Nach  Satz  26,  S.  219,  können  wir  also: 

setzen,  sodass  sich  die  imaginäre  Curve  ergiebt: 


(10) 


'-:/i(/")*-^i'".  "--ifir:]-"- 


»--//v-'*'- 


Alle  Curven  also,  bei  denen  r  dieselbe  Function  von  *  und  (istr 
ist,  sind  durch  Bewegungen  in  diese  Curve  (10)  überführbar.  Dass 
auch  diese  imaginäre  Curve  (10)  als  eine  Schraubenlinie  auf- 
gefasst  werden  kann,  sodass  also  der  Satz  28  thatsächlich  aus- 
nahmslos richtig  ist,  wollen  wir  jedoch  erst  später  (im  3.  Abschnitt^ 
§  4)  beweisen,  weil  wir  sonst  hier  unnötig  ausführlich  sein  müaaten. 


^  Lancrbt  hatte  1802  (siehe  Anm.  S.  159)  erkannt,  dass  bei  den  Schrauben- 
linien  das  Verhälhiis  aus  Kriiininang  und  l'orsion  constant  ist  Die  wichtige 
Umkehrung  bewies  Brrtkand,  „Sur  la  courbe  dont  les  deux  courbnres 
sont  constantes'',  Journal  de  Matht^m.  pures  et  appl.,  T.  XIII,  1848. 
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Sineii  speciellen  Fall  des  allgemeiuen  Ergebnisses  haben  wir 

zu    betrachten,   wenn   wir   nach  den  Curven   fragen,    bei   denen 

Krümmung    und    Torsion    constant    ist.      In    diesem    Falle 

nämlich  kann 

de  ^   s 


/de  _   s^ 


gesetzt  werden,  sodass  (6)  giebt: 


ins 


tma 


»n« 


im» 


p  =  ne  ^  ,      q  =  me  ^  , 


7t  SS  e  ^   j       X  =^  e  ^    . 


Satz   26,  S.  219,  liefert  nun,  da  sich  die  Integrale- sofort  auswerten 
lassen,   weil  ()  constant  ist: 


(11) 


i(n  —  m)9  i(m  —  n)s 


«  =  ^«^fe{("*-i)*^    +K-1).    ^    ) 


9 


i{n—^m)9  i  (m  —  n)  • 


=  2(n^^!(-^-^)^       '        -K-1).      ^       ] 


h  = 


2( 
1  —  «w 


n  —  m 


8 . 


Man   erkennt,  dass 


r2  4.  ö2«(?'(^*-l)(!?!!^) 


also  constant  ist.     Die  Curve  (11)  liegt  daher  auf  einem  Rotations- 
cylinder,  dessen  Axe  die  j-Axe  ist.     Da  ferner: 


di   __  1  — n 


fn 


ds 


n  —  m 


also  auch  constant  ist,  so  haben  die  Tangenten  der  Curve  constante 

Neigung  zu  den  Mantellinien  des  Cylinders.     Mithin  ist  die  Curve 

eine  gemeine  Schraubenlinie  (siehe  S.  169).^    Indem  man  die  in 

(II)  auftretenden    imaginären    Exponentialfunctionen    durch    reelle 

trigonometrische  Functionen  ausdrückt  und  beachtet,  dass  m  und  n 

die  Wurzeln  ti   der   quadratischen  Gleichung  (2)   sind,   kann    man 

leicht  zu  den  gebräuchlichen  Gleichungen  der  gemeinen  Schrauben- 

lij^e  gelangen. 

*  PuisBüx,  „Probleme  de  g^om^trie",  Jouru.  de  Matli^m.  pures  et 
•Ppl,  T.  VII,  1842.  Hier  findet  sich  der  erste  analytische  Beweis.  Später 
(1848)  gab  Bkbtrakd  in  seiner  auf  der  letzten  Seite  genannten  Arbeit  einen 
S^metriscben  Beweis. 


^kaurtmBB,  Ctoom.  DUfir.  I. 


15 
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In  dem  besonderen  Fall  n  =  m  ergiebt  sich,  dass  die  Curven 
constanter  Krümmung  r  und  constanter  Torsion  (>  =  ir  nach  (10) 
mit  der  imaginären  Curve  dritter  Ordnung  ^ 


«•  i  s'  *■ 


(12)  f=6V-*'        ^=-6r'-'       *=-2r 

congruent  sind. 

Satz  29:  Ausser  gewissen  imaginären  Curven  dritter 
Ordnung  sind  die  Schraubenlinien  auf  Rotationscylindern 
die  einzigen  Curven,  bei  denen  die  Krümmung  und  die 
Torsion  constant  ist.  Bei  den  ersteren  Curven  ist  insbe- 
sondere das  Verhältnis  aus  Krümmung  und  Torsion 
gleich   ±  i. 

§  16.    BerQhrung  zwischen  Curve  und  Fläche. 

In  §  6  haben  wir  die  Berührung  n^  Ordnung  zwischen  zwei 
Raumcurven  definiert.  Obgleich  wir  uns  erst  später  ausführlich 
mit  den  Flächen  beschäftigen  wollen,  müssen  wir  doch  schon  hier 
einige  besondere  Flächen  mit  einer  Raumcurve  in  Beziehung  bringen. 
Wir  sehen  uns  daher  schon  hier  genötigt,  die  Berührung  n**'  Ord- 
nung zwischen  einer  Curve  und  einer  Fläche  zu  definieren.  Wir 
sagen: 

Eine  Curve  c  berührt  eine  Fläche  in  einem  Punkte  P 
in  n^  Ordnung,  wenn  es  auf  der  Fläche  eine  Curve  durch 
P  giebt,  die  von  der  Curve  c  in  P  in  n^  Ordnung  berührt 
wird.  Nach  §  6  deckt  sich  diese  Definition  mit  folgender:  Ist 
eine  Curve  c  und  eine  Fläche  F  gegeben  und  haben  beide  den 
Punkt  P  gemein,  so  wählen  wir  auf  c  einen  Punkt  A  so,  dass  die 
Strecke  PA  unendlich  klein  ist;  und  zwar  soll  sie  unendlich  klein 
von  erster  Ordnung  heissen.  Wenn  es  nun  möglich  ist,  auf  der 
Fläche  einen  Punkt  9(  so  zu  finden,  dass  die  Strecke  P9(  ebenfalls 
von  erster,  dagegen  die  Strecke  A  91  von  (n  +  1)**'  Ordnung  anend- 
lich klein  ist,  so  berührt  die  Curve  c  die  Fläche  F  in  P  in  ji^ 
Ordnung. 

Um  nun  ein  brauchbares  analytisches  Merkmal  für  die  Be- 
rührung  zwischen  Curve  und  Fläche  abzuleiten,  müssen  wir  einige 
Bemerkungen  über  Curven  auf  einer  Fläche  vorausschicken:     Ist 

^'(f ,  9,  J)  =  0 

*  Auf  diese  Curven  hat  erst  Lyon,  „Sur  les  courbes  4  torsion  con- 
staute*',  Aunales  de  TEuseigneinent  sup^rieur  de  Grenoble,  T.  II,  1890,  aaf- 
merksam  gemacht 
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die  Gleichung  einer  Fläche  in  den  laufenden  Coordinaten  ;,  t),  5,  so 
erhalten  wir  eine  Gurve  auf  der  Fläche  in  allgemeinster  Weise 
dadurch,  dass  wir  ;,  tfj  j  so  als  Functionen  eines  Parameters  a 
wählen,  dass  sie  die  Gleichung  j^  =  0  für  alle  Werte  von  a  erfüllen. 
Wenn  insbesondere  (7  =  0  den  Punkt  (y^,,  t)Q,  j^)  giebt,  so  lässt  sich 
die  Foüction  F,  die  ja  nun  eine  Function  von  (t  ist,  nach  Potenzen 
von  a  entwickeln. 
Es  kommt: 

<"     '.+u-/).«+7^T  (■?-;)/+■•-»■ 

Hier  ist: 


V'+  if-ao"  + 


öjo' 


öjoö^ 


öao' 


io 


u.  8.  w.  Die  Entwickelung  (1)  ist  bei  hinreichend  kleinem  er  gültig. 
Sie  lehrt:  Wir  dürfen,  um  auf  der  Fläche  eine  Curve  zu  erhalten, 
die  durch  den  Punkt  (j^,,  %,  j^)  geht,  ansetzen: 


(2) 


y  =  Jo  + 

J  =  äo  + 


ro''^+  i-2-So"«^'  +  ---  > 


W<^  +  T.T^o  "  + 


äo'<^+  r.2*o"'^  + 


wenn  wir  darin  unter  f„  5<„  j„,  Jo,  t)„',  j,,',  ?„ 
Tentehen,  für  die  einzeln: 


... 


solche  Constanten 


(8) 


0  =  J^o» 

aj,  *»  "*"  ÖD.  ^'ö  "*■  ö,,.  »0   ^ 


+   Öj.'*'>    +"öj.ÖD„*»  '"  ^ 


wt  Im  Uebrigen  aber  können  wir  5,,  %,  j^,  5^',  %',  a„',  ?„"  .  .  . 
^liebig  wählen,  wenn  nur  die  Reihen  (2)  bei  hinreichend  kleinem  a 
cottTogieren. 


lö' 
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Noch  mehr:  Die  Curve  wird  eine  gewisse  Bogenlänge  haben, 
und  diese  können  wir  von  vornherein  als  Parameter  Gj  gemessen 
vom  Punkte  {i^,  Q^,  j^)  an,  einführen.  Es  muss  dann  nach  Satz  4, 
S.  164: 

sein,  und  durch  Diflferentiation  nach  a  folgen  hieraus  weitere  Glei- 
chungen. Für  (7  =  0  ergeben  sich  daher  ausser  (3)  noch  die  Forde- 
rungen: 

(4)  fo'  So"  +  t)- 1),"  +  i,'  j„"  =  0 , 


Angenommen,  wir  haben  alle  diejenigen  Bedingungen  (3)  und  (4), 

in  denen  die  Grössen  j^,  %,  ho^  fo''  ^)o'^  io'  •  •  •  bis  zu  y^^'^  %(^\ 
5y("^  auftreten,  durch  passende  Wahl  dieser  Grössen  erfüllt.     Dann 

liegt  für  Jo^'*"'"^^  ^o'**"'"^^  5o^"^^^  ®^^®  lineare  Bedingung  (3)  und  eine 
lineare  Bedingung  (4)  vor,  nämlich: 

1^  ?o  y.  (n  +  l)    I     t^  j,  (n  +  1)    .     ^J±  2  (n+1)    i  ,  ^  Q 

?o' Jo^'^^^^  +  W  V**^^^  +  ao'  ic/**^'^  +  ...  =  0. 

Sie  könnten  einander  nur  dann  widersprechen,  wenn  y^,',  ^^j',  j,,'  den 

ersten  Ableitungen  ^  **  ,  ^^   ^,    ,.  -    proportional  wären,  aber  dies 

ist  wegen  der  zweiten  Gleichung  (3)  und  der  ersten  Gleichung  (4) 
nicht  der  Fall,  sodass  wir  also  nun  weiterhin  auch  die  (n  +  1)**» 
Ableitungen  von  y,  ^,  j  für  fr  =  0  gemäss  den  Bedingungen  (3)  und 
(4)  wählen  können,  darauf  die  {n  +  2)*®°  u.  s.  w.,  ohne  auf  Wider- 
sprüche zu  stossen. 

Allerdings  wäre  es  möglich,  dass  die  erste  Gleichung  (5)  über- 
haupt frei  von  den  (n  +  1)^"  Ableitungen  wäre.  Dies  tritt  ein,  wenn 
für  den  Flächenpunkt  (y^,,  %,  j^j) 

ist.  Solche  Punkte  der  Fläche  heissen  singulär.  In  diesem  Falle 
wäre  die  zweite  Gleichung  (3)  eine  Identität  und  erst  die  dritte  eine 
Bedingung  für  y^/,  t^^',  5^;,  die  vierte  eine  für  y^",  %",  y  u.  s.  w^ 
sodass  also  dann  in  (5)  an  die  Stelle  der  ersten  Gleichung  eine 
andere   tritt.     Doch   wollen   wir    hier    auf  diesen  Fall    nicht   näher 
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eingehen;  wir  erwähnen  ihn  nur,  weil  er  gelegentlich  (in  §  20)  vor- 
kommen wird.  — 

Es  liege  ausser  der  Fläche  eine  Curve  vor,  und  es  seien  die 
Coordinaten  x,  y,  z  ihrer  Punkte  als  Functionen  ihrer  Bogenlänge  s 
gegeben.  Geht  die  Curve  durch  den  Punkt  (y^,,  %,  j^,)  der  Fläche, 
80  haben  die  Coordinaten  x,  y,  z  etwa  für  *  =  ä^,  die  Werte  j^,, 
\)  io-  Nach  der  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellten 
Definition  und  nach  Satz  7,  S.  170,  folgt  nun,  dass  die  Curve  die 
Fläche  an  der  Stelle  (y^,,  %,  j^)  in  n*®'  Ordnung  berührt,  sobald  die 
Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  s  für  «  =  .'o  niit  den  Ableitungen  von 
J,  %  i  nach  a  für  <t  =  0  bis  zur  vt^  Ordnung  übereinstimmen; 
besser  gesagt,  da  die  Curve  auf  der  Fläche  ja  von  vornherein  nicht 
gegeben  ist:  sobald  jt,  y,  z  und  die  Ableitungen  von  x^  y,  z  nach 
%^  $^s^  solche  Werte  haben,  die  —  für  i^,  x^^,  j^»  Jo'»  9o'>  io'--- 
eingesetzt  —  diejenigen  Bedingungen  (3)  und  (4)  erfüllen,  die  keine 
höheren  als  die  rt^  Ableitungen  enthalten. 

Aber  da  a  die  Bogenlänge  der  ßaumcurve  ist^  so  ist  nach 
Satz  4,  S.  164: 

woraus  folgt,  dass  alle  Bedingungen  (4)  ohne  Weiteres  erfüllt  bleiben, 
wenn  man  darin  statt  y,  5,  j  die  Zeichen  x,  y,  z  schreibt.  Daher 
bleibt  folgendes  Kennzeichen  für  die  Berührung  n^  Ordnung  zwischen 
Cme  und  Fläche  übrig: 

Sats  30:  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür,  dass  eine  Curve  mit  den  Punktcoordi- 
^Äten  ar,  y,  z  und  der  Bogenlänge  s  die  Fläche 

in  ihrem  Punkte  {s  =  s^  in  n**'  Ordnung  berührt,  erhält  man 
80:  Man  fasst  ;,  9,  j  als  Functionen  eines  Parameters  auf 
^öd  differenziert  die  Gleichung  ^=0  wiederholt  nach  dem 
Parameter.  In  denjenigen  Gleichungen,  die  keine  höheren 
als  die  ii**°  Ableitungen  von  y,  5,  j  enthalten,  setzt  man 
hieran  statt  y,  l),  j  und  ihrer  Ableitungen  die  Grössen 
'j  y,  z  und  ihre  Ableitungen  nach  s  für  *  =  v  So  erhält 
Dian  sämtliche  Bedingungen  für  die  Berührung  n^^  Ord- 
nung. 

Wenden  wir  dies  Kennzeichen  auf  eine  Gerade  und  eine 
^Uche  an.  Die  Gerade  habe  die  Bichtungscosinus  ccj  ß,  y  und 
göhe  vom  Punkte  j^,,  %,  5^  der  Fläche 

ni,  9,  ä)  =  0 
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aus.     Ihre  Gleichungen  lauten  dann  nach  S.  160: 

(6)  ^  =  Jo  +  «^*^      y  =  %  +  /'*>      ^  =  io  +  r*, 

sodass 

ist.    Die  Gerade  berührt  die  Fläche  im  Punkte  (j^^,  %,  j^,)  in  erster 
Ordnung,  sobald  nach  (3): 

ist.      Alsdann    heisst    sie    Taugente    der    Fläche    im    Punkte 

Vfo>  %y  äo)' 

Nach  (6)  ist: 

(b)  «  =  ___,      ^___,      r--7 — 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (7)  ein,  so  folgt,  dass  die  Gleichung: 

von  allen  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  (y^^,  %,  j^)  erfiillt   wird. 
Da  sie  linear  in  Xj  j/,  z  ist,  so  kommt: 

Satz  31:     Die  Tangenten  der  Fläche 
im  Flächenpunkte  (Jo>  9o»  äo)  erfüllen  eine  Ebene: 

in  den  laufenden  Coordinaten  x,  v,  z,  sobald   -^  -,    x-  -  »    ü-- 
nicht  sämtlich  gleich  Null  sind. 

Im  letzteren  Falle  nämlich,  d.  h.,  wenn  (f„,  %,  ^)  nach  S.  228 
ein  singulärer  Punkt  der  Fläche  ist,  tritt  an  die  Stelle  der 
zweiten  Gleichung  (3)  die  dritte.  Sie  giebt  für  die  Richtungscosinus 
flf,  [i,  y  der  Tangente  die  Bedingung: 

Pilo,  „,  .   2  -^-* ^'-aß+         +  «* f»  y«  =  0 

die   nach  Substitutiun   der  Werte  (8)   eine   quadratische   homogene 
Gleichung  in  ^  —  io>  !/  ~  %f  ^  —  Jo  *''*^>  woraus  wir  schliessen: 
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Satz  32:     Die  Tangenten  der  Fläche 
in  einem  singulären  Punkte  (j^,,  %,  j^),  für  den  also: 

ist,  erfüllen  im  Allgemeinen  einen  Kegel  zweiten  Grades 
mit  der  Spitze  (j^,  %,  a,,)- 

Die  Worte  „im  Allgemeinen**  sind  hier  eingefügt  worden,  weil 
unter  umständen  noch  höhere  Singularitäten  eintreten  können,  wenn 
nämlich  auch  die  dritte  Gleichung  (3)  eine  Identität  wird  dadurch, 
dass  auch  alle  zweiten  Ableitungen  von  F  für  den  Punkt  {jc^,  tf^,  ^) 
gleich  Null  sind. 

In  einem  nicht  singulären  Flächenpunkte  aber  bilden  die 
Tangenten,  wie  wir  oben  sahen,  eine  Ebene.  Sie  heisst  die 
Tangentenebene  oder  Tangentialebene  des  Flächenpunktes. 

Eine  andere  Anwendung  von  unserem  Satz  30  machen  wir  auf 
eine  Ebene  und  eine  Curve.     Liegt  die  Ebene  vor: 

A(i  -  x)  +  BO)  -  y)  +  C(i-  z)  =  0, 

die  durch  den  festgedachten  Punkt  (x,  y,  z)  geht  und  die  laufenden 
Coordinaten  j,  ^,  j  hat,  so  wird  sie  eine  durch  den  Punkt  [x^  y,  z) 
gehende  Curve  in  zweiter  Ordnung  berühren,  wenn  die  Gleichungen : 

Äi  +Bti  +Cj'  =0, 
Af  +  B\i'  +  C^'^0 

durch  die  Ableitungen  der  Coordinaten  der  Curve  nach  s  für  den 
Punkt  (jT,  y,  z)  erfüllt  werden.  Also  ist,  wenn  wir  A,  Bj  C 
eliminieren: 

J  —  X         X         X 

9  -  y    y    y 

}  —  z      z       z 


ff 


=  0, 


in  den  laufenden  Coordinaten  {,  ^,  ^  die  Gleichung  derjenigen  Ebene, 
die  eine  Curve  in  einem  ihrer  Punkte  (ar,  y,  z)  in  zweiter  Ordnung 
berührt.  Dabei  sind  x,  y,  z  und  x',  y",  z"  die  Ableitungen  von 
Xy  y,  z  nach  der  Bogenlänge  s  der  Curve.  Diese  Ebene  ist  nach  (3), 
S.  173,  nichts  anderes  als  die  Schmiegungsebene  der  Curve. 

33:    Die  Schmiegungsebene  einer  Curve  kann  auch 
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als  diejenige  Ebene  definiert  werden,  die  mit  der  Curve 
an  einer  Stelle  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  eingeht 

Wir  können,  nebenbei  bemerkt»  die  Tangenten  einer  Fläche 

^(j,  t),  a)  =  0 

im  Flächenpunkte  {^q,  %,  ^^  als  diejenigen  Geraden  definieren, 
die  diesen  Punkt  mit  einem  unendlich  benachbarten  Punkt  der 
Fläche  verbinden.  In  der  That,  ist  (jj,  ^j,  jj  ein  zweiter  Punkt  der 
Fläche,  also  auch: 

so  sind: 

(10)  ^  -  h  _  y  T_^  =s  5_"lik 

^    ^  ji  -  jo     th  -  ^     ai  -  io 

die  Gleichungen  der  Geraden  durch  beide  Punkte,  geschrieben  in 
den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z.  Wenn  nun  der  Punkt  (yi,9i,Ji) 
unendlich  nahe  beim  Punkte  C^^,  Q^,  j^)  liegt,  so  ist 

Ol)  Ji=Jo  +  ^f»       9i  =  9o  +  ^9»      äi  =  äo  +  «^ä 

zu  setzen,  und  es  kommt: 

oder,  da  F{i^,  9^,  Jo)  =  0  ist: 

Hierin  dürfen  die  höheren,  nur  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder 
vernachlässigt  werden,  sobald  nicht  alle  Glieder  erster  Ordnung 
gleich  Null  sind,  d.  h.  sobald  der  Punkt  (Jo»9o>äo)  Glicht  singulär  ist 
In  (10)  treten  nach  (11)  in  den  Nennern  die  Grössen  rfj,  rf^,  rfj 
auf,  die  also  den  Grössen  x  —  y^,  y  —  %,  ^  —  i,  proportional  sind, 
sodass  kommt: 

Dies  ist  aber  wieder  die  Gleichung  (9).  Die  Geraden  also,  die 
den  nicht  singulären  Flächenpunkt  (y^^,  \^  j^)  mit  unend- 
lich benachbarten  Punkten  der  Fläche  verbinden,  liegen 
in  der  Tangentenebene  der  Fläche  und  sind  deshalb  die 
oben  anders  definierten  Tangenten  des  Punktes  (j^,  jj^,  jj. 
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§  17.    Die  Schmiegungskugel  bei  einer  Curve. 

Unser  Hauptzweck  bei  der  E^inschaltung,  die  §  1 6  darstellt,  ist 
der,  die  Mittel  zu  gewinnen,  um  die  Berührung  höherer  Ordnung 
zwischen  einer  Curve  und  einer  Kugel  zu  untersuchen. 

Es  ist 

(1)  (J  -  Ä)^  +  (9  _  ^2  ^.  (^  _  C)^  ^   R^ 

die  Gleichung  einer  Kugel  in  den  laufenden  Coordinaten  ^,  \)j  5.  Dabei 
sind  A,  Bf  C  die  Coordinaten  des  Kugelmittelpunktes.  R  bedeutet 
den  Kadius  der  Kugel.  Wir  versuchen,  die  verfügbaren  Constanten 
Äj  Bj  Cj  R  so  zu  wählen,  dass  die  Kugel  eine  gegebene  Curve,  bei 
der  wir  die  bisher  immer  angewandten  Bezeichnungen  wieder  auf- 
nehmen, in  ihrem  Punkte  {x,  y,  z)  in  möglichst  hoher  Ordnung 
berührt.  Nach  Satz  30,  S.  229,  diflFerenzieren  wir  die  Gleichung  (1) 
wiederholt: 

(2)         (j-^j"  +  (9-^^"  +  (i-Oä"  +  f2  +  9'2  +  j'2  =  0, 

(j-^)r+(9-^r+(i-^r+3(yj"+9'r+ä'n  =  o 

a.  s.  w.  Um  eine  Berührung  dritter  Ordnung  zu  erzielen,  haben 
wir  nach  jenem  Satze  zu  verlangen,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
erfüllt  werden,  wenn  wir  darin  statt  j,  5,  j  überall  x,  y,  z  schreiben. 
Da  Sx'2  =  1  ,  Sxx"  =  0  ist  (S.  178),  so  kommt: 

s{x-  j)^  =  Ä^ 

Six-  A)x   =0, 
S(ar~  A)x"  =^  -  1, 

oder  nach  III  {B)  und  III  {G): 

S{x- J)2  =  ÄS 

S(x- J)a=0, 
S{x^Ä)l=  -r. 


S(*-^(^  +  ^/+^)  =  0. 


Die  letzte  Gleichung  reduciert  sich  wegen  der  zweiten  und  dritten 

auf  diese: 

S{x  ^  A)X  =^  Qr\ 
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Die  drei  Bedingungen: 

(3)  S(x-^)a  =  0,      S(:r-.f)/=  -r,      %(x^Ä)X  =  Qr 

dienen  zur  Bestimmung  von  A,  B,  C,  und  alsdann  giebt  die  Bedingung 

(4)  S  (x  -  z/)2  =  Ä2 
noch  der  Radius  2L 

Multiplicieren  wir  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  mit  a,  /,  A 
und  addieren  sie,  so  kommt  nach  II  (B): 

X  -^  A  =  — rZ+p/Ä. 

Hieraus   ergiebt   sich   sofort   A.     Ähnlich   ergeben   sich   B  und   C. 
Es  kommt: 

(5)  A  =x  +  rl  —  or  X,     B  =  i/  +  rm  —  Qr'fjLy     C=z  +  rn  —  or  v. 
Nach  (4)  und  (5)  ist  nun: 

Ä2  =  S(-r/+(>r  A)2  =  r2S/2-2rr'(>S/A  +  (>V'2S;.2 

oder  nach  II  {A): 

(6)  Ä2  =  r«+(>2r'2. 

Satz  34:  Es  giebt  eine  Kugel,  die  eine  gegebene  Curve 
in  einem  gegebenen  Punkte  {x,  y,  z)  in  dritter  Ordnung 
berührt.     Es  sind 

X  +  rl  —  gr  Xj     y  +  rm  —  gr' fi,     z  +  rn  -^  qt  v 

die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel,  und   es  ist 

R^  =  r2  +  (>2  r'2 

das  Quadrat  ihres  Radius. 

Diese  Kugel  heisst  die  Schmiegungskugel  oder  Osculations- 
kugel  der  Curve  im  Punkte  {x,  y,  z).^ 

Uebrigens  ist  die  Berührung  im  Allgemeinen  von  nicht  höherer 
als  dritter  Ordnung,  denn  die  nächste  auf  die  Gleichung  (2)  folgende 
Gleichung  lautet: 

(y  -  A)f^'  +  (t)  -  B)t)iy  +  (i  -  C)äiv  + 

+  4  (j'  r  + 1)'  r  +  j'  n  +  3  [f^  +  r  >  +  s"»)  =  o 

*  Die  SchmiegungHkugel  wurde  schon  1771  von  Monge  (vgl.  die  Anm. 
zu  Seite  159)  analytisch  untersucht,  aber  die  obigen  einfachen  Formeln  für  ihre 
Mitte  und  ihren  Radius  hat  erst  de  Saint- Vekant  1844  angestellt. 
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und  giebt  daher  für  Berührung  in  vierter  Ordnung  wegen  (5)  noch 
die  Bedingung: 

S(-  r/  +  (^r' A)xiv  +  4Sx'x"  +  3Sx"*  =  0 
oder  wegen  III  {B)  und  III  {G): 

Nach  IIE  (ff)  ist  aber  wegen  III  (C): 

Setzen  wir  dies  in  (7)  ein,  so  kommt  wegen  II  {A): 

2r"-rr"-l  1  2r"         r'g'  4  3    _ 

r'  ^   p'    ^     r'     ^    rp  r»    ^    r»  ' 

d.  h. 

(9)  J_(^+,'j/  +  /'^,)  =  0. 

Also    nur   an   solchen   Gurvenstellen ,   an   denen   die   Gleichung   (9) 
erf&llt  ist,  berührt  die  Schmiegungskugel  in  vierter  Ordnung. 

Wir  fragen  uns,  ob  es  Curven  giebt,  bei  denen  diese  Bedingung  (9) 
fftr  alle  Funkte  erfüllt  ist.  Nach  (5)  sind  Äj  By  G  Functionen  von  s, 
fftr  die  wegen  III  [B)  und  III  {C): 


(10) 


dA 
da 

dB 
da 

dO 
da 


ist.  Wenn  nun  die  Bedingung  (9)  für  alle  Punkte  der  Curve  da- 
durch erfüllt  ist,  dass  der  in  (9)  in  Klammern  stehende  Ausdruck 
flbr  alle  Werte  von  s  verschwindet,  so  lehren  die  Formeln  (10),  dass 
Aj  B,  C  frei  von  s  sind.  Dann  also  haben  alle  Schmiegungskugeln 
denselben  Mittelpunkt  (^,  B^  C\    Aus  (6)  folgt  femer: 


4?  =  2r>(-^  +  r',/  +  r",), 


sodass    auch    der  Badius   der   Schmiegungskugel    für    alle   Punkte 
!      derselbe  isL     Mithin  liegt  dann   die  Curve   auf  einer  bestimmten 
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Kugel   und  ist  also  eine  sphärische  Gurve.     Die  Bedingung  (9) 

kann  aber  auch  durch-  -  =  0  oder  —   =  0  erfüllt  werden.    Ilrstere 

Annahme  giebt  nach  Satz  27,  S.  221,  Geraden  und  letztere  nach 
Satz  13,  S.  185,  ebene  Curven.  Beide  sind  Ausartungen  von 
sphärischen  Gurven,  sodass  folgt: 

Satz  35:  Ausser  den  sphärischen  Curven  giebt  es  keine 
Gurven,  die  von  allen  ihren  Schmiegungskugeln  in  höherer 
als  dritter  Ordnung  berührt  würden. 

Zugleich  hat  sich  ergeben: 

Satz  36:  Die  natürliche  Gleichung: 


^,- (-;+'•>'+ ^'>) = « 


ist  charakteristisch  für  die  sphärischen  Gurven.  — 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  eine  beliebige  Raumcurve  und  ihre 
Schmiegungskugel  im  Punkte  (x,  ?/,  z).     Der  Mittelpunkt  der  Kugel 

hat  die  durch  (5)  bestimmten 
Coordinaten  A,  B^  C.  Ekinnem 
wir  uns  nun  daran,  dass  nach  (7), 
S.  188,  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises, der  in  der  Schmie- 
gungsebene  liegt,  die  Goordinaten: 

a  =  ar4-r/,     Ä=y  +  rin, 
(11)  '  :5f  -r  , 

c  =  z  +  rn 

hat,  80  erkennen  wir  sofort,  dass 
der    Mittelpunkt    {A^   B^    C)   der 
Schmiegungskugel   auf  dem   Lote 
liegt,   das    man   im  Krümmungs- 
mittelpunkt   (a,   6,    c)    auf   die  Schmiegungsebene    errichten    kann 
(siehe  Fig.  47).     Denn  A,  jtt,  v  sind  ja  die  Eichtungscosinus    des 
Lotes  und  daher: 


Fig.  47. 


oder: 


j  =  a  +  Aflr,       5  =  Ä  +  jtA(T,       i=^c  +  va 


(12)       1  =  X  +  rl+Xa,     \)  =  i/  +  rm  +  fjLG,     i=z  z  +  rn  +  va 

die  Gleichungen  des  Lotes,   ausgedrückt  durch   den  Parameter  aj 
der  die  Strecke  vom  Punkte  (a,  b,  c)  bis  zum  Punkte  (j:,  ^y  })  dmr- 
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stellt;  nnd  zwar  im  Sinne  der  positiven  Binormale  positiv  gemessen. 
Die  Gleichungen  (12)  aber  ergeben  für 

die  Werte  (5)  von  A^  By  C.     Ausserdem  ist  nach  (6) 

(p  ry  +  r»  =  Ä» , 

d.  h.  der  Erümmungskreis  liegt  auf  der  Schmiegungskugel. 
Die  Tangente  des  Winkels ,  den  der  vom  Curvenpunkte  ausgehende 
fiadius  der  Schmiegungskugel  mit  dem  des  Erttmmungskreises  bildet, 
ist  gleich  a:r  oder  —  r'prr. ^ 

Das  Lot  (12)  heisst  die  Erümmungsaxe  oder  Polargerade 
oder  kurz  Polare  des  Punktes  (x,  y,  z)  der  Curve.  Diese  Gerade 
ist  also  parallel  der  Binormale  und  geht  durch  den  Erümmungs- 
mittelpunkt  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel. 

Die  Erümmungsaxe  kann  auch  so  gefunden  werden:  Es  ist 
in  den  laufenden  Goordinaten  ^,  t),  y. 

(13)  e^(y  -  :r)  +  ß{t)  -  y)  +  r{h-z)^Q 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Curvenpunktes  (x,  y,  z).  Die 
Normalebene  des  unendlich  benachbarten  Curvenpunktes  {x  +  dx^ 
^,+  dy,  z  +  dz)  oder  {x  +  x'ds,   y  +  i/ds,    z+z'ds)  hat  daher 

die  Gleichung: 

S{cc  +  a' ds){^  —  X  ^  X  ds)  =i  0 

oder  nach  UI  {0)  und  HI  {B): 

SU+  -~ ds](:ic-  X  -  ads)  =  0 
oder  nach  II  {A) 
(14)  Sce{ic-x)+^Sl{:£-x)ds^ds  =  0. 


Schnittlinie  beider  Normalebenen  (13)  und  (14)  muss  beide 
Gleichungen  erftQlen,  sodass  sich  für  sie  die  zweite  Gleichung  infolge 
der  ersten  bedeutend  vereinfacht.  Die  Schnittlinie  ist  hiernach  die 
Gerade  mit  den  Gleichungen: 


(15)  { 


afe- z)  +  /?(^  - y)  +  y (j  -  z)  =  0 , 


i(i- nf)  +  m{t)  - ,v)  +  n{i  -  z)  =  r . 
Diese  Gleichungen  werden  durch  die  Werte  (12)  erfüllt.     Also: 

*  Aach  diesen  Wert  hat  de  Saint- Vbnant  1844  zum  erstctn  Mal  angegeben. 
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Satz  37:  Die  Schnittlinie  der  Normalebene  eines Curven- 
punktes  und  einer  unendlich  benachbarten  Normalebene 
ist  die  Erümmungsaxe  oder  Polare,  auf  der  derErümmungs- 
mittelpunkt  und  der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel 
jenes  Curvenpunktes  liegen. 

Nun  wollen  wir  den  Schnittpunkt  von  drei  unendlich  benachbarten 
Normalebenen  bestimmen.  Die  beiden  ersten  haben  die  Schnitt- 
linie (15),  die  zweite  und  dritte  daher  die  Schnittlinie,  deren 
Gleichungen  aus  (15)  hervorgehen,  wenn  wir  darin  s  durch  s  +  ds 
ersetzen.  Die  erste  Gleichung,  die  sich  so  ergiebt,  ist  wieder  (14), 
die  sich  wegen  (15)  auf  die  zweite  Gleichung  (15)  reducieri.  Dia 
zweite  noch  aufzustellende  Gleichung  ist  nun: 

S{1  +  r  ds){i  ^  X  --  X  ds)  ^  r  +  r  ds 


l  —  X  —  ads 


=  r  +  r'd8 


oder  nach  III  (C)  und  III  {£): 

'-(-•-  + f)H 

oder  wegen  II  {A): 

S  /(y  -  or)  -  S  (-"    +  y)(j  -  a:)rf*  -  -1-rf*«  =  r  +  r'ds. 

Wegen  der  zweiten  Gleichung  (15)  darf  hierin  für  den  gesuchten 
Schnittpunkt  das  erste  Glied  gegen  r  rechts  gestrichen  werden.  Das 
dritte  Glied  links  ist  unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung  und  fUlt 
daher  auch  fort.  Der  Schnittpunkt  dreier  unendlich  benachbarter 
Normalebenen  erfüllt  somit  ausser  den  beiden  Gleichungen  (15)  noch 
die  Gleichung: 

S(-:-+^-)(j-*)=-r', 
die  sich  wegen  der  ersten  Gleichung  (15)  auf 

reducieri     Schreiben  wir  in  dieser  und  den  beiden  Gleichungen  (15^ 
für  y,  t)y  }  die  Zeichen  A,  B,  C,  so  gehen  die  drei  Gleichungen  {ß) 
hervor.     Hieraus  folgt: 

Satz  38:  Der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  eines 
Curvenpunktes  kann  definiert  werden  als  der  Schnittpunkt 
der  Normalebene  des  Punktes  mit  zwei  unendlich  benach- 
barten Normalebenen  der  Curve  oder  auch  als  der  Schnitt* 
punkt  der  Erümmungsaxe  des  Punktes  und  einer  unendlich 
benachbarten  Erümmungsaxe. 


§17.    Die  Schmiegungskugel  hei  einer  Gurve. 
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Tbatsächlich  kann  man  die  Schmiegungskugel  ähnlich  wie  früher 
die  Schmiegungsebene  (S.  174)  dadurch  herleiten,  dass  man  die 
Kugel  durch  vier  Curvenpunkte  legt  und  darauf  die  Curvenpunkte 
einander  unendlich  nah  rücken  lässt. 

Da  femer  der  Krümmungskreis  in  der  Schmiegungsebene  und 
auf  der  Schmiegungskugel  liegt,  so  kann  er  als  der  Kreis  definiert 
werden,  der  durch  drei  unendlich  benachbarte  Curvenpunkte  geht. 
Doch  gehen  wir  hierauf  nicht  näher  ein. 

E^  ist  aber  sehr  nützlich,  sich  die  hier  angegebenen  Beziehungen 
zwischen   Schmiegungskugel,   Krümmungskreis   u.    s.    w.   an   einem 
einfachen  Modell  klar  zu  machen,  indem  man  wie  auf  S.  175  die 
Curve    durch    ein   Polygon  ersetzt. 
Man  zeichne  wie  in  Fig.  48  in  der 
Ebene  einen  gebrochenen  Linienzug 
^i^j^s-^4  und  construiere  die  Mittel- 
ste von  Pj  P,  und  P,  P3,  die  einan- 
der in  K^  treffen  mögen,  während  K^ 
der  Schnittpunkt  des  Mittellotes  von 
?|P,  mit  dem  von  P3P4  sei.     Nun 
denke  man  sich  die  Ebene  doppelt, 
sodass   beide   Ebenen    längs   P^P^ 
«»ammenhängen  und  P^,  P„  P3,  K^ 
der  einen  Ebene  angehören,  während 
^v  ^t>  P4,  K^  in  der  zweiten  liegen. 
Jbö  drehe   die    zweite  Ebene   um 
^t^i  in  eine  neue  Lage,  sodass  IL 

* 

öDen  Kreis  um  die  Mitte  Ä  von  P,  P3  beschreibt.  Der  Querschnitt 
^^iK^  ist  in  der  Figur  oben  dargestellt.  Jetzt  werden  die  in  A', 
^d  K^  auf  die  beiden  Ebenen  errichteten  Lote  einander  in  einem 
IWite  M  treffen.  M  hat  von  Pj,  P2,P3,Pj  gleiche  Entfernung,  ist 
^  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  die  durch  die  vier  Punkte 
^jyPjjPjjP^  des  nunmehr  räumlichen  Polygons  geht.    Nun  ist,  wenn 

W  AK^M  auf  ^üTj  projicieren   und  den  Winkel   beider    Ebenen 

mit  q>  bezeichnen: 

A  K^  cos  (p  +  A\  Msin  (p  ==  AK^. 

Ist  der  Winkel  (p  sehr  klein,  gleich  dB,  so  kommt,  wenn  yl  h\ 
nnd  AK^  =  r  +  dr  auch  sehr  wenig  von  einander  abweichen: 

r  +  A\  MdB  =  r  +  dr 
oder: 

^^'^^^  dB' 


^,^* 


Fig.  48. 


=  r 


WeicLt  P,  /*j  pj  P^  aiieüdlich  venig  von  einem  unendlich  bm» 
Carveiib«'»grn  äh.  s«.  li&rt  .f  A'.  =  r  als  lUdins  eines  ErQmmongskrebei 
A  k^  —  T  ^  dr  jkls  der  eines  benachbarten  und  AM  als  Radi»  te 
Schmiegnngskngel  äufgefä^st  werden.     Zugleich  ist  dB  der  Toisotfr 

winket    '  .  nach  III  £\   Somit  liefert  die  letzte  Formel  den  ^*e!l(<) 

a 
Ton  H\ 


§  IS.    Sphiriache  Abbildung  der  Curven. 

Sind  die  endlichen  Gleichungen  einer  Curve  gegeben,  sokaui 
man  nach  §  S  die  Richtungscosinus  ihrer  Tangenten,  Haupt-  und 
Binormalen  und  ihre  Krümmung  und  Torsion  berechnen.  Sind  ihre 
natürlichen  Gleichungen  gegeben,  so  hat  man  nach  §  14  einige 
Quadraturen  und  die  Integnition  einer  RiocATi'schen  Gleichung 
auszufuhren,  um  /u  demselben  Ziel  zu  gelangen.  In  diesem  Falle 
findet  man  zunächst  durch  eine  Quadratur  Krümmung  und  Torsioa 
als  Functionen  der  Bogenlänge,  sodass  wir  also  auch  das  Problen 
erledigt  haben,  eine  Raumcurve  aus  gegebener  Krümmung  und 
Torsion  zu  bestimmen. 

Andere  ähnliche  Probleme  bieten  sich  dar:  Wir  können  z.  R 
annehmen,  die  Richtungen  aller  Tangenten  seien  bekannt,  gesucht 
werde  die  Curve.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  so  einkleiden:  Wir  ziebei 
durch  einen  festen  Punkt,  etwa  durch  den  Anfangspunkt  0, 
Parallelen  zu  allen  Tangenten  und  erhalten  so  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  0,  Die  Aufgabe  wäre  nun  diese:  Gegeben  ist  ein  solcher 
Kegel,  gesucht  werden  alle  Curven,  deren  Tangenten  den  Mantet 
linien  des  Kegels  parallel  sind.  Andere  Aufgaben  gehen  herrcNTi 
wenn  man  die  Tangenten  durch  die  Haupt-  oder  durch  die  Bi- 
normalen ersetzt. 

Diese  Aufgaben  können  noch  etwas  anders  formuliert  werden: 
Wir  legen  um  0  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  vom  Radius  EinSi 
Indem  wir  zu  jeder  Tangente  der  Raumcurve  —  und  zwar  immer 
in  ihrem  positiven  Sinne  —  den  parallelen  Strahl  von  0  aus  ziehen 
und  diesen  Strahl  mit  der  Kugel  zum  Schnitt  bringen,  ordnen  wir 
jedem  Punkte  der  Kaumcurve  einen  Punkt  auf  der  Kugel  zu  (siehe 
Fig.  49).  Wir  sagen:  Die  Raumcurve  wird  vermöge  Paralleler 
zu    ihren    Tangenten    sphärisch    abgebildet.      Die    Bildcurve 
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heisst  die  sphärische  Indicatrix  der  Tangenten.    Das  Problem 
ist  jetzt:  Gegeben  ist  die  sphärische  Indicatrix  der  Tangenten,  gesucht 
werden  die  zugehörigen  Raumcurven.     In  analoger  Weise  sprechen 
wir   von   einer  sphärischen 
Abbildung   der  Curve   ver- 
möge  ParaUeler    zu    ihren 
Hauptr   und   zu    ihren   Bi- 
normalen und  also  von  der 
sphärischen    Indicatrix 
der  Hauptnormalen  wie 
auch  von  der  sphärischen  *^*  ^^' 

Indicatrix  der  Binormalen.  Jedesmal  ist  die  Aufgabe  die: 
Ans  der  gegebenen  sphärischen  Indicatrix  die  zugehörigen  Raum- 
ennen  abzuleiten. 

Um  eine  beliebige  Curve  auf  der  Einheitskugel  analytisch  dar- 
zustellen, haben  wir  die  Coordinaten  ihrer  Punkte,  die  mit  x,  y,  z 
bezeichnet  seien,  so  als  Functionen  eines  Parameters  zu  wählen,  dass 

ist  Zugleich  sind  x,  y,  z  die  Richtungscosinus  des  zugehörigen 
Kngelradius.  Wenn  wir  insbesondere  mittels  einer  Quadratur  nach 
8. 164  die  Bogenlänge  s  der  sphärischen  Curve  als  Parameter  ein- 
^eD,  so  ist  ausserdem: 

x'+P  +  z^=l, 

^obei  der  Accent  die  DiflFerentiation  nach  der  Bogenlänge  .v  andeutet. 
^  Bogenelement  ds  ist,  da  der  Eugelradius  gleich  Eins  ist,  zu- 
teh  der  Winkel  der  Radien  nach  zwei  unendlich  benachbarten 
Ponkten  der  sphärischen  Curve.  Ist  z.  B.  die  sphärische  Curve  die 
Indicatrix  der  Tangenten  einer  Raumcurve,  so  ist  ö-  =  « ,  y  =  /?, 
^*y  zu   setzen;    das  Bogenelement  ds  der  sphärischen  Curve  ist 

dann  ^dce*  +  dß^  +  dy^  und  bedeutet  den  Winkel  d  T  unendlich 
benachbaiiier  Tangenten  der  Raumcurve  (siehe  S.  183).  Zu  jedem 
Bogenelement  da  der  Raumcurve  gehört  ein  Bogenelement  der 
sphärischen  Indicatrix.     Es  ist  nach  III  [F): 

(1)  dT^'^^, 

wenn  wir  den  Contingenzwinkel  d'P  der  Tangenten  der  Raam- 
carre  mit  wachsender  Bogenlänge  positiv  rechnen.  Analog  ist 
nach  III  (/^:  

(2)  dH^ds^l,,.'-, 

Q«om.  Düfir.  L  16 
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das  Bogenelement  der  sphärischen  Indicatrix  der  Hauptnormalen  und 

(3)  dB=  — 

das  der  sphärischen  Indicatrix  der  Binormalen.  Hier  ist  der  Tor- 
sionswinkel dB  zweier  aufeinander  folgender  Binormalen  positif 
oder  negativ  bei  positiven  dsj  ^e  nachdem  die  Curve  nach  Satz  20, 
S.  200,  links-  oder  rechtsgewunden  ist  Wenn  die  Baumcurre 
imaginär  ist,  sollen  die  vorstehenden  Formeln  direct  die  Definitionen 
der  Winkel  dT  und  dB  sein.  Beim  Winkel  dH  aufeinander 
folgender  Hauptnormalen  wählen  wir  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel irgendwie. 

Nach  dem  Obigen  liegen  nun  analytisch  drei  Probleme  vor. 
In  jedem  sind  die  Coordinaten  ^,  y,  z  einer  sphärischen  Curve  als 
Functionen  ihrer  Bogenlänge  s  gegeben,  sodass: 

(4)  J-2  +  p  +  z^=l,       x'^  +  y'«  +  F«  =  1 

ist.     Im  ersten  Problem  ist: 

(5)  x  =  a,       Tf  =  ß,       z^y,       ds==dT, 
im  zweiten: 

(6)  X  =  l,        7/  =  m,      z  =  n,       //.v  =  rf//, 
im  dritten: 

(7)  ^  =  A,       j/=zfjL^       zr=Vy       ds  =  dB. 

Dabei  beziehen  sich  die  nicht  überstrichenen  Buchstaben  auf  eine 
noch  unbekannte  Raumcurve.  Gewisse  Elemente  dieser  Curve 
sind  also  jedesmal  gegeben,  aber  nicht  als  Functionen  der  Bogen* 
länge  s  der  Curve.  sondern  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  ihrer 
sphärischen  Indicatrix.     Gesucht  wird  die  Raumcurve. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  durch  Accente 
immer  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  i  der 
sphärischen  Curve  andeuten.  Die  auf  die  sphärische  Gurre 
bezüglichen  Elemente  sollen  mit  überstrichenen  Buchstaben  be- 
zeichnet werden,  sodass  z.  B.  r?,  ß,  y  die  Richtungscosinus  der 
Tangente  der  sphärischen  Curve  bedeuten. 

Im  gegenwärtigen  Paragraphen  wollen  wir  die  drei  Probleme 
rein  analytisch  behandeln,  damit  die  Formeln  möglichst  übersicht- 
lich hervortreten.  Geometrische  Deutungen  machen  wir  erst  im 
nächsten  Paragraphen. 
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Karstes  Problem:  Gegeben  die  sphärische  Indicatrix 
der  Tangenten. 

Hier  ist  nach  (5): 

"Wegen  (1)  ist: 

dx  _  dx  dj^  _    1    dx 

da  "  dt  d8  "   r    dT' 

d&her   nach  m  {B): 

dx         dx 

Hier&us  folgt,  da  ähnliche  Formeln  fbr  y  und  z  gelten: 
(8)  x^CrxdT,      y^^rydT,       z=::CrzdT. 

"Wir  behaupten  nun:  Wenn  r  irgend  eine  beliebige  Function 
von  T  bedeutet,  so  sind  dies  die  Gleichungen  einer  Raumcurve  mit 
der  gegebenen  sphärischen  Indicatrix.  Zum  Beweis  ist  zu  zeigen, 
dass  ir,  y,  i  die  Richtungscosinus  der  Tangente  dieser  Curve  (8) 
sind.      In  der  That  ist  nach  (8): 

dx 
d 


X  -  dy   -  dx   _ 

T"-''^'    df-^'^y'   ~df-'^^' 


und    hieraus  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren  wegen  (4): 

ds    

df  "  ^ ' 

daher : 

dx         d X       d  8 

u.   s.    w.     Daher  folgt  aus  (8): 

Satz  39:     Sind  a,   ß,   y  drei   solche  Functionen   von  T^ 
die    den  Bedingungen 

^3  +  ^a  +  ^2  =  1  ,       a'^  +  ß^2_^  y%  ^  j 

geniigen  und  ist  r  irgend  eine  Function  von  7^,  so  sind 

x=CradT,      i/=JrßdT,      z=JrydT 

die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Curve,  deren  Tan- 
genten die  Richtungscosinus  a,  ß,  y  haben,  und  r  ist  dabei 
der  Krümmungsradius. 

Nach  III  {C)  und  (1)  kommt  noch,    wenn    man  darauf  achtet, 

16* 
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dass  jetzt  der  Accent  die  Differentiation  nach  s  oder   T  andeutet, 
während  er  in  Tafel  III  die  nach  s  vorstellt: 


,  da  da       ds  ,        ^,  _, 


n  =  r' . 


Nach  II  (6')  ist: 

X  =i  ß  n  ^  y  m  ■=^  yz^  —  zy  =  yy  ^  ßz 


u.  8.  w. 


Nach  (8)  und  (1)  ist: 


dx 

ds  ' 


ds'' 


F 


d^x 
ds* 


X 


tt 


X  r 


sodass  III  (E)  ergiebt: 


r 


XXX 

—         —r         — // 

y  y    y 

z   z    r 


Wegen  III  (B)  können  wir  hierfür  schreiben 


r 


1 

r 


oder  wegen  II  {€) : 


X     a     l 

y    ß     »i 
z     y      n 


r 
Q 


Zweites  Problem: 
der  Hauptnormalen. 

Hier  ist  nach  (6): 


kx  -h  f*  y  -h  V  X- 


Gegeben  die  sphärische  Indicatrix 


m,       z  =  7i,       ds  =  dH, 


Die  Formel  (2)   ist   dabei   im  Auge   zu   behalten.     Es  ist  bequem, 
jetzt  eine  Grösse  od  einzuführen,  die  wir  definieren  durch: 


(9) 
sodass 

(10) 


COS  (0=1        ,       sin  Ol  =    — -  —^- » 


Vr'  +  ü^ 


.  r  ds 

tg  6>  =     - ,  =  (>  Sin  w  =  r  cos  o? 

(j  d  H 


ist.     Nach  III  [C)  kommt  nun: 


,, dl   d s   

""  i7  dll" 


(t  ).  \    d  s 
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Multiplicieren  wir  dies  aus  und  benutzen  wir  die  beiden  in  (10)  an- 
gegebenen Werte  von  ^-^i  so  kommt: 

(11)  /' =  —  acoscö  —  Äsinoo. 

Analog  ergiebt  sich  m   und  n.     Hiernach  ist: 

mn'  ^  nrn':=i  m (—  y cos «  —  v sin  (o)  +  n(ß cos  w  +  /u sin «) 

oder  nach  11  (C): 

(12)  mn'  —  nm'  =  X cos  od  —  a sin (o . 

Aus  (11)  und  {\2)  folgt  nun  durch  Auflösen  nach  a  und  A: 

a  =  —  /'  cos  <ü  —  (m  n'  —  n  wi')  sin  « , 
A  =  —  /'  sin  CO  +  (mn'  —  n  m')  cos  w . 


(13) 


Da  Ij  tüy  n  als  Functionen  von  ^  gegeben  sind,  so  würden  wir 
hiernach  auch  a^  ß,  y  und  A,  ju,  i/  kennen,  wenn  auch  w  als  Func- 
tion von  H  bekannt  wäre.  Um  m  zu  finden,  bilden  wir  noch  /". 
Es  ist  nach  (11): 

(14)  /"  =  —  a'  cos  ß>  —  r  sin  cö  +  (a  sin  «  —  Acos  «)  ö>'  . 

Nun  ist  aber  nach  in  (C)  und  (10): 

/         da     ds         . 

a    =  -;—    3"^  =  /  COS  0)  , 

ds    du  ' 

i,/        c^A    ds        .   • 
A  =  -3—  j-^  =  « sm  ro , 
ds    d  H 

sodass  (14)  liefert: 

/"  =  —  /  +  («sin  m  —  X  cos  o))  w' . 

Wenn  wir  diese  und  die  beiden  entsprechenden  Formeln  für  m\  n" 
der  Reihe  nach  mit  a,  /9,  y  bez.  A,  ju,  v  multiplicieren  und  dann 
addieren,  so  kommt  nach  II  (jy, 

£o'  sin  (0  =  S  /"  a ,       (o  cos  cö  =  —  8  /"  A . 

Mnltiplication  der  ersten  Formeln  mit  sin  m,  der  zweiten  mit  cos  a> 
ond  Addition  giebt: 

Q>'  =  S  /"  {a  sin  w  —  A  cos  0?) 
oder  nach  (12): 

/    i'    r  ! 
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Hieraus 

folgt 

durch 

eine 

Quadratur: 

f  '  '' 

(15) 

(ü  = 

—  /      mm' 

J     '    n     u 

r 


m 


*/ 


n 


n 


dH. 


Uebrigens  lässt  sich  der  Ausdruck  für  (o  noch  kürzer,  wenn  auch 
weniger  symmetrisch  schreiben.  Wenn  wir  nämlich  die  Zeilen  der 
Determinante  der  Reihe  nach  mit  /',  m'j  n  multiplicieren  und  dann 
ihre  Summe  als  erste  Zeile  benutzen,  so  geht  das  /'-fache  der 
Determinante  hervor,  sodass 


1 
a>  =  -  -^r 


%IV    %V^   %l'l 


m        m         m 


// 


n 


n 


n 


ist.     Aber  nach  (4)  ist  S/*  =  8/'*  =  1,   also  S//'  =  0,   S/' /"  =  0, 

sodass  bleibt: 

,.  a\  /        ^  w"  -  ?i  m"         n  l"  -  In"  Im"  -  m  V 

(Ib)  (o  =  — 


/' 


m' 


n 


Wir  kennen  jetzt  von  der  gesuchten  Raumcurve  auch  die  Rich- 
tungscosinus cf,  /S,  y  und  X,  ^,  v  der  Tangente  und  Binormale,  denn 
in  (13)  stehen  rechts  nur  bekannte  Functionen  von  H,     Wegen: 


dx 
da 


=  a 


könnten  wir  durch  Integration  x  und  entsprechend  ;/  und  z  finden, 
wenn  a,  ß,  y  als  Functionen  von  s  statt  von  //  bekannt  wären. 
Aber  es  ist  nach  (10): 

dx  _  dx    ds 
d'H  "^  ds    da 

Aus  der  ersten  Formel  (13)  folgt  also: 


^  ar cos (o , 


(17) 


X  =  —  \r  cos  CO  </'  cos  (o  -{■  {mn  —  n  m')  %\Xi(o\d  //, 
//=  —  /'•  cos  (t)  jm'cos  w  +  (n  /'  —  /  n)  sin  cd  1  dHj 
z  =z  --  jr  cos  (o  In  cos  w  +  {l  m'  —  m  l')  mi(o\dH. 


Wir  behaupten  nun,  dass  wir  hierin  r  als  eine  beliebige 
Function  von  U  annehmen  können,  d.  h.  dass  diese  Gleichungen  (17) 
stets  eine  Curve  darstellen,  deren  Hauptnormale  die  gegebenen 
Grössen  /,  m,  n  zu  Richtungscosinus  hat. 
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In  der  That,  liegen   die  Gleichungen  (17)   vor,   so  ziehen  wir 

aus  ihnen  zunächst  -^,  — ^,  ^   und    finden    das    Bogen element 

ds,  wenn  wir  die  Summe  der  Quadrate  bilden.     So  kommt  für  die 
Curve  (17): 

( rf~^)  ~  ^^  ^^^^  ^  1^  '  *  ^^^  tt)  +  8  (m  n  —  n  m')^  sin* «} , 

denn   es  ist  8  /'  (wi  n  —  n  m')  =  0 .     Aber  nach  (4)  ist  8  /'^  =  1  und 
nach  bekannter  Regel  (siehe  Anm.  S.  146)  sowie  nach  (4): 

8(mn'  -  nmy  =  8/*.  8/'^  -  (8//^  =  1  , 
sodass  bleibt: 


(«)■= 


r^cos^«. 


Wir  dürfen  daher  bei  der  Curve  (17)  setzen: 


ds 

—  --  =  r  cos  (o . 

an. 

Nun  ist  bei  der  Curve  (17): 

dx        dx      ds  ,/  //  ,.    • 

-r-  =  -m  '  -r-Tr  =  —  «  cos  (o  —  [mn  —  w  m  )  sm  « , 
da        d  H    d  H  ^  ^  ' 

und  analoge  «Werte  gehen  für  ;^  und  ^r-  hervor.     Hiermit  sind  die 

Richtnngscosinus  a,  /9,  y  der  Tangente  der  Curve  (17)  berechnet 
Sie  stehen  in  üebereinstimmung  mit  der  ersten  Formel  (13).  Die 
Richtungscosinns  der  Hauptnormale  finden  wir  nach  lU  [B),  wenn 
wir  zunächst  die  zweiten  Ableitungen  nach  s  berechnen.     Es  ist: 


d^x 
~d^ 


dx 
d  8 


ds 


dH     '   dH 


—  /"  cos  Oi  —  (m  n"  —  7^  m")  sin  co  + 
+  I  /'  sin  (0  —  (m  n  —  n  w')  cos  (o\  a) 


r  cos  w 


Bedenken  wir  aber,  dass  nach  (16): 

/ff  ff  ; 

a>  =  771  n    —  nm 

ist,  so  bleibt: 

/ff      I       / f  f\         ' 

+  (771 71  —  n  m)  oj 


d'x 


ds^ 


1^ 

r 


Hierin  setzen  wir  die  aus  (16)  folgenden  Werte  von  n!  w    und  771' w' 
ein,  wodurch  sich  ergiebt: 


d'x 
ds»~ 


1 

r 


r(i-8/^)  +  /8//" 
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oder  also: 


ds* 


l 

r 


da  nach  (4)  S  //''  =  —  1  ist  Diese  Formel  steht  in  Einklang  mit 
in  {B)  und  lehrt y  dass  thatsächlich  Ij  m,  n  die  Bichtungscosinus 
der  Hanptnormale  der  Curve  (17)  sind,  da  ja  auch  S/*=  1  ist 

Satz  40:     Sind  l,    m,    n   drei  solche   Functionen  von  Hj 
die  den  Bedingungen 

l^  +  m^  +  n^^l,       n+  m'«  +  «'»  =  1 

genügen  und  setzt  man: 

/    /'    r 


w  =  — 


m    m    rn 


n 


n     71     n 


ff 


(iE, 


so  sind,  wenn  unter  r  irgend  eine  Function  von  I£  ver- 
standen wird: 

X  =  —  l  r  cos 0)  \r  cos w  +  {mn  —n m) sin (o\  dH ^ 
y  z=  —  {  r  cosft>  |m'cosö)+  {nl  —  l  n')  sin  an  dH j 

z  =  —  I  r  cos (0  In  cos«  +  (Im'  -^  ml')  sin «l  dH 

die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Curve,  deren  Haupt- 
normale  die  Bichtungcosinus  /,  m,  n  bat.  r  bedeutet  dabei 
den  Krümmungsradius  und 

Q  =r  ctg  tt) 
den  Torsionsradius. 

Bei  der  sphärischen  Indicatrix  der  Hauptnormalen  ist  hier: 


femer: 

also  nach  III  (C) 


.r  =  /, 


y  =  m,       z  =  n, 


ß  =  m' ,       7  -=n  , 


///  „ 

_   z=.  ni 
r 


-—  =  n  . 

r 


Nach  (15)  ist  somit: 


(1)  =  — 
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oder  nach  II  {C): 
also  nach  (10): 

Ferner  giebt  (13): 

-     a  =  —  a  cos  (ü  +  (ß^  —  y^)  sin  w , 
X  =  — äsin«  —  (/5i  —  ^y)  cos  (o . 

Drittes  Problem:  Gegeben  die  sphärische  Indicatrix 
der  Binormalen. 

Nach  (7)  ist  jetzt: 

Ausserdem  ist  nach  (3): 

dB  ^l^ 

Aus  m  {C)  folgt: 

q  ^  da         dB      ds    '^  Q      ' 
also 

(18)  /  =  A' ,       m  =  ju' ,       n  =  V  . 
Nun  giebt  n  (C): 

(19)  a  =  fjL  V  —  v'  fjLj       ß  ^  V  l  --  X'  V  f       y  =^  X'  fi  —  fjL  X. 

Daher  ist: 

fckfw  dx         dx      d  B  ,  ,  /v 

Mithin  haben  wir: 

X  =   I  Q(fJL  V  —  V'  fJL)dB  ,        ^  =   1  o  (v'  A  —  A'  i/)  (f  ^, 

(21)  •"  .  -^^ 

z=j  ^(A>-/i';L)(/Ä. 

Wir  behaupten,  dass  diese  Gleichungen,  wie  auch  o  als  Func- 
tion Ton  B  gewählt  sein  mag,  stets  eine  Curve  vorstellen,  deren 
Binormale  die  Bichtungscosinus  X,  ju,  v  hat.  In  der  That  finden 
wir  vorerst  hieraus  rückwärts  (20).  Das  Summieren  der  Quadrate 
giebt: 
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Aber  wegen  (4)  ist  8  A^  =  8  A'^  =  1 ,  S  A  T  =  0 ,   sodass  wir  setzen 

können: 

ds 

wie  es  thatsächlich  oben  geschah.     Nun  ist  bei  der  Curve  (21)  der 
Richtungscosinus  der  Tangente  und  :r-Axe: 

dx         dx       ds  ,  , 


ds 


u.  s.  w.     Ferner  folgt: 


dx 


cP 05  __      d  s      ds   ^  fi''  V  —  v"  fi 
"5^""    dB    'dB^  Q 

Aehnliche  Werte   ergeben   sich   für   die  Ableitungen    von  ?/    und  z 
nach  s,  sodass  wir  finden: 

dy  d*x        dx  €py  _  >l 


d  s  ds^        d  s  ds^ 


»/      ! 


// 


IX      IX       II 

V     V      v" 


Nach  ni  (jB)  aber  ist  der  links  stehende  Ausdruck  gleich  dem  Rich- 
tungscosinus der  Binormale  dividiert  durch  r.  Daher  sind  die  Rieh* 
tungscosinus  der  Binormale  proportional  A,  ju,  v.  Da  S  A'  =  1  ist, 
können  wir  sie  direct  gleich  A,  [x^  v  setzen,  was  zu  beweisen  war. 
Insbesondere  finden  wir  noch,  wenn  r  den  Krümmungsradius  der 
Curve  (21)  bezeichnet: 

(22) 


r 


IX    ^      IX 


V       V        V 


Satz  41:     Sind  A,  ju,   v  drei  solche  Functionen    von  JS| 

für  die: 

}?  +  ^^  +  v^=^\,       l'^  +  fx'*  +  t^'*  =  1 

ist,  und  bedeutet  (>  irgend  eine  Function   von  Bj   so   sind: 
x^  ^Qijiv  -V  pi)dB,      y  =  ^Q[v'l-Vv)dB, 

z  =  I  />  (A'  fi  -^  fx'  X)d£ 

die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Curve,  deren  Binormaltt 
die  Grössen  A,  ^,  v  zu  Kichtungscosinus  hat,  und  (>  ist  da« 
bei  der  Torsionsradius. 
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Bei  der  sphärischen  Indicatrix  der  Binormalen  ist: 

und  nach  (18)  also: 

/  =  ä,       m  =  ß ,       n  =^  y . 

Ans  (19)  folgt  femer: 

(€  =  ßz  —  y^  j       ß  =  yx  —  äz ,       y  =  äy  —  ßx , 
Da  noch: 

dB  ""  dB  ""    r 

nach  III  (C)  ist,  so  giebt  (22): 


r         r 


X     a       l 

y     ß      fh 

z     y       H 
oder  wegen  II  (C): 

r  r 

In  den  Tafeln  IV,  V,  VI  am  Schluss  dieses  Bandes  sind  die 
Formeln,  die  zur  Ableitung  einer  Curve  aus  einer  ihrer  sphärischen 
Indicatricen  dienen,  übersichtlich  zusammengestellt. 


§  19.    Folgerungen  aus  der  sphärischen  Abbildung  der  Curven. 

Aus  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  nun 
einige  Schlüsse  ziehen. 

Vor  allem  erhellt,  dass  das  erste  und  dritte  Problem  im  Ganzen 
in  ähnlicher  Weise  zu  erledigen  sind,  während  das  zweite  erheblichere 
Schwierigkeiten  macht.  Wie  hier,  so  bemerkt  man  überhaupt  oft 
in  der  Theorie  der  Curven,  dass  die  Hauptnormalen  gegenüber  den 
Tangenten  und  Binormalen    eine  besondere  Stellung  einnehmen. 

In  den  drei  Problemen  bestehen  zwischen  entsprechenden 
Bogenelementen  ds  und  ds  der  Baumcurve  und  ihrer  Indicatrix  die 
Beziehungen: 

ds  =  rds ,       ds  =  — — ? dx ,       ds  =  g  ds  . 

Im  ersten  und  dritten  durfte  r  bez.  (>  beliebig  als  Function  von  s 
gewählt  werden.   Entsprechendes  gilt  auch  im  zweiten.   Hier  wählten 
:    wir  zwar  r  beliebig,  aber  es  war 

sincü  =  —==J- 
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eine   nach  V  {C)   bestimmte   Function   von  s,  und   statt  r  können 
wir  ebenso: 

rsm«  =      -—-    .  =  t 

als  die  beliebig  zu  wälilende  Function  auffassen.     Dann  ist  natürlich 
r  =  t:sin(a  in  die  Formeln  der  Tafel  V  einzusetzen. 

Hieraus  folgt,  dass  wir  leicht  diejenigen  Curven  des  Raumes 
bestimmen  können,  bei  denen  r  oder  t  oder  ^  einen  constanten 
Wert  hat.     So  schliessen  wir  zunächst  aus  IV  (C): 

Satz  42:  Die  Gleichungen  einer  allgemeinen  Curve 
constanter  Krümmung       haben  die  Form: 

X  =^  r  t  X  ds ,       !/  ^  ^  l  J/^^  9       z  =  r  l  zds  , 

Dabei  bedeuten  J-,  T/,  z  irgend  drei  solche  Functionen  von  i, 
für  die: 

ist. 

Analog  folgt  aus  VI  (C)  und,  weil  «  =  -^^  u.  s.  w.  ist: 

Satz  43:  Die  Gleichungen  einer  allgemeinen  Curve 
constanter  Torsion        haben  die  Form: 

^  =  ^!['  %  --'^  ir.)  ^'^^      y  =  ^/(^  ST  -  ^4t)  ^'' 

Dabei  bedeuten  J-,  y,  z  irgend  drei  solche  Functionen  von 
.V,  für  die 

ist. 

Ein  ähnlicher  Satz  folgt  aus  Tafel  V  für  die  Curven»  bei  denen 

\'  H  +  q* 

oder  also 

r*    ^   ()»  t^  j 

constant  ist.     In  V  (B)  ist  r  =    .        einzusetzen,  sodass  kommt:         ^ 

^      '  8111  li)  ' 

Satz  44:  Die  Gleichungen  einer  Curve,  bei  der  die 
Summe  der  Quadrate  von  Krümmung  und  Torsion:  | 

r»  ^   ü»         <« 
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constant  ist,  haben  die  Form: 

X  = /Jctg«{  - -^coso,  +  (5-^ -y-jl  )8ina,)rf5, 

y  =  </ctg<»  I  -  4f  cos«  +  (^-Jr  -  ^4f )  8'°«  W*' 

z  =  <  Jctg  w  j  -  4|- cos  0,  +  (y  - Jf  -  ^  rf-f  )  ""^  *"  W*  • 

Dabei  bedeuten  x,  y,  i  irgend  drei  solche  Functionen  von  .?, 
für  die: 

^*  +  j?'  +  ^*  =  1 ,       ^'*  +  P  +'z'^  =  1 

ist,  und  ausserdem  ist: 

CO  =  —  /     V    V     v"    ^.v 


ar 

—1 

X 

y 

V 

r 

z 

i" 

Wir  haben  bei  der  Formulierung  dieses  Satzes  auf  die  in  (15), 
8.  246,  angegebene  Form  von  «  zurückgegriffen,  in  der  ja  /  =  x, 
m  ^=^y ,  n  =^z  und  B  =  s  ist. 

Der  letzte  Satz  aber  versagt,  wenn  ^  =  oo  ist,  d.  h.  wenn 
p  =  -t  tr  ist.  Dieser  Fall  wurde  schon  auf  S.  224  erledigt.  Der 
Fall  ^  =  0,  in  dem  r  oder  q  gleich  Null  ist,  führt  nach  Satz  27, 
S.  221,  und  Satz  13,  S.  185,  zu  den  ebenen  Curven. 

Im  Problem  der  sphärischen  Indicatrix  der  Tangenten  hat  sich 
nach  IV  (E)  ergeben,  dass  die  Tangenten  der  Indicatrix  den  Haupt- 
normalen  der  Kaumcurve  parallel  sind.  Dies  hätten  wir  auch  geo- 
metrisch folgern  können,  denn  die  Schmiegungsebene  der  Raumcurve 
ist  die  Ebene  zweier  unendlich  benachbarter  Tangenten  der  Raum- 
carve  und  daher  parallel  der  Ebene  zweier  unendlich  benachbarter 
Radien  vom  Eugelmittelpunkt  zur  sphärischen  Curve.  Diese  Ebene 
aber  enthält  die  Tangente  der  Indicatrix  und  zwar  als  Senkrechte 
zum  Badius,  während  jene  Schmiegungsebene  die  Hauptnormale  der 
Saumcarve  als  Senkrechte  zur  Tangente  enthält. 

Im  Problem  der  sphärischen  Indicatrix  der  Binormalen  fanden 
wir  nach  VI  {E)  ebenfalls,  dass  die  Tangente  der  Indicatrix  der 
Hanptnormale  der  Raumcurve  parallel  ist.  Auch  dies  kann  geo- 
metrisch abgeleitet  werden:  Wir  betrachten  zwei  unendlich  benach- 
barte Binormalen  der  Raumcurve.  Die  beiden  zu  ihnen  senkrechten 
Schmiegungsebenen  schneiden  einander  in  einer  Tangente  der  Raum- 
curve. Bei  der  sphärischen  Abbildung  ergiebt  sich  daher,  dass  die 
Ebene  zweier  unendlich  benachbarter  Radien  der  Indicatrix  auf  der 
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Tangente  der  Baumcurve  senkrecht  steht,  d.  h.  der  NormalebeM 
der  Raumcurve  parallel  ist  Da  die  Hauptnormale  der  Baumciirfe 
in  der  Normalebene  liegt,  so  folgt,  dass  sie  parallel  der  Elbeoa 
zweier  unendlich  benachbarter  Radien  der  Indicatrix  ist.  Andereraeiti 
ist  sie  senkrecht  zu  einer  Binormale,  also  senkrecht  zu  einem  Badiv 
und  deshalb  parallel  zur  Tangente  der  Indicatrix. 

Im  ersten  und  dritten  Problem  hat  sich  ergeben,  dass  —  eiat 

Function  von 


allein   ist.      Nun   aber   sind  Ä,  /Z,  v  die   Richtungscosinus   der 
normalen  der  Indicatrix.     Die  Schmiegungsebene  der  Indicatrix  hil 
daher  in  den  laufenden  Coordinaten  ;,  ^,  i  die  Gleichung: 

Äfe  -  ^)  +  /I(^  -y)  +  i^(j  -  5)  =  0, 


und  daher  ist 


Xx  +  fiy  -{-  V z 


der  Abstand  dieser  Schmiegungsebene  von  der  Eugelmitte.   In  beidi 
Problemen   also   hängt    das   Verhältnis    aus    Krümmung   HO« 
Torsion  der  Raumcurve  nur  vom  Verhältnis  des  Abstandi 
der  Schmiegungsebene  der  Indicatrix  von  der  EugelmitI 
zum  Krümmungsradius  der  Indicatrix  ab. 

Mit  der  sphärischen  Indicatri:^  der  Tangenten  steht  derj( 
Rotationskegel  in  engem  Zusammenhang,  von  dem  drei  unenij 

lieh     benachbarte     Mantellinien     di 
aufeinanderfolgenden    Tangenten    dei 
Raumcurve   parallel    sind.      Wählen 
nämlich    die    Kugelmitte    0    als    Spitze 
Kegels,  so  enthält  der  Kegel  drei  uDen< 
benachbarte  Radien  der  sphärischen 
trix  der  Tangenten.     Da  er  die  Bildkngel 
einem  Kreise   schneidet,   so   handelt  es 
also   darum,   den  Kreis   zu   bestimmen, 
durch    drei    unendlich    benachbarte 
Dieser  Kreis  liegt  nach  S.  174  in  der 
gungsebene    der    Indicatrix.      Ausserdem    liegt    er    auf   der 
kugel,    die  für  die  Indicatrix  Schmiegungskugel   ist.     Daher  ist 
nach   S.  237   der   Krümmungskreis  der  Indicatrix     (siehe  Fig. 
Nach  (7),  S.  188,   sind  die  Coordinaten  seines  Mittelpunkte?: 


Fig.  50. 

der  Indicatrix  geht. 


(1) 


a  =  j:  +  r/,       Ä=y  +  rm,        CÄjzr  +  f«. 
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Nan  aber  ist: 

Nach  IV  {E)  ist  ferner  ä  =  /,  also  nach  III  {C)  und  IV  {£): 

7       -  da        -  dl     ds        -/       «         l\ 

ds  ds     ds  \       ^         (f  1     ' 

Analog   ergiebt   sich   m   und   n.     Bilden   wir   8  /*  =  1 ,    so   kommt 
wegen  II  {J): 


mithin: 


r  = 0 


[     UMer  auch: 

r/=r-«(-«-^'--)  =  -(«,  +  Xr)-^^^. 

Nach  (1)  sind  mithin: 

^  Coordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes  der  sphärischen  Indi- 
:  catrix.    Da  nun  nach  (2)  und  11  {A) 

^  80  sind 

/q»  «r-Xo  ßr-fiQ  vr-vQ 

y^^Q^  V  r»  +  ^»  V  r»  +  ^« 

we  Richtungscosinus  der  Axe  jenes  Kegels.  W^ählen  wir  die 
VUidratwurzel  bei  reellen  Curven  positiv,  so  ist  diese  Axe  in  der 
Hichtung  Tom  Kugelmittelpunkte  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte 

Ift  Ä,  c)  hin  orientiert.  Ist  <jp  der  Winkel  der  Axe  des  Kegels  mit 
iäien  Mantellinien,  z.  B.  mit  der  Mantellinie  nach  dem  Punkte 
ßf,y,z)  hin,  so  ist,  da  i,  y,  z  oder  a^  ß,  y  die  Richtungscosinus 
(fieser  Mantellinie  sind,  nach  II  {A): 

cos  ff  =  Sccu  =  -  _    -   - , 

Biso 


tg  V  = 


r 


Satz  45:  Dpr  Rotationskegel,  von  dem  eine  Mantellinie 
der  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  F  und  zwei  andere 
Mantellinien  zwei  zur  Tangente  von  P  unendlich  benach- 
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harten  Tangenten  der  Curve  parallel  sind,  hat  zur  Axe 
die  Richtung  mit  den  Cosinus: 

nr  —  XQ  ßr  —  fiQ  T^^^Q 

Die  Tangente  des  Winkels  der  Axe  mit  den  Mantellinien 
ist  gleich  Q:r,  Dabei  beziehen  sich  die  Grössen  sämtlich 
auf  den  Punkt  P  der  Curve. 

Bei  den  Curven,  für  die  (>:r  constant  ist,  hat  also  der  Kegel 
constante  Ofifhung.  Nach  Satz  28,  S.  224,  sind  dies  die  allgemeinen 
Schraubenlinien. 

Wählen  wir  das  Dreikant  des  Punktes  {x,i/yz)  der  Raumcurve  als 
Axenkreuz,  so  ist  o;  =  m  =  i/  =  1  und  jeder  andere  Richtungscosinoi 
gleich  Null,  sodass  (3)  giebt: 


M  =  ,       r  =  0 ,       w  = 


-  Q 


Nach  (17),  S.  197,  folgt  hieraus: 

Satz  46:  Die  Axe  des  Rotationskegels,  von  dem  drei 
Mantellinien  drei  unendlich  benachbarten  Tangenten  einer 
Curve  parallel  sind,  hat  die  Richtung  der  Axe  der» 
jenigen  gemeinen  Schraubenlinie,  die  mit  der  Curve  ai 
der  betreffenden  Stelle  eine  Berührung  zweiter  Ordnan|| 
eingeht  und  mit  ihr  dort  auch  in  der  Torsion  übereinstimmt. 

Dies  Ergebnis  war  zu  vermuten:  Denn  die  Axe  jener  Schrauben- 
linie ist  nach  S.  109  die  Axe  der  unendlich  kleinen  Schraabongi 
die  den  Punkt  der  Curve  momentan  so  wie  auf  der  Curve  weiteiy 
iührt,  sodass  also  seine  Tangente  bei  der  Schraubung  in  zwi 
unendlich  benachbarte  Tangenten  übergeht.  Bei  der  Schraüboag? 
behält  aber  eine  Gerade  denselben  Winkel  gegen  die  Axe  der 
Scliraubung.  Wenn  wir  also  durch  einen  Punkt  der  Axe  dtf 
Schraubung  zu  drei  unendlich  benachbarten  Tangenten  der  Corve  dii, 
Parallelen  ziehen,  so  werden  sie  mit  der  Axe  denselben  WinM 
bilden;  also  wird  der  gesuchte  Kegel  die  Schraubenaxe  auch  ti 
Axe  haben. 

Die  Binormale  der  Curve  steht  auf  der  Tangente  und  Haupt» 
normale  senkrecht,  daher  nach  IV  (D)  und  IV  {E)  auch  auf  der^ 
Ebene  durch  den  Radius  und  die  Tangente  der  Indicatrix  der. 
Tangenten.  Daraus  folgt,  dass  diese  Ebene  der  Schmiegungsebene ; 
der  Raumcurve   parallel   ist.     Da  wir   nun   den  Kegel  durch   dni 
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Tinendlich    benachbarte    Punkte    der    Indicatrix    gelegt    haben,    so 
folgt  noch: 

Satz  47:  Der  in  Satz  45  und  46  erwähnte  Kegel  kann 
auch  definiert  werden  als  Rotationskegel,  von  dem  drei 
Tangentialebenen  drei  unendlich  benachbarten  Schmie- 
gungsebenen  der  Curve  parallel  sind. 


§  20.    Osculierender  Rotationskegel. 

Der  zum  Schluss  des  vorigen  Paragraphen  besprochene  Kegel 
darf  nicht  mit  demjenigen  Rotationskegel  verwechselt  werden,  dessen 
Spitze  der  Punkt  P  der  Curve  ist  und  der  die  Curve  in  P 
in  möglichst  hoher  Ordnung  berührt.  Indem  wir  jetzt  diesen 
osculierenden  Kegel  bestimmen,  erkennen  wir,  dass  er  thatsächlich 
^on  jenem  Kegel  verschieden  ist. 

Wir  müssen  die  allgemeine  Gleichung  eines  Rotationskegels 
aufstellen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  den  Rotations- 
l^^el,  dessen  Spitze  der  Anfangspunkt  und  dessen  Axe  die  z-Axe 
ist  die  mit  den  Mantellinien  den  Winkel  (p  bildet.  Seine  Gleichung 
lautet: 

(1)  x*+y*-ig*^'Z^  =  0. 

Dm  hieraus  die  Gleichung  eines  allgemein  gelegenen  Rotationskegels 
^t  der  Spitze  {a,  b,  c)  und  demselben  Winkel  <p  zu  erhalten,  dessen 
^e  die  Richtungscosinus  u,  v,  w  hsit,  führen  wir  eine  Bewegung 
^i  die  den  zuerst  in  0  gelegenen  Punkt  nach  (a,  b,  c)  bringt  und 
^6  zuerst  in  der  z-Axe  gelegene  Gerade  in  die  Gerade  durch 
K  i,  c)  mit  den  Richtungscosinus  Uj  v,  w  überführt.  Dabei  verstehen 
*ir  nnter  Wj,  üj,  itj  und  m„  ü^,  m?,  die  Cosinus  zweier  Richtungen, 
^6  aufeinander  und  auf  der  Richtung  {u:v:w)  senkrecht  stehen, 
sodass  alle  drei  so  gegeneinander  orientiert  sind  wie  die  Axen  des 
Goordinatensystems.  Wenn  wir  mit  ^,  ^,  j  die  Coordinaten  eines 
Punktes  (j?,  y,  z)  nach  stattgehabter  Bewegung  bezeichnen,  so  haben 
vir  nach  §  3  die  Formeln  der  Tafel  I  zu  benutzen,  in  denen  statt 

tf  y,  z  und  ir,  y,  z  jetzt  y,  ^,  j  und  Xj  y^  z  (nach  S.  148)  und  statt 

der  Richtungscosinus: 

«1    A    rx 

^%  ß%  n 

«3       A       ^3 

die  Bichtnngscosinus: 

GMBLDUfr.   I.  17 
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y-2      ^2      '^2 
U        V        w 

zu  setzen  sind,  sodass  zwischen  diesen  die  ans  Tafel  I  abzulesenden 
Beziehungen  bestehen.  Die  Grössen  a,  b,  c  sind  dieselben  wie  in 
Tafel  I.     Nach  I  (5)  ist  also: 

^  =  «1  (?  -  a)  +  "i  (^  -  ^)  +  w'i  [h  -  c) , 

y  =  «2  (f  -  «)  +  "2  (9  -  *)  +  «^2  ih-c), 

z^u  (y  -  a)  +  t?  (\j-b)  +  w  (a  -  c) , 
sodass 

^'  +  y*  =  K'  +  V)(y-«)*  +  ---  +  2K«'i+t?a«^2)(9-*)(ä-c)+... 
wird.     Nach  I  (D)  aber  ist 

sodass  wir  haben: 

x^  +  f  =  (1  -  m2)(5  «  ^)2  +  . ..  „  2t;fr(l)  -  Ä)(ä  -  c)  -  . . . 

An  die  Stelle  von  (1)  tritt  daher  die  Gleichung: 

S(l  -  w^)(y  -af^2Svw  (l)  -  A)(a  -  c)  ~ 

-  tg^w[Sti^^  -  a)«  +  2St^ti7(t)  -  Ä)(5  -  c)}  =  0 
oder: 

(t£* — cos*  (p)  (y  —  af  H-  (ü^ — cos*  (f)  (t) — b)*  +  (w^ — cos*  qp)  (j — c)*  + 
+  2rtr(^-Ä)(j-c)  +  2iri£(j-c)(y-a)  +  2t£»(y-a)(t)-*)==0 

als  Gleichung  des  Rotationskegels  von  der  Öffnung  2^  mit 
der  Spitze  {a,b,c),  dessen  Axe  die  Richtungscosinus  u^v^w  hat 
Jetzt  wollen  wir  diesen  Kegel  mit  der  Raumcurve  in  eine 
Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  bringen.  Nach  Satz  30, 
S.  229,  haben  wir  die  Gleichung  (2)  mehrfach  total,  d.  h.  so  zu 
differenzieren,  als  ob  j,  i;,  5  Functionen  eines  Parameters  wären. 
Es  kommt: 

S  (u^  -  cos2  ff)  (y  2  +  (^  -  a)  f\  + 

+  Svw\2  1/5'  +  (1}  -  A)r  +  (5  -  t-)t)"|  =  0, 

S  (u^  -  cos*  9.)  {3  ^'  f  +  (?  -  a)  J"l  + 

+  %vw[%\)"};  +  3l)'a"  +  (l)  -  b)f  +  (ä  -  c)n  «  0, 

S  (w*  -  cos*  (f )  {3  y"*  +  4  y'  i'  +  (y  -  a)  j^^j  + 

+  s  r  i£^  !4  xr  h  +  4i/r  +  er  r+ (t)-*)r+(j-r)i,'^j-o 

u    s.  w. 


(2) 


(3) 


1 

j 
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Zur  VereinfachuDg  können  wir  annehmen,  das  Coordinatenkreuz 
sei  das  Dreikant  desjenigen  Punktes  P  der  Raumcurve,  in  dem  wir 
die  Berührung  zwischen  Curve  und  Kegel  herstellen  wollen.  Dann 
ist  für  diesen  Punkt: 

während   alle   anderen  Richtungscosinus   flir   ihn   gleich  Null   sind. 
Nach  III  (^)  und  III  ((?)  ist  also  für  diesen  Punkt  bei  der  Curve: 


(4) 


X'    =\, 

y  =0, 

z'  =0; 

x"  =  0, 

1 

r"  =  0; 

x'"  =  - 

1 

r«' 

V'"-    *■' 

rg 

Formeln,  die  wir  schon  aufS.  192  unter  (1)  gelegentlich  aufstellten. 
Da  die  Berührung  in  der  Spitze  des  Kegels  stattfinden  soll,  so 
ist  nach  Satz  30  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  für  ;,  ^,  j  und 
a,  Ä,  c  überall  Null  zu  setzen.  Die  Gleichung  (2)  wird  dann  zur 
Identität,  ebenso  die  erste  Gleichung  (3),  während  sich  die  drei 
anderen  Gleichungen  (3)  auf: 

S[u*  - cosV)j'2  +  2Svw\)'^'  =  0, 

S  («*  -  cos  V)j'f"  +Svw  {t,"  ä'  +  t)'  f)  =  0  , 

S {n^  - cosV)(3r*  +  4 J'D  +  Svw{4r  h'  +  ^'f  +  ^^"h)  =  0 

reducieren,  also  die  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  ent- 
halten. Die  nächstfolgende  Gleichung  würde  in  den  vierten  Ab- 
leitQDgen  linear  sein,  u.  s.  w.  ^  Hierin  haben  wir  nun,  wenn  wir 
die  Bedingungen  für  die  Berührung  dritter  Ordnung  aufstellen  wollen, 
fftr  die  Ableitungen  von  y,  i},  j  die  Werte  (4)  einzusetzen.  Dann 
kommt: 

t£*  —  COS^  y  =  0  , 
Mt?  =  0  , 

r  ' 

—  itfl  —  COS*«)) --,  +  iv^  —  cos^ (f)  \  —  4~—  —  4  — ^ —  =  0 . 

Die  erste  Gleichung  giebt  m  =  ±  cos  cp ,  die  zweite  w  =  0  und  die 

dritte 

3  (>M  +  4rti7  =  0. 

1  Die  Kegelspitze  ist  für  den  Kegel  singulär,  daher  muss  viermal  diffe- 
renziert werden,  ehe  die  Bedingungen  für  die  dritten  Ableitungen  hervorgehen. 
Eioe  Curve  auf  dem  Kegel,  die  durch  die  Spitze  geht,  braucht  aber  in  diesem 
Pankte  nicht  auch  singulär  zu  sein.     Siehe  die  Bemerkung  auf  S.  228—229. 

17» 
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Nun  ist  aber  u'  +  w*  +  w*  =  1 , 


Daher  ergiebt  sieb: 

(5)  K  =  ,  -_-_*  '■-^.--  ,       «  =  0 ,        w  =  -—-^14^- 

Vl6r'  +  9  p'  VieH  +  9p* 

und  aas  u  =  ±  cos  qn : 

Auf  das  Yorzeicben  kommt  es 
hier  nicbt  an,  da  die  Kegel- 
axfi  mit  den  Mantellinien  zwei 
Winkel  ip  und  n  ~  ^  bildet. 

Sab  48:  Derjenige  Bota- 
ti onskegel,    deBsen    Spitze 
der  Funkt /*  einer  Curve  ist 
Fig.  51.  ond  der  daselbst  die  Curve 

in  dritterOrdnung  berührt, 

hat  zur  Aze  diejenige  Gerade   durch  P,    die  in  dem  Drei- 

kant  des  Punktes  P  die  Richtnngscosinus: 


hat. 


V/16, 


Sf* 


Er  unterscheidet  sich  also  wesentlich  von  dem  Kegel  der 
Sätze  45—47,  S.  255 — 257,  bei  dem  im  Dreikant  die  Bichtangcoeinus 
diese  sind: 

Vr*+V  Vr'  +  e» 

In  Fig.  51  sind  beide  Kegel  dargestellt. 


Dritter  Abschnitt. 

Cnryen  und  abwickelbare  Flächen. 


§  1.    Die  Tangentenfläche  einer  Curve. 

Im  gegenwärtigen  Abschnitt  untersuchen  wir  solche  Flächen 
und  Curven,  die  zu  einer  gegebenen  Curve  in  so  enger  Beziehung 
stehen,  dass  erst  durch  ihr  Studium  die  Theorie  der  Raumcurven 
zu  einem  Abschluss  gelangt  Zugleich  dient  dieser  Abschnitt  als 
Vorbereitung  zur  allgemeinen  Flächentheorie  ^  da  wir  einige  be- 
sondere Flächenarten  schon  hier  besprechen. 

Zunächst  soll  uns  die  Fläche  beschäftigen ,  die  von  den 
Tangenten  einer  Raumcurve  gebildet  wird.^  Wir  behalten 
dabei  die  uns  aus  dem  zweiten  Abschnitt  vertrauten  Bezeichnungen 
für  die  Elemente  der  Curve  bei. 

Gegeben  sei  eine  Curve  c  in  Parameterdarstellung: 

(1)  ^  =  9>W,      y  =  x{t),      z=^yj{t). 

■ 

Die  Tangente  des  Punktes  {t)  oder  (9),  Xy  V^)  geht  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  hat  Bichtungscosinus  proportional  (p\  x\  V^  f  sodass  ihre 
laufenden  Coordinaten  i,  t),  j  mittels  eines  Parameters  r  so  darge- 
stellt werden  können: 

(2)  I^qpW  +  Ty'W,       t)=x{t)  +  r/{t),       i  +  yj{t)  +  T^'(t). 

(Siehe  (3),  S.  141.)  Giebt  man  t  nach  und  nach  verschiedene  Werte, 
so  heisst  dies,  dass  man  nach  und  nach  verschiedene  Tangenten  ins 
Auge  fasst.  Dabei  beschreibt  der  Punkt  (;,  \),  j)  jedesmal  die  be- 
treffende Tangente,  wenn  r  alle  Werte  durchläuft.  Giebt  man  t 
und  T  irgend  welche  bestimmte  Werte,  so  bedeutet  dies,  dass  man 
einen  bestimmten  Punkt  (;,  Q,  j)  auf  einer  bestimmten  Tangente  der 


*  Solche  Flächen  wurden  1771  zuerst  von  Ehler,  „De  solidis  quorum 
saperficiem  in  planum  explicare  licet*',  Novi  Commentarii  Acad.  Petro- 
politsnae,  a.  1771,  T.  XVI,  Petersburg  1772,  und  von  Monge  in  seiner  in  der 
Anm«  zu  S.  171  angegebenen  Arbeit  betrachtet,  alsdann  1774  von  Tinseau 
(ri^e  Anm.  S.  174). 
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Curve  (1)  betrachtet.  Die  Gleichungen  (2)  stellen  mithin,  sobald 
man  t  und  r  als  zwei  beliebige  Veränderliche  auffasst,  die  Gesamt- 
heit aller  derjenigen  Punkte  (y,  t),  5)  analytisch  dar,  die  auf  den 
00^  Tangenten  der  Curve  (1)  liegen.  Es  ist  dies,  da  j,  \),  5  stetige 
Functionen  von  t  und  t  sind,  eine  stetige  Gesamtheit  von  00*  Punkten, 
die  folglich  eine  Fläche  erfüllen.  Diese  Fläche,  deren  analytischer 
Ausdruck  die  Gleichungen  (2)  sind,  heisst  die  Tangentenfläche 
der  Curve  c. 

Will  man  die  Fläche  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  j,  q,  j 
allein  darstellen,  so  muss  man  die  Parameter  t  und  r  aus  den  drei 
Gleichungen  (2)  eliminieren,  t  ist  leicht  zu  entfernen;  es  bleiben 
die  beiden  Gleichungen: 

^'(i)  x'H)  V'(0 

Hieraus  wäre  noch  t  zu  entfernen,  indem  man  mittels  einer  der 
Gleichungen  t  als  Function  von  j,  ^,  j  berechnete  und  in  die  andere 
einsetzte.  So  würde  eine  Gleichung  F(^,  ij,  j)  =  0  hervorgehen.  Aber 
die  Darstellungsform  (2)  der  Tangentenfläche  ist  viel  bequemer. 

Ist  insbesondere  der  in  den  Gleichungen  (1)  der  Raumcurve  c 

auftretende  Parameter  t  die  Bogenlänge  s: 

(3)      x  =  (f^{s),     y  =  x[s),     r  =  '!/;(*), 

so  sind  die  Ableitungen  von  ar,  y,  z  nach 
s  direct  die  Richtungscosinus  a,  /?,  y  der 
Tangente  des  Punktes  («).  Ist  nun  (j,  q,  j) 
derjenige  Punkt  der  Tangente,  der  vom 
Fig.  52.  Berührungspunkt  den  Abstand  t  hat,  und 

rechnet  man  —  bei  reellen  Curven  —  diesen 
Abstand  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  (y,  ^,  j)  auf  dem 
positiven  oder  negativen  Stück  der  Tangente  liegt,  so  ist: 

(4)  ic=-x  +  ccT,       \)=y  +  ßTj       i=.z  +  yT. 

Hiorin  sind  x,  y,  z  die  durch  (3)  bestimmten  Functionen  von  *  und 
t<,  fl^  y  ihre  Ableitungen  nach  s.  Wiederum  stellen  die  Gleichungen  (4), 
woiui  s  und  T  variieren,  alle  möglichen  Punkte  (y,  t),  j)  der  Tangenten- 
lluoho  thir.  .letzt  aber  haben  die  Hülfsveränderlichen  s  und  r  eine 
OAulHoho  geometrische  Bedeutung  (siehe  Fig.  52). 

Wir  wollen  nun  den  Parametern  5  und  r  zuerst  zwei  be- 
^itimiuto  Werte  beilegen,  also  einen  bestimmten  Punkt  (y,  9,  j)  der 
ISu^tiM^t^ntlUehe  annehmen,  und  darauf  s  und  r  um  unendlich  wenig 
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ändern,  um  ds  und  dr,  sodass  der  neue  Punkt  (j  +  cfj,  t)  +  dt)y  5  +  d^) 
auf  einer  der  ersten  Tangente  unendlich  benachbarten  Tangente 
unendlich  nahe  beim  alten   Punkt  liegt  (siehe  Fig.  53).     Der  Ab- 


Fig.  54. 

stand    beider  Punkte   voneinander  heisst  .das    Bügenelement   d^ 

der    Tangentenfläche.      Sein    Quadrat   ist   leicht   zu    berechnen. 

Denn  es  ist: 

(5)  d^^^df  +  d\)^  +  di^^. 

Nach  (4)  aber  ist: 

,  d(z-\-aT)j       .  ,  Idx    .    da     \    j  , 

dx  =  —^^ ds  -\-  a  dz  =  1-: — [-  ,-t  ]  ds  -\-  a dr 

^  0  8  \d  s       d  s     I 

oder  nach  III  ((7) 

d^  =  [  a-j t]  ds  +  adr, 

Aehnlich  ergiebt  sich  dt)  und  rfj,  sodass  nach  (5)  und  II  (//)  folgt: 
I  f/§2^  [1  +  '^Ads^  +  2dsdT  +  dT^ 


(ö) 


=  {ds  +  dTy  +  \d.s\ 


Betrachten  wir  nun  irgend  eine  zweite  ßaumcurve  c,  auf  der 
ebenfalls  s  die  Bogenlänge  bedeute,  während  r  auch  dort  die  auf 
der  Tangente  gemessene  Strecke  darstelle,  so  entspricht  jedem 
Punkte  («,  r)  der  Tangentenfläche  von  c  ein  bestimmter  Punkt  (*,  r) 
der  Tangentenfläche  von  c,  wenn  wir  eben  diejenigen  Punkte  auf 
beide  Flächen  einander  zuordnen,  die  demselben  Wertepaar  s,  r 
zogehören  (siehe  Fig.  5.4).  Wenn  dann  bei  beiden  Curven  c  und  c 
überdies  der  Krümmungsradius  r,  der  in  (6)  auftritt,  dieselbe  Func- 
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tion  von  s  ist,  so  stimmt  die  Entfernung  d^  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Punkte  der  ersten  Tangentenfläche  nach  (6)  mit  der 
Entfernung  der  ihnen  auf  der  zweiten  Fläche  zugeordneten  Punkte 
völlig  tiberein.  Wenn  ein  Punkt  irgend  eine  Curve  auf  der  ersten 
Tangentenfläche  durchläuft,  so  wird  der  ihm  zugeordnete  Punkt  auf 
der  zweiten  Fläche  ebenfalls  eine  gewisse  Curve  beschreiben;  and 
bei  beiden  Curven  stimmen  die  ßogenelemente  ds,  also  auch  die 
Gesamtlängen  überein.     Daher: 

Satz  1:  Haben  zwei  Raumcurven  die  Eigenschaft,  dass 
bei  beiden  der  Krümmungsradius  dieselbe  Function  der 
Bogenlänge  ist,  so  kann  man  die  Tangentenflächen  beider 
Curven  einander  Punkt  für  Punkt  derart  zuordnen,  dass 
jeder  Curve  auf  der  einen  Fläche  eijie  Curve  von  gleicher 
Länge  auf  der  anderen  Fläche  entspricht. 

lusbesondeie  können  wir  eine  ebene  Curve  c  construieren,  längs 
deren  der  Krümmungsradius  r  dieselbe  Function  der  Bogenlänge  s 
ist  wie  längs  der  Raumcurve  c.  Denn  nach  Satz  31,  S.  42,  und 
Satz  24,  S.  38,  sind  ja  in  der  Ebene  z  =  0 

(7)  X  =  I  cos  I  —  f/.v,       t/  =   1  sin  I   —ds ,       z  =  0 

die  allgemeinen  Gleichungen  einer  solchen  Curve.  Benutzen  wir 
diese  Gleichungen  als  die  der  Curve  c  anstelle  der  Gleichungen  (3), 
so  erhalten  wir  analog  (4)  als  Gleichungen  der  Tangentenfläche 
von  c: 


(8) 


j  =   /  cos  I     ^  ds  +  T  cos  I  — , 
t)  =   /  sin  1     ^ ds  +  T  sin  I  —  y 


i  =  0. 


Natürlich  ist  diese  Tangentenfläche  einer  ebenen  Curve  c  die  Ebene 
5  =  0  der  Curve.  Zu  jedem  Wertepaar  s,  t  gehört  also  ein  Punkt 
(h  9>  i)  ^1gi*  Tivngententläche  (4)  von  c  und  ein  Punkt  (j,  ^,  0)  der 
Ebene  j  =  0  vermr)ge  der  Gleichungen  (8),  und  zwar  so,  dass  eine 
beliebige  Curve,  die  ein  Punkt  auf  der  Tangentenfläche  (4)  von  c 
beschreibt,  stets  gerade  so  lang  ist  wie  die  Curve,  die  der  Bild- 
punkt in  der  Ebene  j  =  0  beschreibt. 

Denken  wir  uns  die  Tangentenfläche  (4)  materiell  durch  eine 
völlig  biegsame,  aber  nirgends  dehnbare  unendlich  dünne  Haut  her- 
gestellt, Sü  können  wir  sie  also  durch  Verbiegen  derart  auf 
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die  Ebene  ausbreiten,'   dass  der  Punkt  ({,  Qt  j)  der  Fläche  in 
den  durch  (8)  bestimmten  Punkt  zu  liegen  kommt. 

Hierbei  ist  noch  Einiges  anzumerken: 

"Ea  erleichtert  das  Verstehen,  wenn  man  wie  auf  S.  175  statt 
der  Cürre  c  vorerst  ein  räumliches  Polygon  P,  P^P^P^  .  .  .  be- 
trachtet (siebe  Fig.  55),  und  zwar  ein  Polygon,  dessen  Seiten  gerad- 
linig und  verhältnismässig  kurz  sind  und 
bei  dem  jede  Seite  in  ihrer  BJcbtung  nur 
■ehr  venig  von  der  Torbergehenden  Seite 
abweicht.  Die  Polygonseiten  f,  P„  jP,P„ 
FfP^.,,  verlängern  wir  nach  der  einen 
Bichtong  hin,  sagen  wir  überP,,  P^,  P^  .  .  . 
hin&as,  beliebig  weit.  Da  je  zwei  auf- 
einuiderfolgende  Seiten  einander  schneiden, 
so  bilden  sie  eine  Ebene  (Scfamiegungs- 
ebene),  und  die  verlängerten  Seiten  sind 
die  Schenkel  einer  Reibe  aufeinander- 
folgender verhältnismässig  kleiner  spitzer 
Winkel.  Es  seien  j^„,  E^,^,  .B,^  ...  die 
Winkelfelder.  Wirdenken  unadiese Winkel-  pjg.  55. 

mder  am  ihre  gemeinsamen  Schenkel  P^P^, 

PfP^,  P^P^...  drehbar,  aber  im  Uebrigen  starr.  Zeichnen  wir  auf 
Winkelfelder  irgend  eine  gebrochene  Linie  A^  A^  A^  .  .  . ,  so  wird 
ihre  Länge  durch  die  Drehung  der  Winkelfelder  gegeneinander 
nicht  geändert. 

Legen  wir  das  erste  Winkelfeld  £,,,  auf  die  Ebene  j  =  0,  so 
köoQeD  wir  das  übrige  Modell  insgesamt  soweit  um  P,  P^  drehen, 
bis  auch  das  Winkelfeld  E^^^  in  der  Ebene  j  =  0  liegt.  Den 
ganzeD  Rest  des  Modells  drehen  wir  alsdann  wiederum  um  P^P^  so 
weit,  bis  auch  das  Feld  E^^  in  der  Ebene  j  =  0  liegt,  u.  s.  w. 
Das  ans  den  Winkelfeldem  ^j,,,  E^^,  E^^^  .  .  .  bestehende  ränm- 
lidie  Gebilde  wird  so  auf  die  Ebene  J  =  0  ausgebreitet.  Die  ein- 
gezeichnete gebrochene  Linie  W,  A^A^A^.  .  .  ist  dabei  in  eine  ge- 
brochene Linie  in  der  Ebene  j  =  0  übergegangen,  ohne  ihre  Länge 
(Bindert  zu  haben.  Das  räumliche  Gebilde  ist  also  ohne 
Dehonog  auf  die  Ebene  abgewickelt  worden.' 

<  EoiilK  und  HoKoa  waren  die  Ereten,  die  (ITTI)  erkanoten,  dsM  es 
Um  IT  deo  Kegeln  lud  G ^lindern  noch  andere  Flächen  giebt,  die  ohne  DehnuDg 
■f  die  Ebene  ausgebrütet  werden  können. 

*  Das  in  der  Annjerknng  zu  S.  176  erwähnte  Modell  int  durch  das  nmge- 
lakrte  Ver&hrai  heigestallt  worden. 
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Aber  noch  mehr:     Jedes    Winkelfeld  J',,,,    E„^,    Ä^^  ...  hat 
ein  Scheitel -Winkelfeld  £'1,3,  S-„^,   E\^^  .  .  .    Diese  Scheitelfelder 
erzeugen  zusammen  ein  räumliches  Gebilde,  das  ebenfalls  bei  jenem 
Verfahren  in  ein  ebenes  Oebilde  über- 
geht; siehe  Fig.  56.     Das  lAiunlicbe 
Polygon  PjPji'ji'^...  ist  jetzt   in 
ein    ebenes    Polygon    P,  P,  P,  P^  . . . 
verwandelt  worden,  nnd  zwar  so,  dass 
die  Ebene  j  =  0  auf  der   coDYexen 
Seite  des  Polygons  doppelt  mit  den 
Winkelfeldern  J',„,  £,„,  £j^ ...  und 
■^'iM.  ^'m'  ^'s«  ■  •  •  überdeckt  ist 
Sfan   kann   nun    gedanklich  den 
Grenzübergang    ausfuhren,    der    das 
gegebene   Polygon  P,  P,  P,  ^^  .  .  .  in 
eine  Baumcurve  c  verwandelt.     Das 
aus    den    Winkelfeldem    i^,„,    E^, 
E^^^  .  .  .  bestehende  Gebilde  geht  da- 
bei in  die  Fläche  über,   die  von  den 
nach    einer    Seite ,    etwa    nach    der 
positiven,    gezogenen  Tangenten  der 
Curve  c  erzeugt  wird.     Die  Winkel- 
.  dagegen  liefern   die  Fläche,   die   voa 
den  negativen  Teilen  der  Tangenten  von  c  erzeugt  wird. 

Die  Tangentenfläche  der  Raumcurve  c  hat  also  zwei 
Mäntel,  die  längs  der  Curve  c  einander  treffen. 

Bei  der  Ausbreitung  der  Tangententläche  in  die  Ebene  gdit 
eine  reell  gedachte  Curve  c  in  eine  ebene  Curve  c  über,  und  die 
beiden  Mäntel  der  Tangentenfläche  überdecken  dabei  denjenigen 
Teil  der  Ebene  doppelt,  der  auf  der  convexen  Seite  der  ebeneu 
Curve  c  liegt. 

Der  Umstand,  der  für  die  Möglichkeit  dieser  Ausbreitung  der 
Tangententläche  in  die  Ebene  ohne  jede  Dehnung  wesentlich  ist,  ist 
nach  der  obigen  Polygonbetrachtung  der.  dass  jede  Tangeute  der 
Raumcurve  die  unendlich  benachbarte  Tangente  schneidet,  denn 
wir  machten  beständig  Gebrauch  davon,  dass  die  Winkelfelder  eben 
waren. 

Unsere  Ergebnisse  mögen  so  formuliert  werden: 

Satz  2:  Die  Eläcbe  der  Tangenten  einer  Raumcurve 
besteht  aus   zwei  Mänteln   und   lässt  sich   ohne   Dehuung 


felder  E\ 
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durch  Biegung  allein 
derart  auf  die  Ebene 
ao abreiten,  dass  ihr 
reeller  Teil  die  con- 
veze  Seite  einer  ge- 
wissen ebenen  Curve 
doppelt  Qberdeckt,  in- 
dem sich  dort  die 
beiden  Mäntel  über- 
einander legen.  Die 
Länge  von  beliebigen 
Carven  auf  der  Tan- 
geotenfläche  wird  bei 
diesem  Verfahren  nicht 
■geändert  (siehe  Fig.  57).i 

Eine  Fläche  nuo,  die 
sich  ohne  Dehnung 
durch  Biegung  allein  auf 
die  Ebene  ausbreiten  lässt, 
heisstetne  abwickelbare 
Fläche  oder  eine  deve- 
loppabele  Fläche.  An- 
ders ausgesprochen:  Eine 
Fläche  heisst  abwickelbar, 
wenn  man  jedem  Funkt 
der  Fläche  einen  Punkt 
der  Ebene  derart  zuordnen 
kann,  dass  jede  beliebige 
Curve  auf  der  Fläche  die- 
selbe Länge  hat  wie  ihre 
Bildcurve  in  der  Ebene. 

Später  (in  %  3)  werden 
wir  erkennen,  dassjedeab- 
wtckelbare  Fläche  die  Tan- 
gentenfläche einer  Baum- 
cnrve  ist. 


'  Die  Pif^r  stellt  die  Tan  gen  lenfl  Sehe  einer  gemeinen  Schraube  DÜaie  dar, 
bei  der  der  KrfimmuDgBrailius  r  noch  Satz  12,  S.  1S4,  constant  ist,  eodaaa  die 
Corve  bei  der  Abwickelung  in  die  Ebene  nach  Satz  29,  S.  41,  zum  Kreie  wird. 
Die  Tangentcu  sind  Bftmtlieh  gleichlang   begrenzt  worden.    Die  Abwickelnng 
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Jetzt  wollen  wir  analytisch  untersuchen,  welche  Bolle  die  Curvc 
für  die  längs  der  Curve  aneinander  grenzenden  beiden  M&nt 
der  Tangentenfläche  gestaltlich  spielt.  Wir  wählen  das  begleitenc 
Dreikant  eines  allgemeinen  Punktes  der  Baumcurve  als  Axenkreu 
sodass  wir  die  Gleichungen  der  Curve  wie  in  (7)  auf  8.  176  m 
einem  Parameter  t  so  schreiben  können: 

X  =^  a^t  +  b^fi  +  c^fi  +  .  .  .      (flj  4:  0) , 
;/=  b^fi  +  c^fi+...      (Ä, +0), 

Nach  (2)  sind  nun  die  Gleichungen  der  Tangentenfläche: 

j  =  (flj  ^  +  ...)  +  (  «1  +  •  •  •)  ^  > 

Ihr  Schnitt  mit  der  Normalebene  j  =  0  hat  in  der  Nähe  des  g 
wählten  Curvenpunktes  (Anfangspunktes)  eine  besondere  Eigentün 
lichkeit:  Wir  erhalten  nämlich  einen  Punkt  der  Fläche  nal 
beim  Anfangspunkt,  sobald  wir  t  und  t  hinreichend  klein  wähle 
sodass  nur  die  niedrigsten  wirklich  auftretenden  Potenzen  von 
und  T  in  Betracht  kommen.  Insbesondere  ist  dann  j  =  0,  wenn  n 
T  =  —  ^  annehmen.  Mithin  ist  in  hinreichender  Nähe  des  Anfang 
Punktes  die  Schnittcurve  mit  der  Normalebene  j  =  0  durch  die  Curv 

zu  ersetzen.  Geht  t  durch  Null  hindurch,  so  wechselt  nur  j  d 
Zeichen,  und  man  sieht,  dass  diese  Curve  im  Anfangspunkte  eii 
Spitze  mit  den  Hauptnormalen  (t)-Axe)  als  Tangente  hat.     Daher 

Satz  3:  Die  Normalebene  des  Punktes  P  einer  reelli 
Raumcurve  schneidet  die  beiden  Mäntel  der  Tangente] 
fläche  in  einer  Curve,  die  in  P  eine  Spitze  mit  der  Haup 
normale  von  P  als  Tangente  hat. 

Die  beiden  Mäntel  der  Tangentenfläche  einer  reellen  Cur 
bilden  demnach  längs  der  Curve  einen  scharfen  Grat,  eine  sog 
nannte  Gratlinie,  obgleich  sie  einander  längs  der  Curve  berührei 

giebt  daher  zwei  congruente  Kreisringe,  die  uuten  in  die  Figur  eingezeichi] 
sind.  Auf  der  Fläche  und  ihrer  Abwickelung  ist  noch  eine  Curve  angegebc 
die  zur  Erläuterung  eines  späteren  Satzes  dienen  soll. 

*  Monge  nannte  diese  Curve  „l'arete  de  rebroussement".  Aus  dieser  B 
Zeichnung  geht  schon  hervor,  dass  er  den  Satz  3  kannte,  während  de  Saim 
Vbnant  diesen  Satz  für  sich  in  Anspruch  nahm  (in  seinem  „Memoire^*  von  184^ 
Allerdings  fügte  de  Saint- Venant  hinzu,  dass  überhaupt  jeder  ebene  Sehn 
der  Tangentenfläche,  der  keine  Tangente  enthält,  eine  Spitze  liefert 
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Da  die  Tangentenfläche  ohne  Dehnung  in  die  Ebene  ausge- 
breitet werden  kann,  so  folgert  man  leicht,  dass  der  Winkel,  unter 
dem  zwei  Curven  auf  der  Fläche  einander  schneiden,  bei  der  Ab- 
wickelung ungeändert  bleibt  Um  dies  aber  streng  analytisch  zu 
beweisen,  betrachten  wir  irgend  eine  Curve  C  auf  der  Tangenten- 
fläche. Wir  erhalten  sie,  indem  wir  auf  jeder  Tangente  der  Curve  c 
eine  Strecke  r  abtragen,  die  sich  von  Tangente  zu  Tangente  stetig 
ändert,  also  eine  Function  der  Bogenlänge  s  von  c  ist.  Wenn  wir 
also  in  (4)  unter  r  irgend  eine  Function  von  s  verstehen: 

80  stellen  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

(9)  jr  =  jr  +  aö>W,       t)=^y  +  ßa){s),       j  =  z  +  ;'ö>(ä), 

die  rechts  in  x,  y,  z,  a,  ß,  y  und  (o  ja  nur  eine  Veränderliche  $ 
enthalten,  eine  Curve  C  auf  der  Tangentenfläche  dar,  und  zwar 
mittels  des  Parameters  ^,  der  aber  nicht  die  Bogenlänge  der 
Curve  C  bedeutet.     Ist  d  die  Bogenlänge  von  C,  so  ist  vielmehr: 

(10)  rfS^=rfy*  +  rf9«  +  rf5S 
und  nach  (9)  und  III  (C)  ist: 

-^=  a  H cö  +  aoj 

d  8  r 

VL  s.  w.,  sodass  (10)  und  II  {A)  ergiebt  (siebe  auch  (6)  oben): 

+  o^r + 


C-.)'-(' 


/\2    •      "* 


Die  Bichtungscosinus  a,  ßj  f  der  Tangente  von  C  sind  die  Difi'e- 
rentialquotienten  von  ;,  t),  j  nach  §,  daher  ist: 


(1  +  w')a+  -/ 


i/' 


w« 


(1+0,0»  +  ^ 

und  analoge  Werte  ergeben  sich  für  ß  und  f.  Der  Winkel  0  der 
Tangente  von  C  im  Punkte  (j,  ^,  j)  oder  {i)  mit  der  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Tangente  von  c  hat  folglich  nach  II (i:^)  den  Cosinus: 

1  +  a>' 


COS0  =^S  a  a  = 


|/aTa,T+|^ 


Da  der  Erümmungradius  r  und  die  Bogenlänge  s  bei  der  Ver- 
biegnng  ungeändert  bleiben,  so  gilt  dasselbe  mithin  vom  Winkel  0, 
und  hieraus  folgt: 
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Sats  4:    Bei  der  Abwickelung  der  Fl&che  der  Tangente  ' 

einer  Raumcurve  in  die  Ebene  bleiben  die  Winkel,  ODtii  -^ 

denen  Curven  auf  der  Fläche   einander  schneiden,  nng«  ,. 
ändert 

Man  hätte  dies  auch  daraus  folgern  künnen,  dasB  bei  der  11  't 

Wickelung  die    Bogenelemente  nicht    geändert  werden    nnd  dih  ' 

jedes    unendlich    kleine    Dreieck    auf   der  Fläche    mit    sich  ea  ^ 

gruent  bleibt.  "'" 

Werden    auf  einem    Mantel    der   Tangentenfläche    tod   c  n  r~ 

Punkte  i*,,  und  P  gegeben  und   soll  man  sie   durch  diejenige  Cm  "■ 

auf  der  Fläche  verbinden,  die  von   allen  möglichen  Gurren  auf  d|  ''' 

Fläche  die  kürzeste  von  P^  bis  P  ist,  so  wird  man  die  Fläche  i  "' 

die  Ebene  abwickeln,  wodurch  P„  und  P  in  zwei  Punkte  Pg   nndl  ''' 

Übergehen  und  darauf  P^'  nnd  /''  durch  die  Qerade  G'  verbinda  ""' 

Verbiegen  wir  die  Ebene  wieder  in  die  Tangentenfläche,  so  geht  (  ''■ 

in    die    gesuchte    kürzeste   Linie    G    von   P^    bis    P   über.     Ai  5 
Gründen,   die  erst  später  erläutert  werden  können,  gebrauchen 
statt  der  Bezeiclinuiig:    kürzeste  Linien    einer  Fläche    die  Bezül 
nung:  geodätische  Linien  der  Fläche. 


§  2.    Einiges  Ober  geradltnige  FISchen. 

Ausser  den  Tangenten  Hächen  von  Ranmcurven  giebt  es 
manche  andere  Fläche,  bei  der  wie  bei  diesen  durch  jeden  Pari 
eine  Gerade  geht,  die  vollständig  auf  der  Fläche  liegt,  z.  B.  dl 
einschalige  Hyperboloid  und  das  hyperboliick 
Paraboloid.  Die  Eigenheiten  der  Tangeat« 
flächen  treten  daher  erst  dann  klar  hervor,  wW 
wir  überhaupt  geradlioige  Flächen  allgeoMi 
l)otrachten. 

Eine  Fläche  heisst  eine  geradlinige  FUeki 
oder  Regel  fläche,  wenn  durch  jeden  ih 
Punkte  eine  Gerade  geht,  die  ganz  auf  ihr  lii 
odtT:  wenn  sie  co'Geraden  enthält.  Wird  anfi 
Fläche  irgend  eine  Curve  gezogen  (siehe  Fig.  51 
(1)  ^  =  ^{0,     !/=x{t),     =  =  ^'0.  1 

so  geht  durch  jeden  Punkt  (/)  der  Curve  eine  Gerade  der  Fl&dHi> 
Die  Kii^litangs Cosinus  dieser  Geraden  werden  fUr  verBchiedM* 
Punkte  {t)   verschieden   sein.     Sie   verhalten   sich  also  zu    einander 
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\  drei  FunctioDeu  f\t),  ff{t),  h(t)  von  t,  sodass  <lie  Gerade,  die 
n  Punkte  {t)  gehört,  die  laufenden  Coordinaten  hat: 

Bgedrückt  durch  den  Parameter  r.  Geben  wir  nun  auch  t  alle 
(glichen  Werte,  so  liefern  uns  die  Gleichungen  (2)  mit  den  beiden 
urametern  t  und  t  alle  oo*  Punkte  (j,  ^,  5)  der  geradlinigen  Fläche. 

Umgekehrt:     Liegen  drei  Gleichungen  von  der  Form  (2)  vor, 

stellen  sie  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  eine  Gerade  durch 

nen  Pankt  (1)  dar.     Sie   geben   also   den  Inbegriff  von   gewissen 

\^  Geraden  durch  die  Punkte  der  Curve  (l),  d.  h.  eine  geradlinige 

Ache,  auf  der  die  Curve  (1)  verläuft. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  also  die  allgemeine  Darstel- 
ngsform  einer  geradlinigen  Fläche.  Die  Geraden  auf  der 
&che  heissen  die  Erzeugenden  der  Fläche. 

Wenn  jede  der  00^  Geraden  der  Fläche  jede  unter  ihnen  schnitte, 
w-Qrde  folgen:  Entweder  liegen  sie  alle  in  einer  Ebene,  d.  h. 
»  Fläche  ist  die  Ebene  selbst,  oder  sie  gehen  alle  durch  einen 
nkt,  bilden  also  eine  Eegelfläche.  Als  Ausartung  gehört  hierzu 
r  Fall,  dass  sie  alle  einander  parallel  sind,  also  einen  Cylinder 
den.      Von  diesen  einfachen  Flächen  sehen  wir  zunächst  ab. 

Ks  ist  nun  aber  denkbar,  dass  jede  Erzeugende  der  Fläche 
e  unendlich  benachbarte  Erzeugende  schneidet,  wie  dies  ja  bei 
1  Tangententiächen  der  Raumcurven  nach  S.  266  der  Fall  ist. 
[r  wollen  die  analytische  Bedingung  hierfür  aufstellen,  vorher  aber 
[i  Begriff  des  Schneidens  unendlich  benachbarter  Geraden  über- 
npt  besprechen:  Zwei  Geraden  sind  unendlich  benachbart,  wenn 
jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt  der  anderen  unendlich  be- 
chbart  ist,  woraus  folgt,  dass  sich  ihre  Richtungscosinus  nur 
endlich  wenig  voneinander  unterscheiden.  Die  der  ersten  Geraden 
en  cCj  /?,  y,  die  der  zweiten  a  +  da,  ß  +  dß,  y  +  dy.  Ferner 
en  {x,  y,  z")  und  (ar  +  rfjr,  y  +  rfy,  z  +  rfz)  zwei  unendlich  benach- 
rt©  Punkte  auf  den  beiden  Geraden.     Da  cfa,  dß,  dy  und  dx, 

dz    unendlich  kleine  Grössen   bedeuten   sollen,   so  können  wir 

da  =  aBy       dß  =  b6,       dy  =  ce 

i 

dx  =■  I  € ,       dy  =  ?/  €  ,       dz  =  L^Bj 

,em  wir  unter  c  eine  unendlich  kleine  Grösse  verstehen,  während 
b    Cj   f ,  Vj  C  ^^^  sechs  Grössen  bedeuten,  von  denen  jedenfalls 
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Sats  4:  Bei  der  Abwickelung  der  Fläche  der  T&ngenten 
einer  Baumcurve  in  die  Ebene  bleiben  die  Winkel,  unter 
dfloen  Curven  auf  der  Fläche  einander  schneiden,  ange- 
ändert 

Man  hätte  dies  auch  daraus  folgern  können,  dasa  bei  der  Ab- 
wickelung die  Bogenelemente  nicht  geändert  werden  und  daher 
jedes  unendlich  kleine  Dreieck  auf  der  Fläche  mit  sich  con- 
gruent  bleibt. 

Werden  auf  einem  Mante)  der  Tangentenfiäche  von  e  zwei 
Punkte  Pf,  und  P  gegeben  und  soll  man  aie  durch  diejenige  Curve 
auf  der  Fläche  verbinden,  die  von  allen  möglichen  Curven  auf  der 
Fläche  die  kürzeste  von  P^  bis  P  ist,  so  wird  man  die  Fläche  in 
die  Ebene  abwickeln,  wodurch  P„  und  P  in  zwei  Punkt«  /•„'  und  P" 
Übergehen  und  darauf  i*,'  nnd  P'  durch  die  Gerade  G'  verbinden. 
Verbiegen  wir  die  Ebene  wieder  in  die  Tangentenfiäche,  so  geht  G' 
in  die  gesuchte  kürzeste  Linie  G  von  P^  bie  P  Über.  Aus 
Qrilnden,  die  erat  später  erläutert  werden  können,  gebrauchen  wir 
statt  der  BeKeichnung:  kürzeste  Linien  einer  Fläche  die  Bezeidi- 
iiung:  geodätische  Linien  der  Fläche. 


§  2.    Einiges  Qber  geradlinige  Fiftclien. 

Ausser  den  TangentenHächen  von  Raumcnrven  giebt  es  noch 
manche  andere  Fläche,  bei  der  wie  bei  diesen  durch  jeden  Punkt 
eine  Gerade  geht,  die  vollständig  auf  der  Fläche  liegt,  z.  B.  du 
einschalige  Hyperboloid  und  das  hyperbolische 
Paraboloid.  Die  Eigenheiten  der  Tangenten- 
flächen treten  daher  erst  dann  klar  hervor,  wenn 
wir  überhaupt  geradlinige  Flächen  allgemein 
betrachten. 

Eine  Fläche  heisst  eine  geradlinige  Fläche 

oder    RegelHäche,    wenn    durch    jeden    ihrer 

Punkte  eine  Gerade  geht,  die  ganz  auf  ihr  liegt, 

Fig.  5».  oder:  wenn  sie  oo' Geraden  enthält.   Wird  auf  der 

Fläche  irgend  eine  Curve  gezogen  (siehe  Fig.  58) 

(1)  ^  =  7'(0-     y  =  xit),     ^  =  i/'('). 

SD  geht  durch  jeden  Punkt  (()  der  Curve  eine  Gerade  der  Fläche. 
Die  Richtungscosinus  dieser  Geraden  werden  für  verschiedene 
Punkte  [0   verschieden  sein.     Sie   verhalten  .sich   also   eu    einander 
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wie  drei  Functionen  f\t),  g[t),  h{t)  von  t,  sodass  die  Gerade,  die 
zum  Punkte  [t)  gehört,  die  laufenden  Coordinaten  hat: 

(2)     l^9{t)  +  Tf{f),       >9-=x{t)  +  rg{t),       5  =  V'(0  +  ^AW, 

ausgedrückt  durch  den  Parameter  r.  Geben  wir  nun  auch  t  alle 
möglichen  Werte,  so  liefern  uns  die  Gleichungen  (2)  mit  den  beiden 
Parametern  t  und  r  alle  oo^  Punkte  (y,  ^,  5)  der  geradlinigen  Fläche. 

umgekehrt:  Liegen  drei  Gleichungen  von  der  Form  (2)  vor, 
so  stellen  sie  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  eine  Gerade  durch 
einen  Punkt  (1)  dar.  Sie  geben  also  den  Inbegriff  von  gewissen 
00^  Geraden  durch  die  Punkte  der  Curve  (1),  d.  h.  eine  geradlinige 
Fläche,  auf  der  die  Curve  (1)  verläuft. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  also  die  allgemeine  Darstel- 
lungsform  einer  geradlinigen  Fläche.  Die  Geraden  auf  der 
Fläche  heissen  die  Erzeugenden  der  Fläche. 

Wenn  jede  der  00^  Geraden  der  Fläche  jede  unter  ihnen  schnitte, 
so  würde  folgen:  Entweder  liegen  sie  alle  in  einer  Ebene,  d.  h. 
die  Fläche  ist  die  Ebene  selbst,  oder  sie  gehen  alle  durch  einen 
Paukt,  bilden  also  eine  Kegelfläche.  Als  Ausartung  gehört  hierzu 
der  Fall,  dass  sie  alle  einander  parallel  sind,  also  einen  Cylinder 
bilden.     Von  diesen  einfachen  Flächen  sehen  wir  zunächst  ab. 

Es  ist  nun  aber  denkbar,  dass  jede  Erzeugende  der  Fläche 
eine  unendlich  benachbarte  Erzeugende  schneidet,  wie  dies  ja  bei 
den  Tangentenfiächen  der  Raumcurven  nach  S.  266  der  Fall  ist. 
Wir  wollen  die  analytische  Bedingung  hierfür  aufstellen,  vorher  aber 
den  Begriff  des  Schneidens  unendlich  benachbarter  Geraden  über- 
haupt besprechen:  Zwei  Geraden  sind  unendlich  benachbart,  wenn 
zu  jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt  der  anderen  unendlich  be- 
nachbart ist,  woraus  folgt,  dass  sich  ihre  Richtungscosinus  nur 
unendlich  wenig  voneinander  unterscheiden.  Die  der  ersten  Geraden 
seien  a,  /?,  /,  die  der  zweiten  u  +  du,  ß  +  dß,  y  +  dy.  Ferner 
seien  {x,  y,  z)  und  (x  +  dx,  y  +  dy^  z  +  dz)  zwei  unendlich  benach- 
barte Punkte  auf  den  beiden  Geraden.  Da  du,  dß,  dy  und  dx, 
dy,   dz   unendlich  kleine  Grössen   bedeuten   sollen,    so  können  wir 

setzen: 

da  =  ae,       dß  =  b6,       dy  =  ca 
und 

dx  =  I  € ,       dy  =  /;  € ,       dz  =  ^Sf 

indem  wir  unter  6  eine  unendlich  kleine  Grösse  verstehen,  während 
a,  Ä,  c,  I,  7;,  ^  nun  sechs  Grössen  bedeuten,   von   denen  jedenfalls 


2TI  Ißfii'^    JfAKir/rli^         *.'urrätt%    u»ui 


«fr   nnu  Scfarjittpaiikt.     Daher  folgt,  venn  wir   noch  «#  ans  (7) 

8ttU  5:     Anf  äer  geradlinigen  Fläche 

X  =  'f  '0  +  r/"/  ,       ij  =  /  V  -r  r^^  Y; ,       ^  =  »i-T)  -f-  r*  W 

iicfanei'l^ri  an^ndlich  benachbarte  Erzengende  einander 
fiur  dann,  wenn  für  alle  Werte  von  / 

ist  iJerOrt  der  Schnittpunkte  ergiebt  sich  alsdmnn,  wenn 
man  r  so  als  Function  von  /  berechnet,  dass 

/  y  A 

ist,  und  den  gefundenen  Wert  in  die  Gleichungen  der 
Fläche  einnetzt. 

Kine  Anwendung  hiervon  ist  diese:     Liegt  die  Curve 
mit  der  Bogenlänge  n  vor,  so  sind 

flir  jeden  Wert  von  r  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  einer 
Hauptnormalen  der  Curve.  Diese  Gleichungen,  in  denen  die  beiden 
Parumetor  j»  und  r  auftreten,  stellen  also  auch  die  geradlinige 
Fläche  aller  Hauptnormalen  der  gegebenen  Curve  dar.  Die  Deter- 
minante (Ich  Satzes  5  ist  jetzt,  da  s  an  die  Stelle  von  t  tritt: 

(Jx      j      dl 
d  s  d  s 

dy  dm 

d  H  d  s    \ 

I 

\    dx  dn 

d  i*  11  s 

und  also  nach  III  [H)  um!  (C)  und  11  (/>)  gleich .    Ist    die  Torsion 

=^  0,  so  ist  die  Curvo  nach  Satz  18,  S.  185,  eben,     unendlich 


II 


IxMiaehhartc  II au])tn()rmalcn  einer  Curve  schneiden  einan- 
der also  nur  dann,  wenn  die  Curve  eben  ist.  Natürlich  ist 
dann   der  Ort  der  Schnittpunkte   die  Evolute. 
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Für  die  Fläche  der  Binormalen  ergiebt  sich  genau  ebenso, 
indem  /,  m,  n  durch  A,  /i,  v  zu  ersetzen  sind,  als  Wert  der  Deter- 
minante   Das  obige   Ergebnis   gilt   also   auch  für  die 

Binormalen  einer  Curve. 

Zu  Anfang  des  Paragraphen  gingen  wir  von  einer  beliebigen 
Curve  (1)  auf  der  geradlinigen  Fläche  aus.  Wenn  nun  die  Be- 
dingung des  Schneidens  je  zweier  unendlich  benachbarter  Erzeugen- 
den erfüllt  ist,  so  können  wir  insbesondere  den  Ort  der  Schnittpunkte 
als  die  Curve  (1)  benutzen.  Dann  müssen  die  Gleichungen  in 
Satz  5  für  r  den  Wert  Null  ergeben,  denn  nur  für  r  =  0  liefern 
die  Gleichungen  (2)  die  Curve  (1).     Dann  ist  also: 

^  =  ^'  =  ^' 
f        g       ~h' 

Die  Richtungscosinus  der  Erzeugenden  [t)  der  Fläche  sind  also  dann 
proportional  9/',  x\  V^'>  ^'  t.  proportional  denen  der  Tangente  der 
Curve  (1)  im  Punkte  (/),  nach  S.  168.  Die  Geraden  der  Fläche 
sind  also  jetzt  die  Tangenten  der  Curve  (1).  Wenn  daher 
auf  einer  geradlinigen  Fläche  unendlich  benachbarte  Erzeugende 
einander  schneiden,  so  sind  die  Erzeugenden  die  Tangenten  des 
Ortes  der  Schnittpunkte,  was  ja  auch  geometrisch  einleuchtet. 

Satz  6:  Die  Tangentenflächen  der  Curven,  die  Eegel- 
undCylinderflächen  sind  die  einzigen  geradlinigenFlächen, 
auf  denen  je  zwei  unendlich  benachbarte  Erzeugende  einan- 
der schneiden. 

Die  Kegel  nämlich  ergeben  sich,  wenn  sich  der  Ort  der 
Schnittpunkte  auf  einen  Punkt  reduciert,  und  die  Cylinder  sind 
wieder  Ausartungen  von  Kegeln.  Künftig  wollen  wir  daher  zur 
Vereinfachung  des  Ausdruckes  die  Kegel  und  Cylinder 
mit  zu  den  Tangentenflächen  von  Curven  rechnen. 

Kehren  wir  wieder  zur  Betrachtung  irgend  einer  geradlinigen  Fläche 
zurück.  Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  können  wir  annehmen, 
dass  der  Parameter  t  in  den  Gleichungen  der  auf  der  Fläche  ge- 
zogenen Curve  (1)  die  Bogenlänge  s  dieser  Curve  sei: 

(8)  ar  =  qp(Ä),        tj^x[s),       z  =  tp{s). 

Ferner  seien  die  Richtungscosinus  der  Erzeugenden,  die  durch  den 
Punkt  {g)  der  Curve  geht,  als  Functionen  u,  v,  w  von  ä  gegeben, 
sodass 

(9)  J  =  9>W  +  ^w(ä),       t)=x{s)-h  tv{s),       ^  =  \ij{s)-{-  tw(s) 

18* 
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die  Gleichungen  der  geradlinigen  Fläche  sind.  Derjenige  Punkt 
{h  9>  h)  ^^^  Fläche,  der  dem  Wertepaar  (s,  r)  zugehört,  liegt  auf  der 
Geraden  durch  den  Punkt  {s)  der  Curve  (8)  und  hat  von  diesem 
Punkte  nach  S.  160  den  Abstand  r.  Dabei  ist  r  bei  reellen  Flächen 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  (f ,  q,  j)  auf  der  einen 
oder  anderen  Hälfte  der  Geraden,  vom  Punkte  {x,t/,z)  aus,  ge- 
legen ist. 

Nach  Satz  31.  S.  230,  ist  der  Ort  der  Tangenten  eines  Fläcben- 
punktes  im  Allgemeinen  eine  Ebene.  Diese  Tangentenebene  soll  nun 
für  den  Punkt  (j,  t),  5)  oder  (s,  t)  der  geradlinigen  Fläche  berechnet 
werden.  Zu  diesem  Zweck  verbinden  wir  den  Punkt  (5,  t)  der 
Fläche  nach  S.  282  mit  einem  unendlich  benachbarten  Punkt 
{s  +  dsy  T  +  dr)  der  Fläche.  Letzterer  Punkt  hat  Coordinaten,  die 
sich  von  denen  des  Punktes  (s,  t)  unterscheiden  um 

{(p' +  Tu')ds  +  udr ,     (x' +  Tv)ds  +  vdr  ,     {y/ +  Tw')ds +  wdTj 

sodass  die  Richtungscosinus  der  Verbindenden  beider  Punkte,  die 
eine  Tangente  des  Punktes  (.?,  t)  ist,  diesen  drei  Grössen  proportional 
sind.  Wenn  wir  dnds  mit  x  bezeichnen,  sind  sie  den  Grössen 
proportional: 

(p'  +  TU    +  UX,         ;^'  +  T  r    +  ü  X  ,  1/''  +  Tw'  +  WX  . 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  demnach  —  ausgedrückt  mittels 
eines  Parameters  t  —  diese: 

IX=(p  +  TU  +  t{(p'  +  TU'  +  UX), 
}=Z  +TV  +  t{x'  +TV'  +  VX), 
Z  =  \f.f-\-TW  +  t  (t//  +  TW'  +tOx), 

Hierin  sind,  da  wir  einen  bestimmten  Punkt  (.?,  r)  der  Fläche  (9) 
gewählt  haben,  alle  Grössen  mit  Ausnahme  von  t  und  x  =  dT:ds 
bestimmt.  Nämlich  x  hängt  davon  ab,  zu  welchem  unendlich  be- 
nachbarten Punkte  der  Fläche  wir  übergehen.  Geben  wir  t  und  x 
alle  möglichen  Werte,  so  stellen  die  Gleichungen  (10)  die  Coordi- 
naten X,  }\  Z  aller  Punkte  auf  den  Tangenten  der  Fläche  an  der 
Stelle  (ä,  r)  dar.  Diese  Punkte  erfüllen  eben  die  gesuchte  Tangenten- 
ebene. Ihre  Coordinaten  genügen  insbesondere  der  durch  Elimination 
von  t  und  x  aus  (10)  hervorgehenden  Gleichung,  die,  weil  das 
System  (10)  in  t  und  r  +  tx  linear  ist,  einfach  so  lautet: 

X  —  ff      ff)    +  T  u       u 

Y—X     /  +  TV      V 
Z  —  1/'      1/''  +  Txr!     w 


(11) 


=  0. 
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Dies  also  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene  des  Punktes 
(s,  t)  oder  (y,  t),  j)  der  geradlinigen  Fläche,  und  zwar  geschrieben 
in  den  laufenden  Coordinaten  Xj  Y,  Z.  Natürlich  enthält  die  Ebene 
insbesondere  die  durch  den  Punkt  {s,  r)  gehende  Erzeugende  der 
Fläche.  In  der  That  wird  (11)  erfüllt,  wenn  man  darin  für  X,  J,  Z 
die  Werte  y,  \),  j  aus  (9)  einsetzt. 

Betrachten  wir  jetzt  verschiedene  Punkte  {s,  r)  einer  Er- 
zeugenden und  ihre  Tangentenebenen.  Die  Punkte  einer  Erzeugenden 
haben  dasselbe  s,  aber  verschiedenes  r.  Da  r  in  (11)  auftritt,  so 
folgt,  was  ja  vorauszusehen  war,  dass  verschiedene  Punkte  einer 
Erzeugenden  verschiedene  Tangentenebenen  haben.  Da  alle  diese 
Tangentenebenen  die  Erzeugende  selbst  enthalten,  so  können  wir 
sagen:  Durchläuft  ein  Punkt  (s,  r)  eine  Erzeugende  der  geradlinigen 
Fläche,  so  dreht  sich  seine  Tangentenebene  um  diese  Erzeugende, 
und  zwar  nach  einem  gewissen  Gesetze,  das  wir  hier  noch  nicht 
genauer  untersuchen  wollen. 

Dagegen  wollen  wir  uns  fragen,  wann  es  vorkommt,  dass  alle 
Punkte  einer  Erzeugenden  dieselbe  Tangentenebene  haben. 
Analytisch  ausgesprochen:  Unter  welcher  Bedingung  enthält  die 
Gleichung  (11)  nur  scheinbar  die  längs  der  Erzeugenden  veränder- 
liche Grösse  r?    Da  die  Gleichung  so  geschrieben  werden  kann: 


X  —  (p 

¥ 

U 

X  —  (f 

y-x 

X' 

V 

+  r 

y-x 

Z-xl) 

V 

w 

Z-it) 

1 

u 


V 


w 


u 


V 


w 


=  0, 


so  enthält  sie  r  nur  dann  bloss  scheinbar,  wenn  die  beiden  Deter- 
minanten einzeln  gleich  Null  gesetzt  dieselbe  Gleichung  in  X  —  qp, 
y— /,  Z  —  ifj  ergeben,  d.  h.  wenn 


7> 
X 

1// 


U       U 


o 


V 


10     w 


=  0 


ist.  Nach  Satz  5  und  6  tritt  dies  nur  für  die  Tangentenflächen 
der  Raumcurven  ein,  zu  denen  wir,  wie  gesagt,  auch  die  Kegel  und 
Cylinder  rechnen.     Also: 

Satz  7:  Die  Tangentenflächen  der  Curven  sind  die 
einzigen  geradlinigen  Flächen,  bei  denen  die  Tangenten- 
ebene in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  dieselbe  ist. 

Oder  auch: 

Satz   8:     Die  Tangentenflächen    der    Curven    sind    die 
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einzigen   Flächen,    die   von  jeder    ihrer   Tangentenebenen 
längs  einer  Geraden  berührt  werden. 

Aus  leicht  ersichtlichem  Grunde  konnte  in  diesem  Satze  von 
„Flächen*^  statt  von  „geradlinigen  Flächen"  gesprochen  werden. 

Dies  Ergebnis  hätten  wir  auch  geometrisch  ableiten  können, 
denn  wenn  längs  einer  Erzeugenden  der  geradlinigen  Fläche  die 
Tangentenebene  überall  dieselbe  ist,  so  heisst  dies,  dass  die  Er- 
zeugende mit  allen  ihr  unendlich  benachbarten  Punkten  der  Fläche, 
also  mit  der  unendlich  benachbarten  Erzeugenden  in  einer  Ebene 
liegt,  die  Erzeugenden  also  die  Tangenten  einer  Curve  sind. 

Die  Tangentenebenen  einer  Tangentenfläche  enthalten  je  zwei 
unendlich  benachbarte  Tangenten  der  Curve  und  werden  daher 
Schmiegungsebcnen  sein,  nach  S.  174.  Zum  Ueberfluss  sei  dies 
analytisch  bestätigt:  Wenn  die  Erzeugenden  die  Tangenten  der 
Curve  (8)  sind,  so  sind  ihre  Richtungscosinus  u,  v,  w  gleich  gp',  /',  t//, 
sodass  sich  die  Gleichung  (11)  der  Tangentenebene  auf 

—  (f'     (p       (p 
Y-x     X'     X     =0 

reduciert.    Hiermit  vergleiche  man  die  Gleichung  (3)  der  Schmiegungs- 
ebene  auf  S.  17H. 

Satz  9:  Die  Tangentenfläche  einer  Curve  hat  zu  Tan- 
geutenebenen  die  Schmiegungsebcnen  der  Curve. 


§  3.    Abwickelbare  Flächen. 

In  §  1  erkannten  wir,  dass  die  Tangentenflächen  von  Curven 
ohne  Dehnung  auf  die  Ebene  abgewickelt  werden  können.  Dies 
bewiesen  wir  dadurch,  dass  wir  die  Tangentenfläche  Punkt  für  Punkt 
auf  die  Ebene  so  abbildeten,  dass  der  unendlich  kleine  Abstand 
zweier  unendlich  benaclibarter  Punkte  der  Fläche  gleich  dem  Ab- 
stand ihrer  Bildpunkte  war.  Daraus  konnten  wir  schliessen,  dass 
jede  Curve  auf  der  Fläche  gerade  so  lang  wie  ihre  Bildcurve  ist. 

Wir  gehen  nun  darauf  aus,  die  wichtige  Umkehrung  zu  be- 
weisen, die  wir  schon  auf  S.  2G7  andeuteten. 

Wir  nehmen  an,  eine  Fläche  im  Räume  sei  punktweise  nach 
irgend  einem  Gesetz  auf  die  Ebene  abgebildet,  sodass  jedem  Punkt 
X,  t/,  z)   der   Fläche    ein    Punkt   (j,  9)    einer   f  ^-Ebene   entspricht. 


,<¥  5.    AhumMhare  Flächen.  279 


Analytisch  wird  eine  solche  Abbildung  dadurch  hergestellt,  dass 
man  jt,  y,  z  als  Functionen  von  ;,  ^  giebt: 

(1)  ^  =  9>(J,  ^),      y  =  /(r,  9),      ^  =  V'(J,  ^). 

Jedem  Punkt  (j,  ^)  der  Ebene  entspricht  hierdurch  ein  Punkt  (a:,  y,  z) 
im  Baume.  Alle  diese  Punkte  [x,  y^  z)  erfüllen  eine  Fläche,  denn 
wenn  man  ;  und  ^  aus  (1)  eliminiert,  so  geht  eine  Gleichung 
jP(ar,  y,  z)  =  0  hervor. 

Es  ist  der  Abstand  d^  zweier  unendlich  benachbai*ter  Punkte 
(y,  5)  und  (j  +  <^y,  9  +  ^5)  in  der  Ebene  gegeben  durch: 

(2)  r/§2  =  rfj2  +  (f^2. 


(4) 


Dem  Punkt  (j,  9)  entspricht  auf  der  Fläche  der  Punkt  (x,  y,  r) 
oder  (1),  dem  Punkte  (f  +  (/j,  ^  -f-  ^/i))  der  Punkt  mit  den  Coordi- 
naten : 

I  X  +  rfa:  =  qp  +  tf^di  -f  y^fl^^, 

(a)  j  y  +  ^y=/  +/5^f  +/t,'^l), 

Der  Abstand  dieser  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  auf  der 
Fläche  hat  das  Quadrat: 

Wir  wollen  nun  eine  solche  punktweise  Abbildung  der  Fläche  auf 
die  Ebene  ins  Auge  fassen,  bei  der  jede  Curve  auf  der  Fläche  die- 
selbe Länge  wie  die  Bildcurve  in  der  Ebene  hat,  bei  der  also  das 
Bogenelement  ds  auf  der  Fläche  mit  dem  Bogenelement  £^^  in  der 
Ebene  übereinstimmt. 

Damit  aber  die  Werte  (2)  und  (4)  übereinstimmen,  wie  auch 
</|  und  d'^  gewählt  sein  mögen,  müssen  die  drei  Gleichungen  be- 
steben: 

1  '/•.'  +  Xt'  +   V,"  -  1 , 

I 


Wir  setzen  also  voraus,  dass  g),  /,  yj  drei  solche  Functionen 
von  y  und  t)  seien,  die  diese  Bedingungen  (5)  für  beliebige  Werte- 
paare y,  t)  befriedigen. 

Um  aus  dieser  Voraussetzung  Schlüsse  zu  ziehen,  diflFerenzieren 
wir  die  Gleichungen  (5)  partiell  nach  y  und  partiell  nach  Q: 
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S  ?Pi)  yji)  =  Ö ,  S  9^1, 9>i,i,  =  0 . 

Die  Symbole  S  beziehen  sich  auf  (p,  /,  t//,  während  die  Indices  ; 
und  Q  jedesmal  in  allen  drei  Gliedern  der  Summen  dieselben  sind. 
Die  Gleichungen  lassen  sich  offenbar  vereinfachen: 

Die  beiden  links  stehenden  Gleichungen  zeigen,  dass  sich  (p^^,  ^uj 
tfj^^  wie  die  Determinanten 

zu  einander  verhalten.  Dasselbe  lehrt  das  mittlere  Paar  für  qpj^, 
/jt)y  V^jrt)  uttd  das  rechte  Paar  fiir  r//^,,,  z^^,  t/'i,^.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Functionaldeterminante  von  qpj  und  /j,  ebenso  die 
von  /^  und  t/Zj  und  drittens  die  von  yj^  und  qpj,  aber  auch  die  von 
(f^  und  /^,  die  von  Xt^  ^^^  ^ptf  sowie  die  von  xp^  und  qp,,  für  be- 
liebige Wertepaare  j,  ^  gleich  Null  ist.  Aus  Satz  54,  S.  82, 
folgt  also: 

Die  drei  Ableitungen  qpj,  ;^j,  i/'j  sind  Functionen  von  einer 
einzigen  Function  (>(f,  t))  und  die  drei  Ableitungen  f/^,  /^,  rp^  eben- 
falls ITunctionen  von  einer  einzigen  Function  ^^(j,  ^). 

Nach  der  zweiten  Gleichung  (5)  besteht  folglich,  da  alle  Grössen 
hierin  nur  (>  bez.  a  enthalten,  eine  Gleichung  zwischen  q  und  <r. 
Die  Function  (t  ist  demnach  eine  Function  von  (j,  sodass  wir  finden: 

Alle  sechs  partiellen  Ableitungen  von  gp,  /,  xp  sind 
Functionen  einer  einzigen  Function  p(y,  9),  etwa  so: 


(ö) 


Vk  =  ^1  {q)  1    xi^B^  [q)  ,     V'e  =  ^1  (e) , 


Da  (jr^t,  =  <Pt)?:  ist,  so  folgt  hieraus  noch: 

und  analoge  Formeln  mit  B  oder  C  statt  .>f.     Also: 
^^  >j        -li'(^)~       i^i'(v)        ^/to' 
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Wir  erkennen  hieraus,  dass  in  der  (j5)-Ebene  die  Curven 
(8)  p(f,  9)  =  Const. 

Geraden  sind,  denn  längs  einer  solchen  Curve  ist: 

nach  (7)  ist  also  längs  der  Curve  dt):d^  eine  Function  von  p,  mit- 
hin wegen  (8)  constant  Den  cx)^  Geraden  (>  =  üonst.  entsprechen 
nun  auch  auf  der  Fläche  Geraden.  In  der  That:  Beschreibt  der 
Punkt  (j,  \))  eine  Curve  (8)  in  der  Ebene,  so  beschreibt  der  ihm 
vermöge  (1)  zugeordnete  Punkt  {x,  y,  z)  eine  Curve  auf  der  Fläche, 
längs  deren: 

dx\dy:dz=^  {(p^d^  +  (pMd\)):{x^di  +  Xnd\)):{yj^di  +  \ptid\)) 

ist.  Aber  bierin  sind  die  Ableitungen  von  (p,  /,  ip  nach  (6)  Func- 
tionen von  (),  also  wegen  (8)  constant,  und  dasselbe  gilt,  wie  gesagt, 
für  dtfid^c.  Also  sind  auch  die  Verhältnisse  dx:di/:dz  constant, 
sobald  der  Bildpunkt  des  Punktes  (ar,y,  z)  eine  Gerade  (j  =  Const. 
in  der  Ebene  beschreibt  In  der  Ebene  giebt  es  somit  co^  Ge- 
raden, denen  auf  der  Fläche  wieder  oo*  Geraden  ent- 
sprechen. 

Die  oo^  Geraden   in   der   Ebene   umhüllen   eine  Curve,  deren 
Gleichungen  in  den  laufenden  Coordinaten  ^q,  t)^  seien: 

ausgedrückt  durch  einen  Parameter  t  Zu  jedem  Wert  von  t  gehört 
eine  Tangente  der  Curve,  d.  h.  eine  Gerade  q  =  Const.  Es  ist  da- 
her Q  eine  Function  von  t,  ja  wir  können  direct  q  =  t  setzen,  da 
die  obigen  Betrachtungen  ausnahmslos  richtig  bleiben,  wenn  wir  q 
durch  eine  Function  von  (>  ersetzen.  Die  Tangenten  der  Curve  (9) 
haben  nun  die  Gleichungen: 

(10)  j  =  u{q)  +  u'{())t,       t)  -  v(i))  +  i;'((>)r, 

ausgedrückt  durch  einen  Parameter  r.  Jeder  Punkt  (y ,  vj)  der  Ebene 
liegt  auf  einer  solchen  Tangente  (10).  Infolge  von  (1)  und  (10) 
sind  die  Coordinaten  der  Flächenpunkte  (x,  y,  z)  Functionen  von  (> 
und  T.     Für  diese  Functionen  ist  nach  (10): 

(11)  If  =  If  «'  (c)  +  |-^«''(C)  =  9'I«'(C)  +  <Pn^'i(>) 

u.  s.  w.,  d.  h.  nach  (6)  sind  die  partiellen  Ableitungen  von  x^  y^  x 
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uach  r  nur  von  q  abhängig,  mit  anderen  Worten:  x,  y,  z  drücken 
sich  linear  in  r  aus: 

(12)     x=0(q)+U{o)t,    y=X((>)+r((>)T,     z=y^((>)+r(«)r. 

Weil  nun  nach  (10): 

dx         d  X  ,  ,   .      ff    \  ,    ö  ^  f  '   ,     ff    \ 

aT  =  dj  («  +  «  ^)  +  -öj  ("  +  «  ^) 

ist,  so  folgt,  sobald  man  hiervon  die  Gleichung  (11)  abzieht: 

dx        dx        I  dx    „   ,    dx    „\ 

oder  wegen  (12): 

Hierin  aber  sind  -^^    und  -^—  oder  (f'^  und  y^  nach  (6)  Functionen 

von  (>  allein.  Ausser  q  tritt  in  dieser  Gleichung  r  nur  linear  rechts 
und  links  auf.  Daher  muss  (1/  =  U  sein.  Ebenso  kommt  X'  =  T, 
y^  =  /r,  sodass  wir  statt  (12)  haben: 

X  =  0(o)  +  (//((;)  T,      j/  =  X(p)  +  X'(o)T,       z  -  y^((,)+  V'((i)r. 

Dies  aber  sind  die  Gleichungen  der  Tangentenfläche  der  Raumcurve 
mit  den  laufenden  Coordinaten  x^,,  y^,  z^,  die  durch 

^0  =  *  ((') .      !/o  =  X  («) ,       z,  =  Vf{Q) 

dargestellt  ist,  ausgedrückt  durch  den  Parameter  (). 

Die  Fläche  im  Räume  muss  demnach  die  Tangentenfläche 
einer  Curve  sein. 

Die  Betrachtungen  des  §  1  werden  mithin  ergänzt  durch  ihre 
Umkehrung:* 

Satz  10:  Eine  Fläche  lässt  sich  nur  dann  in  der  Art 
punktweise  auf  die  Ebene  beziehen,  dass  jeder  Curve  der 
Fläche  eine  gleichlange  Curve  in  der  Ebene  entspricht, 
wenn  sie  von  den  Tangenten  einer  Curve  gebildet  wird. 

Oder  auch: 

Satz  11:  Die  Taugentenflächen  von  Curven  sind  die 
einzigen  in  die  Ebene  ohne  Dehnung  abwickelbarenFIächen. 


*  Diese  Umkehniiig  wurde  zuerst  von  15onnet  bewiesen:  „Recherche 
des  surfaces  que  Ton  peut  representer  sur  un  plan*',  Annali  di  Matern. 
Serie  II,  t  VU  (1875). 


§  4.    Allgemeine  Definition  der  Schraubenlinien. 
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Wir  erwähnten  schon  auf  S.  26  7 ,  dass  eine  auf  die  Ebene 
ohne  Dehnung  abwickelbare  "Fläche  kurz  eine  abwickelbare  oder 
developpabele  Fläche  heisst  Die  Benennungen:  abwickelbare 
Fläche  und  Tangentenfläche  einer  Curve  bedeuten  also 
dasselbe. 

Wir  können  das  Ergebnis  auch  so  aussprechen: 

Satz  12:  Verbiegt  man  die  Ebene  —  oder  ein  Stück 
von  ihr  —  ohne  Dehnung,  so  geht  durch  jeden  Punkt  der 
entstehenden  Fläche  eine  Gerade,  die  vollständig  auf  der 
Fläche  liegt,  und  alle  diese  Geraden  sind  die  Tangenten 
einer  Curve. 

Beispiel:  Ist  längs  einer  Curve  e  der  Krümmungsradius  r  constant,  so 
ist  die  bei  der  Abwickelung  in  die  Ebene  hervorgehende  ebene  Curve  &  ein  Kreis, 
nach  S.  264  und  Satz  29,  S.  41.  Man  kann  daher  umgekehrt  alle  Raumcurven  von 
constanter  Krümmung,  die  wir  in  Satz  42, 
S.  252,  analytisch  darstellten,  mechanisch 
80  erzengen:  Man  legt  zwei  Blätter 
Papier  aufeinander  und  schneidet  aus 
beiden  denselben  Kreis  c'  aus  (siehe 
Fig.  59).  Alsdann  befestigt  man  beide 
Blätter  längs  des  Kreises  aneinander, 
schneidet  aber  an  einer  Stelle  beide 
Blätter  vom  Aussenrande  bis  zum  Kreis 
durch.  Biegt  man  nun  die  Fläche  aus- 
einander, so  geht  der  Kreis  in  eine 
Ranmcurve  constanter  Krümmung  über. 
Es  ist  nützlich,  auf  beiden  Blättern  in 
einem  Punkte  P'  die  Tangenten  des 
Kreises  zu  zeichnen.  Man  erkennt  bei 
der  Verbiegung,  dass  auf  dem  einen 
Blatt  der  eine,  auf  dem  anderen  der 
andere  Teil  der  Tangente  geradlinig  bleibt.  Insbesondere  kann  man  das 
Modell  so  verbiegen,  dass  die  Gratlinie  eine  gemeine  Schraubenlinie  wird,  da 
die  gemeine  Schraubenlinie  nach  8.  184  oonstante  Krümmung  hat.  Diese 
Tangentenfläche  einer  gemeinen  Schraubenlinie  ist  in  Fig.  57,  S.  267,  dargestellt. 


§  4.  Allgemeine  Definition  der  Schraubenlinien. 

Zu  den  abwickelbaren  Flächen  gehören  insbesondere  die  Cy- 
linderflächen.  Bei  der  Abwickelung  gehen  ihre  Mantellinien  in 
parallele  Geraden  über.  Als  Schraubenlinien  definierten  wir  auf 
S.  223  diejenigen  Curven  auf  den  Cylinderflächen,  die  alle  Mantel« 
linien  unter  demselben  Winkel  schneiden.  Bei  der  Abwickelung 
gehen   sie   offenbar  in   Geraden   über.     Man   sieht ^    dass   wir   die 
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Schraubenlinien  auch  als  diejenigen  Curven  auf  Cyl inderflächen 
definieren  können,  die  bei  der  Abwickelung  in  die  Ebene  in  Geraden 
übergehen,  d.  h.  als  die  geodätischen  Linien  der  Cylinder 
(siehe  S.  270). 

Beide  Definitionen  decken  sich  nun  keineswegs  voll- 
ständig, die  letztere  ist  vielmehr  die  umfassendere.  In  der  Tbat: 
Bei  der  ersten  Definition  spielt  der  Wiokel,  unter  dem  die  Mantel- 
linien von  der  Curve  geschnitten  werden,  die  Hauptrolle.  Es  giebt 
aber  Cylinder,  bei  denen  man  von  solchen  Winkeln  gar  nicht  reden 
kann.  Es  sind  dies  die  Cylinder,  deren  Mantellinien  Minimalgerade 
sind  (S.  142).  Eine  Minimalgerade  hat  keine  Richtungscosinus,  und 
wir  können  ihren  Winkel  mit  irgend  einer  gegebenen  Richtung 
nicht  bestimmen.  Die  bisherige  Definition  der  Schrauben- 
linien versagt  daher  für  die  Cylinder,  deren  Mantellinien 
Minimalgeraden  sind.  Wir  werden  aber  sehen,  dass  die  zweite 
Definition  wirklich  zu  Curven  auf  solchen  Cylindern  führt,  und  da- 
her ist  es  angebracht,  überhaupt  die  Schraubenlinien  als 
die  geodätischen  Linien  der  Cylinder  zu  definieren. 

Thatsächlich  wurden  wir  in  §  15  des  zweiten  Abschnittes, 
S.  224,  zu  imaginären  Curven  geführt,  die  in  diesem  Sinne  Schrauben- 
linien sind,  und  indem  wir  dies  zeigen,  geben  wir  den  damals  zurück- 
gestellten Nachweis.  Es  handelte  sich  damals  um  die  Curven,  bei 
denen  das  Verhältnis  aus  Krümmung  und  Torsion  gleich  t  ist.  Wir 
hatten  gefunden,  dass  sie  alle  mit  der  imaginären  Curve: 

ds 


-ff^ 


ds 


congruent  sind.  Wir  legen  nun  durch  die  Punkte  dieser  Curve, 
deren  Bogenlänge  s  und  Krümmungsradius  r  ist,  Minimalgeraden, 
nämlich  diejenigen,  die  der  Miuimalgeraden 

(2)  :r  -  i  y  =  0  ,        z  =  0 

parallel  sind.     Dadurch  geht  ein  imaginärer  Cylinder  hervor. 

Längs  einer  Geraden,  die  der  Geraden  (2)  parallel  ist,  wachsen 
die  Coordinaten  proportional  mit  £,  1,  0.  Gehen  wir  also  von  einem 
Punkt  (x,  y,  z)  der  Curve  (1)  aus  längs  der  hindurchgehenden  Mantel- 
linie des  Cylinders,  so  werden  x,  y,  z  etwa  um  i  t,  t,  0  wachsen,  wobei 
dann  t  eine  beliebige  Grösse  ist.  Die  Punkte  des  Cylinders  werden 
deshalb  analytisch  gegeben  durch  die  Gleichungen: 
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-// 


ds  j 
—  ds , 


Jedem  Wertepaar  Sj  t  entspricht  ein  Punkt  der  Cylinderfläche,  näm- 
lich ein  Punkt  auf  derjenigen  Mantellinie,  die  durch  den  Punkt  («) 
der  Curve  (1)  geht.     Setzen  wir  nun: 

Ä  -  i7  =  y,       ^  =  ^ 
oder  also: 

(4)  *  =  J  +  2tJ,  ^=t) 

so  wird  jedem  Punkte  (ä,  <)  des  Cylinders  (3)  ein  Punkt  (f ,  xj)  in  einer 
59-Ebene  zugeordnet,  und  umgekehrt  Betrachten  wir  z.  B.  einen 
bestimmten  Punkt  (y ,  ^)  dieser  Ebene,  d.  h.  wählen  wir  y ,  i)  bestimmt 
so  giebt  (4)  Werte  für  s  und  t  und  (3)  den  zugehörigen  Punkt 
(x,y,  r)  des  Cylinders. 

Wenn  wir  s  und  t  als  die  durch  (4)  definierten  Functionen  von 

y  und  Q  auffassen^  so  sind  durch  (3)  auch  x^y^z  als  Funktionen  von 

y  und  Q  gegeben,  so  dass  wir  zu  Gleichungen  kommen,  wie  sie  zu 

Anfang  des  vorigen  Paragraphen  in  (1),  S.  279,  vorlagen.     Wir  lassen 

nun  y  und  5  um  beliebige  Incremen te  rfy  und  d\)  wachsen.     Dabei 

beschreibt   der   Bildpunkt   (y,  5)  ein  Bogenelement,  dessen  Quadrat 

gleich 

df  +  d\i^ 

ist     Nach  (4)  wachsen  dann  s  und  t  um: 

ds  =  d^  +  id\)  ,      dt=dr), 

sodass  nach  (3)  auch  x,  y,  z  wachsen^  nämlich  um: 

d.T  =  j  {{/v)'  -  2}  ^^  +  '■'^9)  +  idt) , 

dz=  -  j~  pf  +  id\)\  . 

Der  Punkt  (x,  y,  z)   beschreibt   also   auf  dem  Cyliuder  (3)  ein 
Bogenelement,  dessen  Quadrat  sich  so  berechnet: 

dx*  +  dy*  +  dz^  =   \di  +  irft)}»  -  2  ijdf  +  id^\d^  = 

=  {rfj  +  idt)\{di  -  idt)]  =  djc*  +  d\)K 

Also  folgt:    Der  imaginäre  Cylinder  (3)  ist  vermöge  (4)  punktweise 
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in  der  Ai*t  auf  die  ;k)-Ebene  abgebildet,  dass  jedes  Bogeneleinent 
auf  dem  Cylinder  im  Bilde  in  derselben  Länge  erscheint  Mit 
anderen  Worten:  Der  imaginäre  Cylinder  (8)  ist  auf  die 
j^-Ebene  abgewickelt  worden.  Die  Gleichungen  (3)  geben  ins- 
besondere für  ^  =  0  die  Curve  (1).  Das  Bild  dieser  Curve  in  der 
y^-Ebene  ist  nach  (4)  die  Curve,  für  die  ^  =  0  ist,  d.  h.  die  y-Axe. 
Bei  der  Abwickelung  geht  mithin  die  Curve  (1)  in  eine 
Gerade  über. 

Die  Curven  also,  bei  denen  das  Verhältnis  aus  Krüm- 
mung und  Torsion  gleich  i  ist,  sind  geodätische  Linien 
auf  Cylindern,  deren  Mantellinien  Minimalgeraden  sind, 
und  dürfen  infolge  dessen  als  Schraubenlinien  bezeichnet 
werden. 

Hiermit  ist  aber  die  Lücke  auf  S.  224  noch  nicht  vollständig 
ausgefüllt.  Um  nämlich  den  damaligen  Satz  28  zu  beweisen,  mussten 
wir  noch  umgekehrt  zeigen,  dass  bei  jeder  Schraubenlinie  das  Ver- 
hältnis aus  Krümmung  und  Torsion  constant  ist.  Dabei  machten 
wir  damals  davon  Gebrauch,  dass  eine  Curve,  deren  Tangente  die 
Kichtungscosinus  a,  ß,  y  hat,  eine  Schraubenlinie  ist,  wenn  es  eine 
Richtung  mit  constanten  Cosiijus  a,  b,  c  derart  giebt,  dass  längs  der 

Curve 

Saa  =  Coust. 

ist  (siehe  (7)  auf  S.  223).  Im  jetzigen  Fall  aber  ist  diese  Rich- 
tung als  Richtung  einer  Minimalgeraden  anzunehmen,  und  daher  ist 
jetzt  von  Richtungscosinus  a,  b,  c  keine  Rede.  Wir  werden  aber 
zeigen,  dass  auch  bei  den  Schraubenlinien  auf  Cylindern  von  Minimal- 
geraden eine  solche  Relation  besteht,  sodass  die  Schlussfolgerung 
auf  S.  223  richtig  bleibt. 

Es  sei 
(5)  X  =  (f.{8) ,       y  =  x[s),       -  =  V^  W 

irgend  eine  Curve  mit  der  Bogenlänge  s.  Durch  ihre  Punkte  legen 
wir  parallele  Mininialgeraden,  längs  deren  also  die  Coordinaten  um 
Grössen  zunehmen,  die  drei  solchen  imaginären  Constanten  a,  ^,  c 
proportional  sind,  für  die: 

(0)  a^  +  P  +  c^  =  i) 

ist.     Alsdann  geht  der  Cylinder  hervor: 

(7)  T  =  (f[s)^  atj       y  =;|^(,v)  + />/,        r  =  T/' (ä)  +  c  /  . 

Lassen  wir  s  und  t  um  ds  und  dt  wachsen,  so  beschreibt  der  Punkt 
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(x,y,  z)  auf  der  Fläche  ein  Bogenelement,  dessen  Quadrat  wegen  (6) 
den  Wert  hat: 

dx^  +  dy^  +  dz^=^Z[(p'ds  +  adtY=^Z(p'^d8^+  2Sa(p'dsdt 

oder,  wenn  wir  die  Richtungscosinus  der  Tangente  der  Curve  (5) 
mit  Uy  ßj  Y  bezeichnen: 

dx^  +  dy^  +  dz^  =  ds^  +  2Sacedsdt=z  ds(ds  +  2Saadt). 

In  der  ^^-Ebene  ist  nun  das  Quadrat  des  Bogenelementes : 

dic^  +  d\)^  =  (d^  +  idt))  (rfy  -  idt)) . 

Wollen  wir  den  Cylinder  (7)  in  die  Ebene  abwickeln,  d.  h.  punkt- 
weise so  abbilden,  dass  die  Bogenelemente  für  entsprechende  Punkte 
übereinstimmen,  so  müssen  wir  also  die  in  (7)  auftretenden  Para- 
meter 8  und  t  so  als  Functionen  von  ;  und  ^  bestimmen  oder, 
was  dasselbe  ist,  ;  und  t)  so  als  Functionen  von  s  und  /  be- 
stimmen, dass: 

{d^  +  id\)){d^  —  idt))  =  ds{ds  +  2Saadt) 

wird.     Führen  wir  noch  eine  Function  o}{s,  {)   ein,   so   muss   also 

einzeln: 

rff  +  idJ^  =  cods 

dl  —  id\)  =  —{ds  +  2Saadt) 
sein,  woraus  folgt: 

dt\  = -'    lo) ids-] Saadt, 

Ea  muss  also  einzeln  sein: 


-ä"^- =    o     ft>H ,  ^-.=^—Saa, 

I  OS  2    \  b) )  dt         ct)  ' 

1  \  dt)  t  o 

i)  j  dt         (1) 


^'^  I  dn        -i(  1  \  dt)         i 


Bekanntlich  lassen   sich  zwei  Functionen  ;  und  t)  von  s  und  t 
hieraus  nur  dann  bestimmen,    wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

j9di-__j9    öj  d^  dl)  _    d^  dj 

dtds~^dsdt^         dtds~'dsdt' 

Sie  liefern,  wenn  man  bedenkt,  dass  a,  ß,  y  von  s  abhängen: 
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2  \  cü*/  dt  (ü*    o  s  cü 

2\  tjj^l  a  t  (jS*    o  8  tu 

Addieren  wir  das  t-fache  der  zweiten  Gleichung  zur  ersten,  so  folgt, 

dass  ^  =  0 ,    also   (o   eine  Function   von  s   allein  sein    muss,    so- 

dt 

dass  bleibt: 

1    db)        San' 

Hieraus  folgt: 

G}  =  ASaci       (^  =  Const). 

Wählen  wir  also  (o  in  dieser  Weise  als  Function  von  s,  so  könnep 
wir  aus  (8)  die  Function  ;  und  \)  von  s  und  ^  durch  Quadratur 
bestimmen.  Alsdann  entspricht  jedem  Punkt  {xy  y,  z)  oder  («,  Q  des 
aus  Minimalgeraden  bestehenden  Cy linders  (7)  ein  Punkt  (;,  tjj)  der 
Ebene  in  der  Art,  dass  entsprechende  Bogenelemente  auf  dem 
Cylinder  und  in  der  Ebene  einander  gleich  sind.  Der  imaginäre 
Cylinder  (7)  ist  dadurch  auf  die  Ebene  abgewickelt  Ins- 
besondere können  wir  die  Constante  A  =  l  annehmen,  also 

(9)  fif  =  Sacc 

setzen. 

Nun  wollen  wir  aber  voraussetzen,  die  Curve  (5)  sei  eine 
Schraubenlinie  auf  dem  Cylinder  (7),  d.  h.  eine  geodätische  Linie, 
deren  Abwickelung  in  der  Ebene  eine  Gerade  ist.  Die  Gleichungen 
(7)  geben  diese  Curve,  wenn  /  =  0  gesetzt  wird.  Mithin  ist  zu  ver- 
langen, dass  die  Functionen  ;  und  \)  von  s  und  t,  die  durch  (8) 
bestimmt  sind,  so  beschaffen  seien,  dass  sie  f&r  ^  =  0  eine  Parameter- 
darstellung  einer  Geraden  —  mit   dem   Parameter  s  —   ergeben, 

dass  also  für  ^  =  0  das  Verhältnis: 

1 

O  l)        Ö  f  _  .  0) 

d  s  '  d  s  ~~  1 

u  + 

Gl 

constant,  frei  von  x,  sei.  Da  dies  nach  (9)  nur  von  *  abhängt,  so 
kommt  dies  darauf  hinaus,  dass 

Sau  =  Const. 
sein  muss. 

Die  Curve  (5)  ist  also  dann  eine  geodätische  Linie 
(Schraubenlinie)  des  imaginären  Cylinders  (7),  wenn 

(10)  Saa=C, 

einer  Constanten,  ist. 
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Es  besteht  also  wie  auf  S.  223  in  (7)  eine  Gleichung,  aus  der 
wie  damals  in  (8)  und  (9)  folgt: 

(11)  Sa/=0, 

(12)  ^=-.J^. 

^      '  r  San 

Auch  folgt  wie  dort 

(13)  SaA  =  Con8t.  =  B, 
sodass  (12)  giebt: 

Nun  ist  nach  (10)  und  (13): 

J52  +  C2  =  (Sac^)*  +  (SaA)2, 

und  hierfür  können  wir  nach  II  [B)  und  (6)  schreiben: 

^2+ ^2=  -Sa^P-2Sa^/wi=  -(Sa/)% 
sodass  nach  (11) 

J5a  +  C»  =  0 
und  nach  (14) 


9_  _ 

ist. 


=  ±i 

r 


Wir  haben  also  gefunden: 

Satz  13:  Eine  Curve  ist  Schraubenlinie  (geodätische 
Linie)  auf  einem  Cylinder  von  Minimalgeraden,  wenn 
zwischen  den  Richtungscosinus  a,  /?,  y  ihrer  Tangente  eine 
lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  besteht: 

aa  +  b ß  +  cy  =^  Const., 

Iß  der  a,  b,  c  der  Bedingung: 

a^  +  b^  +  c^=^0 

genügen.  Das  Verhältnis  aus  Krümmung  und  Torsion  ist 
längs  der  Curve  gleich  ±  *•  Die  Mantellinien  des  Cylinders 
sind  der  Minimalgeraden: 

x\y\z  =  a\b\c 
parallel. 

Hiermit  ist  die  Lücke  auf  S.  224  vollständig  ausgefüllt. 

§  5.    Eingehüllte  einer  Ebenenschar. 

Wir  wissen,  dass  die  Tangentenfläche  einer  Raumcurve  die 
cx)*  Schmiegungsebenen  der  Curve  zu  Tangentenebenen  hat  (nach 
Satz  9,  S.  278). 

ScHBmEBS,  Geom.  Dlifr.  I.  Id 
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Jetzt  wollen  wir  umgekehrt  von  einer  einfach  unendlichen 
Schar  von  Ebenen  ausgehen  und  die  von  ihnen  eingehüllte  Fläche 
untersuchen. 

Eine  Ebene  wird  durch  eine  in  x,  y ,  z  lineare  Gleichung  dar- 
gestellt. Eine  Schar  von  oo^  Ebenen  also  wird  durch  eine  solche 
in  Xf  ;/,  z  lineare  Gleichung: 

(1)  u{t)x  +  v{t)i/  +  w{t)z  =  (i)(t) 

dargestellt,  deren  Coefficienten  u,  r,  w,  (o  Functionen  eines  Para- 
meters t  sind.  Zu  jedem  Werte  von  t  gehört  eine  bestimmte 
Ebene  (1),  die  wir  als  die  Ebene  {t)  bezeichnen  können.  Von  dem 
trivialen  Fall,  dass  alle  cc^  Ebenen  (1)  durch  einen  Punkt  gehen 
und  also  einen  Kegel  umhüllen  oder  alle  einer  Geraden  parallel 
sind  und  also  einen  Cylinder  umhüllen,  sehen  wir  ab. 

Zwei  unendlich  benachbarte  Ebenen  {t)  und  {t  +  d  t)  der  Schar 
sind  die  Ebene  (1)  und  die  Ebene: 

(2)  [u  +  u  dt)x  -\-  [v  +  V  d t)y  +  {w  +  w  dt)z  =  ot  +  (odt. 

Die  Schnittgerade  beider  Ebenen  erfüllt  beide  Gleichungen.  Die 
zweite  vereinfacht  sich  wegen  der  ersten: 

u  x  •\'  V  y  +  ir  z  =  f// . 

Die  beiden  Gleichungen: 

u  x  ■\'  V  y  -\-  xü  z  =■  (ti  ^ 
u  X  •\'  V  y  -\-  w  z  =  M 

stellen  also  die  Schnittgerade  der  Ebenen  {£)  und  (^+  <//)  dar.  Zu 
jedem  Werte  {f)  gehört  eine  bestimmte  Gerade  (3).  Es  liegen  also 
oo^  Geraden  (3)  vor.  Sie  bilden  eine  geradlinige  Fläche,  und  wir 
l)ehaupten,  dass  dies  eine  abwickelbare  Fläche  ist,  mit  anderen 
Worten,  dass  je  zwei  unendlich  benachbarte  Geraden  der  Schar  (3) 
einander  schneiden.  Dies  folgt  geometrisch  sofort  daraus,  dass, 
wenn  />\,  Ä^,  E^  drei  unendlich  benachbarte  Ebenen  der  Schar  (1) 
sind,  die  Schnittgerade  von  K^  und  E^  mit  der  Schnittgeraden  von 
E^  und  i?3  in  einer  Ebene  E^  liegt.  Es  soll  aber  auch  analytisch 
bestätigt  werden.  Die  der  Geraden  (3)  unendlich  benachbarte  Gerade 
ergiebt  sich,  wenn  wir  in  (3)  den  Wert  t  durch  t  +  dt  ersetzen.  So 
kommen  zwei  Gleichungen.  Die  erste  ist  die  Gleichung  (2).  Sie 
aber  ist  eine  Folge  der  beiden  Gleichungen  (3).  Also  kommt  nur 
noch  eine  neue  Gleichung  hinzu,  nämlich: 

(//  +  i/'de)x  +  {v  +  v'dt)y  +  {iv  +  w"(lt)z  =  (,/  +  fa'dty 


(3) 
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die  sich  wegen  der  zweiten  Gleichung  (3)  reduciert  auf: 

u  X  +  V  y  +  w  z  =  (o   . 

Mithin   muss  *  der   eventuell   vorhandene   Schnittpunkt  (x.y^z)   der 
beiden  Geraden  nur  die  drei  Gleichungen  etfiillen: 

In  X  -\-  V  y  -h  w   z  =  fo , 

u  X  +  V  y  +  w'  z  =  (ü\ 

ff  1  ff      I      ff            if 

u   X  -\-  V  y  ■\'  w   z  =  (o    , 


Dies  aber  sind  drei  in  ar,  y,  z  lineare  Gleichungen.    Wäre  ihre 
Determinante 

u        V        w 


/        /         f 

U         V         w 


ff  ff  ff 

U  V  w 


gleich  Null,  so  würde  es  nach  Satz  14,  S.  186,  drei  Constanten 
a,  b,  c  —  frei  von  t  —  geben,  für  die 

au  +  bv  +  cw  =  0 

wäre.  Dies  würde  aussagen,  dass  alle  oo^  Ebenen  (1)  Geraden  von 
der  Richtung  {a:b: c)  enthielten  und  daher  einen  Cylinder  umhüllten, 
was  wir  ausgeschlossen  haben.  Die  Determinante  ist  folglich  von 
Null  verschieden.  Wenn  ferner  die  rechten  Seiten  in  (4)  gleich 
Null  wären,  so  wäre  «  =  0,  d.  h.  alle  Ebenen  (1)  enthielten  den 
Anfangspunkt  und  umhüllten  einen  Kegel,  was  wir  ebenfalls  ausge- 
schlossen haben. 

In  (4)  liegen  also  drei  nicht  homogene  lineare  Gleichungen  für 
X,  y,  z  mit  nicht  verschwindender  Determinante  vor.  Sie  besitzen 
daher  für  beliebige  Werte  von  t  bestimmte  Auflösungen  x,  y,  z,  die 
im  allgemeinen  Functionen  von  t  sein  werden: 

(5)  ^  =  (p{t),     y=-x[t),     z  =  ip{t). 

Wären  sie  frei  von  t,  so  würde  wieder  folgen,  dass  alle  Ebenen  (1) 
einen  Punkt  gemein  hätten,  was  ausgeschlossen  ist.  Somit  stellen 
die  Gleichungen  (5)  eine  Curve  dar.  Die  Punkte  der  Curve  sind 
die  Schnittpunkte  je  zweier  unendlich  benachbarter  Geraden  (3)  oder 
je  dreier  unendlich  benachbarter  Ebenen  (1). 

Dass  die  Curve  (5)  die  Ebenen  (1)  zu  Schmiegungsebenen  hat, 
könnte  man  offenbar  rein  geometrisch  folgern.  Denn  wenn  P^,  Pg, 
Pg  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Curve  (5)  sind,  so  ist  P^ 
der  Schnittpunkt  dreier  unendlich  benachbarter  Ebenen  ü^,  E^,  E^ 

19* 


292  Dritter  Abschnitt:     Curven  und  aburickeUxxre  Flächen. 


der  Schar  (1),  ferner  P,  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  E^j  E^  mit 
einer  vierten  unendlich  benachbarten  Ebene  E^  der  Schar  und  P, 
der  Schnittpunkt  der  Ebenen  E^,  E^  mit  einer  fünften  unendlich 
benachbarten  Ebene  der  Schar  (1).  Die  Ebejae  E^  also  enthält 
Pj,  P,  und  P3  und  ist  daher  nach  S.  174  eine  Schmiegungsebene 
der  Curve  (5).     Aber  dies  soll  auch  analytisch  dargethan  werden. 

Bedeuten  ar,  y,  z  die  Functionen  (5)  von  t,  die  den  Gleichungen  (4) 

gentigen,    so  werden  die  Gleichungen  (4)  für  alle   Werte  t  richtig 

sein,    sodass   sie   total   nach   t  differenziert   werden  können.     Die 

erste  giebt: 

u  X  +  v' y  -\-  w  z  +  ux  +  vy  +  wz'  =  03 

oder  wegen  der  zweiten: 

(6)  ux  +  vy  +  w  z  =  0 . 

Ebenso  giebt  die  zweite  mit  Bücksicht  auf  die  dritte: 

u  X  +  V  y  -\-  10  z  =0. 

Nun  giebt  (6)  nach  t  differenziert  mit  Bücksicht  auf  die  eben  ge- 
fundene Gleichung: 

ux    +  vy    '\-wz    =0. 

Hieraus  und  aus  (6)  folgt: 

u:v:w  ==  (y  z    —  z  y  ):(z  x    —  x  z  ):(x  y    —  y  .r  ) , 

d.  h.  die  Bichtungscosinus  der  Ebene  (1)  sind  nach  S.  174  die  der 
Schmiegungsebene  der  Curve  (5).     Wir  haben  somit  den 

Satz  14:     Eine  Schar  von  00^  Ebenen: 

u{t)x  +  v{t)y  +  w{t)z  =  0}{t), 

die  nicht  sämtlich  durch  einen  Punkt  gehen  oder  sämtlich 
einer  Geraden  parallel  sind,  kann  stets  aufgefasst  werden 
als  die  Schar  der  Schmiegungsebenen  einer  Curve.  Die 
Coordinaten  x,  y,  z  sind  längs  der  Curve  solche  Functionen 
des  Parameters  ^,  die  den  Gleichungen  genügen: 

u  X  +  V  y  +  to  z  =  (ü , 
II   X  -\-  V  y  '\-  w   r  =  (o  , 
u  X  -\'  V  y  +  IV  z  =  CO  . 


Die  Tangenten  der  Curve  sind  die  Geraden,   die  durch  die 
beiden  Gleichungen: 
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u  X  ■{-  V  y  +  w  z  =  0) 
dargestellt  werden. 

Denn  die  Schnittgeraden  (3)  der  Schmiegungsebenen  (1)  sind  ja 
die  Tangenten  der  Curve. 

Man  drückt  das  EIrgebnis  auch  so  aus: 
Satz  15:     Eine  Schar  von  oo^  Ebenen 

u{t)x  +  v(t)y  +  w{t)z==(o(t) 

umhüllt  oder  erzeugt  eine  Curve  oder  auch  die  Tangenten- 
fläche dieser  Curve.  Die  Ebenen  der  Schar  sind  die 
Schmiegungsebenen  der  Curve  und  die  Tangentenebenen 
der  Tangentenfläche. 

Beispiel:    Wir  betrachten  qo^  Ebenen,  die  mit  der  a;^-£bene  den  con- 
stanten  Winkel  ^  bilden.     In  der  Gleichung  einer  solchen  Ebene: 

ux  -h  vy  +  tox  ^  (I) 
muss  der  Richtongscosinus 

— =rTrr=r  =  COS  ^ 

yu*  +  r"  +  M?" 
sein.     Wir  können  ausserdem  6>  =  1  annehmen.     Setzen  wir  noch: 


M  =  — cosp,      »  =  — sinp, 


1  1 

ycosp,      v  =  - 

so  dürfen  wir  schreiben: 

w  =  — ^ — . 
t 

Also  ist: 

(7)  cos  p  .X  +  Buip  .y  +  ctg  ^  ,x  =  t 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  Ey  die  mit  der  x  ^-Ebene  den  Winkel  & 
bildet.  Sie  hängt  noch  von  zwei  Constanten  t  und  p  ab.  Wenn  wir  p  als 
irgend  eine  gegebene  Function  von  t  auffassen: 

so  enthält  (7)  nur  eine  willkürliche  Constante,  den  Parameter  t,  und  stellt  da- 
her 00 '  Ebenen  E  constanter  Neigung  dar.  Die  von  ihnen  umhüllte  Tangenten- 
flache  oder  abwickelbare  Fläche  heisst  eine  ßöschungsfläche.  Die  Er- 
zeugenden g  der  Fläche  erfuUeu  die  Gleichung  (7)  und  die  durch  Differentiation 
nach  t  hervorgehende  Gleichung: 

(8)  —  p'  ßinp .X  -h  p'  cos p  .y  —  1 . 

Diese  Gleichung  allein  stellt  eine  zur  xy-Ebcue  senkrechte  Ebene  dar,  die 
augenscheinlich  auch  auf  der  Ebene  (7)  senkrecht  steht.  Sie  ist  also  die 
Ebene  N,   vermöge   deren   die  Erzeugende  g   der  Fläche   auf  die   a;^-Ebene 


•J94 


Ih^tKrr    {hsrhtuU.     i 'un^'n   und  nhwi^kfiham  F-dknen. 


projicirrt  wtnl  tHu-lu*  Kt^.  t>Ul  Pu«  Kbvu«n  A*  schnciii«!!  «üe  xy-Zbntt  A-a 
riui^t'iiti'ii  /i  t'iiirr  Cur\i;  ;\  uml  iHo  Viui^vnCen  k  tft*?hen  auf  den  HbensJ 
ohoiitull.s  ."«Mikrfclit,  •«»niii>»  .tl.w  «li**  Kbeiivu  \  d'w  xy-Ebi^iie  in  im  !9i>niiiai 
(iei'Curvr  .  ni-htii'nUMt.  l>if  i«4'taiK*ii  </  uinhunen  di«  Gradinx«  «  «ier  iVMtam 
tl;u*iii*.     t^u  du-   ««iM'tuU'ii    /i  ilic    lV\>jccti«>ucu   der  G«rMi«ii  t  mit  um  >1ft  I 


•   ■"      \ 

Vs, .  ^ 


Fi{:.  «0. 

(irrailiMi  H  aU  NitrmaU'ii  von  ^'  ilic  F.voliito  vuii  k'  iiinhuneu  inAch  S.  61  an 
>o  hat  «li»*  tir.it liiiii*  «iiT  l*o-*oh iiiiii^^nächo  »ur  Prv»jeciion  aal 
r^  KImmio  ilio  K\i>luti*  iliT  Soliiiitrliuie  A'  der  Fläche  mit  der 
Kheiu'.  l>u's  Kr-t'lMii^  In.ibt  »la.-ttfflbi',  wi'iiu  dicxjT-Kbtfne  pimUI^l  ver«cl 
winl.  \hv  tirütlinii'  di'i*  liiWimujjalrisioiu*  ortHUt  die  lUeichiin^u  i,T'.  -> 
.lio  duri-li  luu'liiiialiiji'  l>irtVi»'utititu»ii  tiuoh  /  am»  tS)  hervur^'hea«l*'  Gleic 
Mail  iTkiMinr  :iiu'h.  «1:1"*"*  «iii'  «JralUtiio  der  Bö*ch  uUir*tl4ohe 
Si'l)raiibi'uliiiio  :iut*  «Iimm  l'vliiiili'i*  is^t,  doikieii  ;fi*iiiin>ehci'r  ^«»n« 
dii*  Kvoliiti'  «iiT  rinv»'  l  i'T.  l>io  l»i»*ohuu jj:*n:iclicii  siud  mithin  i 
rir-ih  mit  d»'u    l'auijiiUi'n tlai*lii*u  der  Schraube uliuiea. 


^  t>.    Filarevolventen. 

Ist  oiiie  l'iirvt»  obou.  so  ist  ihro  Ta«(j:eiiCentiiiche  die  E 
der  i'urve.  In  iliesor  Kbone  haben  wir  seiuerceit  ,iu  i$  II 
ersten  Abschnittes^  die  Kvnlvt^nten  der  Curve  constniierr.  Wi 
wir  th'n  K\olvtMitenbejriitf  ;uu'h  tur  Kaumcurveu  bilden,  sii  w« 
wir  naturjjeinilsN  a»  die  Stelle  der  Kbene  die  Tangen  tun  riäcbt« 
Kaunirur\e  treten  lassen  nnd  aUo  unter  den  Evolveuteii  der  Ba 
rurve  »liejenijjen  i'urven  in  ihrer  Tange ntentlärhe  veniceueii.  die 
Tangenten  der  Raumrurve  senkrecht  schneiden. 
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Sind 

Gleichungen  einer  Raumcurve  c,  ausgedrückt  durch  die  Bogen- 
Sj  so  sind: 

Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Tangente  der  Stelle  (s)  oder 
p,  y,  z)  der  Curve  (1),  und  r  bedeutet  dabei  die  mit  Vorzeichen  ver- 
lene  Entfernung  des  Punktes  (x,  y,  z)  vom  Berührungspunkt  (x,  y, «). 
Schreiben  wir  vor,  dass  r  eine  Function  von  s  sein  soll,   so 
jchreibt  der  Punkt  (^,  y,  z)  bei  variierendem  «  eine  Curve  auf  der 
igentenfläche   der   gegebenen  Curve  c  —  wie   auf  S.  269.     Die 
ichtungscosinus  der  Tangente  dieser  neuen  Curve  sind  proportional: 


dx 
ds 


dy 
d  s 


dj 
ds 


d.  h.  nach  III  (C)  oder  S.  269  proportional: 


(3) 


dx 


r 


T  +  öf  t'  , 


dy 
d  s 


m 


ß+-"r  +  tir, 


dx  ,     **        ,         / 


Soll    nun   die   neue  Curve   die   Tangenten   der   gegebenen  Curve  c- 
senkrecht  schneiden,  so  muss: 

Sdx  .. 

-.     öf  =  0 

d  s 

sein.     Diese  Forderung  giebt  nach  II  [Ä)  einfach: 

l+r'  =  0, 

(fl  =  Const.) . 


d.  h. 


T  ==  a  —  Ä 


Man  beachte  die  Analogie  mit  der  Betrachtung  auf  S.  63.  Setzen 
wir  diesen  Wert  r  in  (2)  ein,  so  folgt,  dass: 

(4)      X  =  x  +  of  (a  -  ä)  ,       y  =  y^ß[a-s),       r  =  z  +  ;'(a  -  .v) 

die  Gleichungen  der  orthogonalen  Trajectorien  aller  Tan- 
genten der  gegebenen  Curve  c  sind,  ausgedrückt  mittels  des 
Parameters  s.  Es  giebt  —  entsprechend  den  oo^  Werten  der  will- 
kürlichen Constanten  a  —  insgesamt  oo^  orthogonale  Trajectorien. 
Wegen  der  geometrischen  Bedeutung  von  r  als  Strecke  vom  Punkte 
{Xj  yj  z)  auf  c  bis  zum  Punkte  {.r,  y,  z)  auf  der  Tangente  des  ersteren 
Punktes  folgt  aus  r  =  a  —  «  gerade  so  wie  in  der  Ebene  auf  S.  64, 
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dass  die  Curven  (4)  mechanisch  durch  Abwickelung  eines  unaus- 
dehnbaren völlig  biegsamen  Fadens  von  der  Curve  c  erzeugt  werden 
können.  Solche  Curven  aber  heissen  Pilarevolventen^  der  ge- 
gebenen Curve  c.     Daher: 

Satz  16:  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Tangenten 
einer  Curve  sind  die  Pilarevolventen  der  Curve. 

Wir  können  sie  auch  so  erzeugen:  Wir  lassen  eine  starre 
Gerade  ohne  Gleiten  längs  der  Curve  c  rollen,  sodass  sie  stets 
Tangente  von  c  ist.  Ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  beschreibt 
eine  Filarevolvente  von  c. 

Bei  der  Abwickelung  der  Tangentenfläche  von  c  in  die  Ebene, 
bei  der  die  Curve  c  in  eine  ebene  Curve  c  übergeht,  werden  die 
Filarevolventen  die  Evolventen  der  Curve  c'. 

Liegt  eine  reelle  Curve  c  vor  und  ist  a  reell  gewählt,  so  ändert 
der  Abschnitt  x  =  a  —  s  der  Filarevolvente  auf  der  Tangente  von  c 
sein  Zeichen,  sobald  s  =  a  ist,  d.  h.  dann  geht  die  Filarevolvente 
von  dem  einen  Mantel  der  Tangentenfläche  auf  den  anderen  über. 

Die  auf  eine  Filarevolvente  bezüglichen  Grössen  seien  durch 
überstrichene  Buchstaben  bezeichnet.    Da  nach  (3)  wegen  t  =  a  —  * 

dx  l   ,  V  dy         m  ,  .  dx         n  ,  . 

ds         r   ^  '  ^        d  s         r  ^  ''        d  s         r  ^  ' 

ist,  so  ist  nach  II  (//): 

Wollen  wir  bei  einer  reellen  Curve  c  den  Sinn  einer  reellen  Filar- 
evolvente durchgehend  entsprechend  dem  Sinn  der  Curve  c  wählen, 
also  das  Bogenelement  ds  der  Filarevolvente  mit  ds  positiv  an- 
nehmen, so  müssen  wir  setzen: 

,n\  ds  s  —  a 

(6)  /     =  ß     » 

^  '  dar 

wobei  6  =  ±  1  ist,  je  nachdem  die  betrachtete  Stelle  der  Filar- 
evolvente auf  dem  negativen  oder  positiven  Mantel  der  Tangenten- 
fiäche  von  c  liegt,  je  nachdem  also  s^a  ist.     Für  die  Richtungs- 


*  Die  Filarevolventen  wurden  von  Monge  1771  (siehe  Aum.  S.  171)  be- 
trachtet. Im  Räume  darf  für  dieae  Curven  nicht  schlechtweg  der  Name  Evol- 
venten gebraucht  werden,  weil  die  Raumcurven  noch  eine  andere  Art  von 
Evolventen  haben,  die  sogenannten  Planevolventen,  von  denen  wir  weiter 
unten,  in  §  7,  sprechen  werden. 
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Cosinus  a,  y,  ß  der  Tangente  der  Filarevolvente  ergiebt  sich  nun 

nach  III  {B): 

dx         dx      ds 


a  = 


d's         d  8      d  s 
u.   8.  w.,  d.  h.: 

(7)  ä=— «/,       ß=—Bmj       yzsz—en. 

Greometrisch  erhellt  dies  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  ohne  Weiteres, 
da  die  Tangente  der  Filarevolvente  in  der  Schmiegungsebene  von  c 
senkrecht  zur  Tangente  von  c,  d.  h.  parallel  zur  Hauptnormalen 
{l:m:n)  von  c  ist.     Aus  (7)  folgt  ferner  nach  III  (C)  und  (6): 

^Q.  /    da   du      ds   /"i_^\       '' 

^  ^  r         ds         d  s  '  d  s         \r  q  /  s  —  a 

Analog  geht  mir  und  n:r  hervor.     Hieraus  folgt  nun  nach  II  {A): 

Wählen  wir  die  Quadratwurzel  von  r*  +  p*  bei  reeller  Curve  c  posi- 
tiv, so  ist,  da  r  stets*  positiv  sein  soll  (nach  S.  179),  zu  setzen: 

/Qx  -        ee'QJs-a) 

Dabei  ist  c'  =  ±1,  je  nachdem  q^O  ist.     Aus  (8)  folgt  nun: 

(10)  /=6a'^?^44^,  m  =  66'^?=t^,  ^.  =  66'^^^±=^^ 

EndUch  giebt  II  {C)  wegen  (7)  und  (10): 

(11)  X  =  ,'i^,Z^,      ji^^'tl^^^      P  =  6'^^^^^^ 

Hieraus  schliessen  wir  nach  Satz  45,  S.  255,  und  Satz  46,  S.  256: 

Satz  17:  Die  Binormale  einer  Filarevolvente  einer 
Curve  c  ist  parallel  der  Axe  derjenigen  gemeinen  Schrau- 
benlinie, von  der  die  Curve  c  an  der  zugehörigen  Stelle 
mit  übereinstimmender  Torsion  in  zweiter  Ordnung  berührt 
wird,  oder  also  parallel  der  Axe  desjenigen  Rotations- 
kegels, der  drei  unendlich  benachbarten  Tangenten  von  c 
parallel  ist. 

Auch  folgt  aus  (10)  und  (11): 

Satz  18:  Die  Normalebenen  der  Filarevolventen  einer 
Curve  c  sind  die  Ebenen  der  Tangenten  und  Binormalen 
der  Curve  c. 
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Nach  III  {C)  ist  noch  wegen  (11)  und  (6): 

/    _    dX    _   dJ       ds   _       /  («  ^  +  A  r)  (^'  r  —  r'  ^)  r 


Q  rf  5  ds       ds  ]/r*  +  ^*^  ä  —  a 

sodass  nach  (10): 

ist.  Man  sieht,  dass  hier  die  Factoren  €  und  e'  fehlen.  In  der 
That  ist  ja  das  Vorzeichen  der  Torsion  einer  Curve  nach  S.  200 
unabhängig  von  allen  willkürlichen  Vorzeichenbestimmungen.  Mau 
sieht,  dass  (>  im  Allgemeinen  das  Zeichen  wechselt,  wenn  ^  durch 
den  Wert  a  hindurchgeht.     Daher  folgt: 

Satz  19:  Eine  Filarevolvente  ändert  beim  üebergang 
von  dem  einen  Mantel  der  Tangentenfläche  in  den  anderen 
Mantel  im  Allgemeinen  die  Art  ihrer  Windung. 

Die  Torsion  -^  der  Filarevolvente  ist  längs  der  ganzen  Curve 

gleich  Null,  d.  h.  die  Evolvente  selbst  ist  nach  Satz  13,  S.  185, 
eben,  wenn  nach  (12)  entweder  r  =  0  oder  //r  — r'()  =  0  ist.  Ist 
r  =  0,  so  ist  die  ursprüngliche  Curve  eine  Gerade,  nach  Satz  27, 
S.  221,  und  hat  überhaupt  keine  Evolventen.  Ist  (>'r  — r'(>=0, 
so  ist  r:  ()  =  Const.,  also  die  ursprüngliche  Curve  nach  Satz  28, 
S.  224,  eine  Schraubenlinie.  In  der  Fig.  57  auf  S.  267  ist  eine 
Filarevolvente  für  die  Tangentenfläche  einer  gemeinen  Schrauben- 
linie construiert.  Die  Fläche  ist  dort  auf  eine  zu  ihrer  Axe 
parallele  Ebene  senkrecht  projiciert  worden,  und  die  Filarevolute 
erscheint  im  Bilde  als  Gerade,  da  ihre  Ebene  zur  Schraubenaxe 
senkrecht  ist. 

Wir  haben  in  diesem  Paragraphen  die  Filarevolventen  einer 
gegebenen  Curve,  die  man  im  Einklang  mit  der  Bezeichnung  in 
der  Ebene  (S.  65)  die  Filarevolute  nennen  wird,  untersucht.  Man 
kann  umgekehrt  die  Frage  stellen,  ob  jede  gegebene  Curve  eine 
Filarevolute  hat,  d.  h.  ob  jede  Curve  als  Filarevolvente  einer  ge- 
suchten Curve  aufgefasst  werden  kann.  Diese  Frage  werden  wir 
in  §  8  bejahend  beantworten. 

Die  auf  die  Berechnung  der  Filarevolventen  bezüglichen  Formeln 
sind  am  Schlüsse  dieses  Bandes  in  Tafel  VII  zusammengestellt. 
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§  7.    Planevolventen  und  Planevoluten. 

Betrachten  wir  statt  der  Curve  zunächst  einmal  ein  räumliches 
Polygon  P^P.^P^.,.y  wie  schon  früher  auf  S.  175.  An  die  Stelle 
der  Schmiegungsebenen  treten  die  Ebenen  je  dreier  aufeinander- 
folgender Polygonecken,  so  die  Ebene  B^^^  der  drei  Punkte 
Py,P^,P^  U.S.W.  Die  Ebene  E^^^  hat  mit  der  Ebene  E^^^  die 
Polygonseite  P^P^  gemein.  Durch  Drehung  um  diese  geht  sie  in 
die  Ebene  E^^^  über.  Diese  bringen  wir  durch  Drehung  um  die 
Polygonseite  P^P^  in  die  Lage  E^^^  u.  s.  w.  Durch  eine  Folge  von 
Drehungen,  deren  Axen  die  aufeinanderfolgenden  Polygonseiten  sind, 
können  wir  also  eine  Ebene  nach  und  nach  in  alle  einzelnen  Ebenen 
^123»  ^2  8  4»  ^3  46  •••  übcrführen.  Sind  die  Polygonseiten  sehr  kurz 
und  bilden  sie  paarweis  fast  gestreckte  Winkel  miteinander,  so  wird 
diese  unstetige  Bewegung  nur  wenig  von  einer  stetigen  abweichen, 
und  wir  können  sie  dann  als  ein  Bollen  der  Ebene  längs  des 
Polygons  bezeichnen.  Dieses  Rollen  findet  ohne  Gleiten  statt, 
wenn  wir,  wie  geschehen,  nur  Drehungen  um  die  Axen  P^P^y 
PjP^...,  nicht  aber  gleichzeitig  Schiebungen  längs  der  Axen,  also 
Schraubungen,  vornehmen.  Ein  beliebiger  Punkt  der  rollenden  Ebene 
wird  eine  Bahn  beschreiben,  die  aus  lauter  kleinen  Kreisbogen  be- 
steht, deren  jeder  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Drehaxe  liegt  und 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  Drehaxe  hat.  Diese  Kreisbogen  gehen 
senkrecht  von  den  Ebenen  E^^^j  ^^s*'"  *^^' 

Machen  wir  nun  den  Grenzübergang,  indem  wir  das  Polygon 
durch  eine  Curve  c  ersetzen,  so  kommen  wir  zu  dem  Begriff  des 
Rollens  einer  Ebene  längs  einer  Curve  c.  Die  Ebene  geht  stetig  in 
die  wechselnden  Schmiegungsebenen  der  Curve  c  über,  und  ein  Punkt 
der  Ebene  beschreibt  eine  stetige  Curve,  die  alle  Schmiegungsebenen 
senkrecht  durchsetzt.  Eine  solche  Curve  heisst  eine  Planevolvente 
der  Curve  c,  die  selbst  die  zugehörige  Planevolute  genannt  wird.^ 
Planevolventen  heissen  also  die  orthogonalen  Trajectorien 
der  Schmiegungsebenen  der  Planevolute.  Unsere  Aufgabe  ist 
jetzt  die,  die  Planevolventen  einer  gegebenen  Curve  zu  bestimmen. 
Vorher  heben  wir  noch  hervor,  dass  jede  Curve  des  Raumes  als 
eine  Plauevolvente  aufgefasst  werden  kann.  In  der  That:  Wir 
construieren  die  Normalebenen  der  Curve.  Sie  bilden  eine  Schar 
von  00^  Ebenen,  die  nach  Satz  15,  S.  298,   die  Schmiegungsebenen 


'  Die  Planevolventen  wurden  von  Lancbet  1805  eingeführt.     Siehe  sein 
auf  S.  159  genanntes  ,,M^moire^^ 
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einer  anderen  Curve   sind.     Also  ist  die  ursprüngliche  Curve  eine 
Planevolvente  der  letzteren  Curve. 

Nach  Satz  88,  S.  288,  folgt  daher: 

Satz  20:  Jede  Curve  kann  als  Planevolvente  aufgefasst 
werden,  nämlich  als  Planevolvente  des  Ortes  der  Mitten 
ihrer  Schmiegungskugeln. 


Nun  sei  die  Planevolute  c  gegeben, 
ihrer    Punkte,    s  sei    ihre    Bogenlänge. 


X,  y,  z  seien  die  Coordinaten 
Gesucht  werden  die  Plan- 
evolventen c,  d.  h.  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der 
Schmiegungsebenen  der 
gegebenen  Curve  c. 

Es  seien  mit  ^  und  ^ 
die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten desjenigen  Punktes 
bezeichnet,  in  dem  eine 
solche  orthogonale  Trajec- 
torie  c  die  zum  Punkte  («) 
gehörige  Schmiegongs- 
ebene  von  c  schneidet, 
und  zwar  bezogen  auf  das 
durch  die  Tangente  und 
Hauptnormale  des  Punk- 
tes [s)  gebildete  Axenkreuz 
Im  Räume  seien  ^,  y,  z  die  Coordinaten  dieses 
Wenn  wir  die  Strecke  vom  Punkte  (*,  y,  z)  nach 
dem  Punkte  (^,y,  i)  auf  die  ar-Axe  projicieren,  so  ergiebt  sich  x  — x. 
Dieselbe  Projection  muss  der  aus  j  und  ^  gebildete  gebrochene 
Linienzug  haben.  Da  i  gegen  die  :r-Axe  den  Bichtungscosinus  a, 
9  den  Richtungscosius  /  hat,  so  ist  folglich: 


Fig.  61. 


(siehe  Fig.  61). 
Punktes  von   c. 


also: 


X  —  X  =^  ai  +  Iv^j 


(1)     X  =  X  +  ai  +  lX^,       !/  =y  +  ßl  +  m)^,       z  =  z  +  yi  +  ntf. 

Da  in  der  Schmiegungsebene  des  Punktes  [s)  ein  bestimmter  Punkt 
[xj  y,  z)  der  Trajectorie  c  liegen  muss,  so  müssen  i  und  ^  Functionen 
von  8  sein,  wie  die  in  (1)  auftretenden  Grössen  x,  y,  z^  a,  ß,  y,  l^tnjfL 
Es  handelt  sich  also  darum,  ;  und  t)  so  als  Functionen  von  s  zu 
bestimmen,  dass  die  durch  (1)  mittels  des  Parameters  s  dargestellte 
Curve    die    Schmiegungsebenen   der    Curve  c  senkrecht    schneidet 
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Nun  sind  die  Richtungscosinus  der  Tangente  von  c  proportional  den 
Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  s.     Es  ist  aber  nach  (1)  und  III  {B): 

Da  die  Tangente  von  c  auf  der  Schmiegungsebene  von  c  senkreclit 
stehen  soll,  so  muss 

Sdx  o  tdx 

äs  ds 

sein.     Dies  liefert  nach  II  [A)\ 
oder: 

als  Bedingungen  für  die  gesuchten  Functionen  i  und  \)  von  «.  Es 
ist  dies  ein  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 
das  sich  vereinfacht,  wenn  wir  statt  s  die  Veränderliche  T  einführen, 
die  durch 

(4)  T  =  j^ 

definiert  ist,  nämlich  die  Bogenlänge  der  sphärischen  Indicatrix  der 
Tangenten  (siehe  S.  241).     In  der  That  ist  nach  (3) 

(5)  äl='»-'''       S=-J- 

Das  Missliche  an  diesen  beiden  Differentialgleichungen  ist,  dass  jede 
die  beiden  gesuchten  Functionen  j,  ^  enthält.  Aber  diesen  Ubel- 
stand  beseitigen  wir,  indem  wir  zunächst: 

(6)  X=j  +  i9,       7=j-i9 
zu  bestimmen  suchen.     Es  ist  ja  nach  (5): 

(7)  ^^=-i2-r,       -^--=ir-r. 

Jetzt  enthält  jede  Differentialgleichung  nur  eine  unbekannte  Function 
X  bez.  Y,  Die  erste  ist  leicht  zu  integrieren,  denn  e  " '  ^  giebt  diffe- 
renziert —  ie~*^,  und  diese  Bemerkung  führt  dazu,  zu  versuchen, 
eine  Grösse  u  so  zu  bestimmen,  dass 

wird.     Es  muss  dann: 

d  X        du 


dT        dT 


g  - » ^'  —  lue"^'^ 
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sein.    Dies  soll  nach  der  ersten  Gleichung  (7)  gleich — iue-*'^  —  r 

sein,  also  fordern  wir: 

du 


i  T 


woraus  folgt: 
also: 

Die  zweite  Gleichung  (7)  giebt  analog: 

7=  -e^'^fre-i'^dT. 

Da   e'^  =  cos  T  +  2 sin  T  ist,    so   können    wir  X   und  Y  in  je 
zwei  Teile  zerlegen.     Dies  giebt  für  X  den  Wert: 

X  =  -  cos  tC  r  cos  Td  T  -  sin  TJr  sin  Td  T  + 

+  i  [sin  TJr  cos  TdT-  cos  7' fr  sin  TdT 

und  für  Y  den  conjugierten  Wert,  sodass  aus  (6)  schliesslich  folgt: 
f         y  =  -  cos  T  fr  cos  TdT-  sin  T  fr  sin  ^V  T, 

[  ij  =       sin  7'  Cr  cos  T'^/  T  -  cos  2'J  r  sin  Td  T. 

Hiermit  sind  die  allgemeinen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (5) 
gefunden. 

Nach  (1)  sind  demnach: 

j'  =  x---(acosT--lsmT)frcoHTdT-{aHmT+lc()sT)fr^inTdT, 
(9)  I    T,=^y-{ß  cos  T  -  m  sin  T)Cr  cos  Td  T  -  (/^  sin  T + 7/i  cos7')  fr  sin  TdT^ 

z=..z-  [y  cos  T-  n  sin  T^jr  cosTdT-  {y  sin?  +  wcos^)  frsin  ^r/r 

die  Gleichungen   der  Planevolventen.     Sie  enthalten  die  beiden  In- 
tegrale: 

fr  cos  TdT,        fr  sin  7  r/y, 

deren  jedes    eine   willkürliche  Constante  liefert,   sodass  thatsächlich 
00-  Planevolventen  vorliegen.     Da  nach  (4) 

rdT=  ds 

ist,  so  können  wir  die  Gleichungen  auch  so  schreiben: 
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(10) 


j=  X -  (acosT-lsin T)CcosTds  -  {asmT+  /cos 7')fsin  Tds , 
j/=.i/—(ßcosT-msm2')CcosTds  -(ßsmT+mcosT)Jsm  Tds, 
=  z—(ycosT—  nsinT)fcos Tds-  (yHmT+  ncosT)fsm Tds , 


z 
wobei  dann  T  die  durch 


jr=  f^? 


definierte  Function  von  s  ist  In  §  8  werden  wir  erkennen,  wie 
man  die  Planevolventen  einer  gegebenen  Curve  auf  mechanischem 
Wege  finden  kann  (siehe  S.  316). 

Die  00^  Planevolventen  (10)  einer  Curve  c  durchbohren  die 
Schmiegungsebenen  der  Curve  c  senkrecht.  Daher  haben,  wie  schon 
oben  gesagt,  die  oo*  Planevolventen  sämtlich  dieselben  Normalebenen. 
Man  erkennt  hieraus,  dass  auch  ein  anderes  Problem  zu  den  Plan- 
evolventen einer  Curve  fuhrt:  Es  sei  eine  Curve  C  gegeben; 
gesucht  werden  die  orthogonalen  Trajectorien  ihrer  Nor- 
malebenen. Nach  Satz  20  sind  sie  zusammen  mit  C  die  Plan- 
evolventen des  Ortes  der  Mitten  der  Schmiegungskugeln  von  (7,  und 
alle  diese  Planevolventen  haben  dieselben  Schmiegungs- 
kugelmittelpunkte. 

Wir  wollen  —  um  auch  das  jetzige  Problem  analytisch  zu 
behandeln  —  unter  x,y,  z  die  Coordinaten  längs  der  gegebenen  Curve 
C  verstehen.  Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  orthogonalen 
Trajectorien  (x,  y,  z)  der  Normalebenen  von  C.  Analog  wie  auf  S.  300 
wollen  wir  unter  j,  ^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  desjenigen 
Punktes  verstehen,  in  dem  eine  gesuchte  Trajectorie  die  Normal- 
ebene von  C  durchbohrt,  bezogen  auf  die  Haupt-  und  Binormale 
von  C  als  Axen.     Dann  können  wir  in  Analogie  mit  (1)  setzen: 

(11)     ^  =  x  +  /j  +  A5,      ^  =  2^  +  ^?+/^^*      r  =  2:  +  nj  +  i;5. 

Nun  sind  j,  ^  so  als  Functionen  der  Bogenlänge  [s)  von  C  zu 
bestimmen,  dass  die  Curve  (11)  wirklich  die  Normalebene  von  6'  senk- 
recht durchbohrt,  d.  h.  dass: 

8/^?  =  0,       8A^^  =  0 

d  8  '  d  8 

ist.     Nach  (11)  ist  aber  wegen  III  {B)\ 

dx  / «     ,     /  \       ,     l  ,    ,    jdy    ,    .  d\) 

d  8  \  r  o  J  ^    '     o    ^  äs'       äs 

sodass  nach  II  {J)  zu  fordern  ist: 
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Q  d  3  Q  d  8  ^ 

oder: 

(12)  i^l  =  _  ±         ?^V  =    ^  . 

^'  ds  Q   ^         d  8  Q   ' 

Führen  wir  die  Bogenlänge  £  der  sphärischen  Indicatrix  der  Binor» ' 
malen  von  C  nach  S.  242  als  unabhängige  Veränderliche  statt  s  ein: 

(13)  ^=St' 
SO  kommt: 

Diese  Differentialgleichungen  sind  noch  einfacher  als  (5)  und  lassen 
sich  nach  derselben  Methode  wie  die  Gleichungen  (5)  integriereiL 
Sie  geben: 

(15)  j  =  a  cos  jS  —  6  sin  J9 ,      ^  =  a  sin  5  +  b  cos  B . 

Dabei  sind  a  und  b  beliebige  Constanten.  Nach  (11)  sind  also 
wegen  (13): 

ir  =  X  +  (a  /  +  b  A)  cos  I  -  *  —  (6  /  —  a  A)  sin  f    '  , 

(16)  ]        y  =  y  +  (a  w  +  b  /i)  cos  I  -  -  —  (b  iw  —  a  fi)  sin  j— , 

(b  n  —  av)  sin  /  — 

die  Gleichungen  der  oo*  orthogonalen  Trajectorien  der  Normaleben^ 
der  gegebenen  Curve  {x,t/,z). 

In  entsprechenden  Punkten,  d.  h.  für  denselben  Wert  von  «, 
haben  alle  oo^  Curven  (16)  dieselbe  Tangentenrichtung,  nfimlidi 
{cc\ß:y\  Diese  ex*  Curven  sind  daher  als  Parallelcurven  zu  be- 
zeichnen, zumal  auch  nach  (11),  (15)  und  II  {Ä)\ 

8(ü:--x)«  =  j2  +  t)«  =  a«  +  b« 

ist.  Entsprechende  Punkte  F  und  P  der  Curve  C  und  einer  Curve  (16) 
haben  nämlich  hiernach  constanten  Abstand  voneinander. 

Noch  mehr:  Der  Punkt  P  hat  in  der  Normalebene  von  P  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  ;,  Q,  bezogen  auf  das  Axenkreuz  der 
Haupt-  und  Binormale  von  P.  Diese  Coordinaten  j,  ^  ändern  sich 
in  Gemässheit  von  (15)  mit  5,  d.  h.  wenn  P  längs  der  Curve  C 
hin  wandert.  Nach  (1),  S.  8,  stellen  die  Gleichungen  (15)  eine 
Drehung  um  den  Anfangspunkt  P  des  jij-Systems  dar.  Wächst 
.V  um  ds^  so  wachsen  j  und  ^  nach  (14)* um: 

di=^  —t)dB,       dt)  =  idB. 
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Der  unendlich  kleine  Drebwinkel  ist  dabei  also  gleich  dem  Torsions- 
winkel d£, 

Satz21:  Die  Parallelcurven  zu  einer  gegebenen  Curve  C 
können  dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  eine  Ebene  JS 
so  in  Bewegung  setzt,  dass  einer  ihrer  Punkte  P  die  Curve  C 
beschreibt,  sie  selbst  dabei  beständig  die  Normalebene 
dieses  Punktes  der  Curve  ist  und  jede  von  P  ausgehende 
Gerade  in  der  Ebene  U  im  Sinne  der  Drehung  von  der 
Hauptnormale  zur  Binormale  so  um  P  dreht,  dass  ihr 
Winkel  mit  der  Hauptnormale,  wenn  P  längs  C  um  das 
Bogenelement  ds  fortschreitet,  als  Zuwachs  den  Torsions- 
winkel dB  hat.  Jeder  Punkt  der  Ebene  E  beschreibt  als- 
dann eine  Parallelcurve  zu  C.  Alle  Parallelcurven  haben 
denselben  Ort  der  Mitten  der  Schmiegungskugeln  und  sind 
zusammen  mit  C  die  Planevolventen  dieses  Ortes. 

Aus  (16)  folgt  durch  Differentiation  nach  s  wegen  ni(C): 


dx 
~d7 


=  a 


1U 
cos 

r 


rds   ,   b   .    rd8^ 


Wenn  wir  mit  überstrichenen  Buchstaben  die  auf  die  Parallel- 
curven (16)  bezüglichen  Grössen  bezeichnen,  so  folgt  hieraus,  da 
ds^  =  di^  +  dy^  +  dz^  ist: 

ds^^ 


(B- 


1  —      cos 

r 


f 


ds     ,     b 
h  ~  Sin 

q  r 


-m 


Wir   wollen   die   Parallelcurven   im   selben   Sinn   wie   die  Curve  C 
durchlaufen,  d.  h.  ds  mit  ds  positiv  auffassen.    Dann  ist  zu  setzen: 

(17)  ^"' 


ds 


=  e 


1         ö  f'ds     . 

1  —     -COS  I  — — h 


rds     ,     b     .      rds'] 


wobei  €  =  ±  1  ist,  je  nachdem  der  Ausdruck: 


(18) 

ist     Nun  kommt: 

ftt\\  -       dx 

(19)  «-3J- 


'/ 


1         a  (ds    ,     b     .      f 

;?  =  1  —  -^  COS  (  -^  +    -  sm  I 


9 


0 


dx     d  s 

• 

d  s  '  d  8 


=  €a,         ß  =  sß  j         y  =  sy  . 


Nach  III  [C)  ist  ferner: 


/  du  dn       ds 

r  ds  d 8    '    d s 

oder,  da  nach  (17)  und  (18): 

8CHXFFBB8,  Geom.  Diffir.  I. 


=  € 


du 

d  8 


dj 
d  8 


=  e 


ds 
äs 


20 
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(20)  |f  =  «;, 

ist: 


r         rp 

Nun  ist: 


r*  "^      \r  )  ~  r^p* 


und  daher,  da  r  positiv  sein  soll: 

(21)  r  =  6rp. 
Ausserdem  ergiebt  sich: 

(22)  /=r —  =  a/,       wi  =  em,       n  =  Bn. 

Nach  (19)  und  (22)  ist  wegen  II  (C): 

(23)  Ä  =  A,       ji  z=s  fji^       V  =:  p , 
Nun  giebt  III  (C): 

/  dJ         dX       ds  Is 

Q         ds         ds   '  ds         () p 

daher  nach  (22): 

(24)  e  =  9P' 

Hiermit  sind  die  auf  die  Parallelcurven  bezüglichen  Elemente 
berechnet.     Zu  bemerken  ist  noch,  dass  das  Integral 

einen  völlig  bestimmten  Wert  hat,  da  es  von  s  =  0  an  zu  rechnen 
ist.     Die  Formeln  (20)  und  (21)  zeigen  auch,  dass 

r  r 

ist,  also  zu  entßprechenden  Bogenelementen  gleiche  Contingenzwinkel 
gehören,  was  allerdings  geometrisch  sofort  einleuchtet.  Die  auf  die 
Parallelcurven  bezüglichen  Formeln  sind  in  Tafel  VIII  im  Anhang 
zusammengestellt. 

Ist  r-.Q  constaut,  d.  h.  liegen  Schraubenlinien  vor  (nach 
Satz  28,  S.  224),  so  ist  nach  (21)  und  (24)  auch  riji^  ±r:ü 
constant. 

Satz  22:  Die  Parallelcurven  einer  Schraubenlinie  sind 
wieder  Schraubenlinien. 

Insgesamt  aber  lehren  die  Formeln  (19),  (22)  und  (23): 

Satz  23:    Die  begleitenden  Dreikante  sind  bei  Parallel* 
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curven    —    abgesehen   von   der   Orientierung  —   immer   in 
entsprechenden  Punkten  einander  parallel. 

Mit  den  orthogonalen  Trajectorien  der  Normalebenen  einer 
Curve  Cj  d.  h.  also  mit  den  Parallelcurven  von  (7,  dürfen  gewisse 
andere  Curven  nicht  verwechselt  werden,  von  denen  man  vielleicht 
bei  flüchtiger  Ueberlegung  glauben  möchte,  dass  sie  mit  jenen 
identisch  seien :  Bewegen  wir  nämlich  eine  Ebene  E  entlang  C  so, 
dass  ein  in  ihr  festes  Axenkreuz  beständig  das  Kreuz  der  Haupt- 
und  Binormale  der  Curve  C  bildet,  so  beschreibt  jeder  mit  dem 
Axenkreuz  fest  verbundene  Punkt  eine  Curve.  Sie  wird  durch  (1 1) 
dargestellt,  wenn  darin  i  und  t)  Constanten  bedeuten,  und  hat  also 
die  Gleichungen: 

(25)     i  =  ar  +  a/+bA,       y=y  +  aiii  +  bjtt,       z  ^  z  +  an  +  \iv  ^ 

die  von  den  Gleichungen  (16)  der  Parallelcurven  wesentlich 
verschieden  sind. 

Die  Parallelcurven  von  C  sind  nur  dann  Curven  der  letzteren 
Art,    wenn   auch   bei  ihnen  i  und  ^  constant  sind,  was  nach  (12) 

nur  dann  eintritt,  wenn  —  =  0,    also    C  eben    ist   (nach   Satz  13, 
S.  185). 


§  8.    Die  Polarflache  einer  Curve. 

Wir  sahen  auf  S.  300,  dass  jede  Curve  als  Planevolvente  auf- 
gefasst  werden  kann.  Es  folgte  dies  daraus,  dass  die  Normalebenen 
einer  beliebigen  Curve  c  nach  Satz  15,  S.  293,  die  Schmiegungs- 
ebenen  einer  anderen  Curve  sind,  die  nach  Satz  88,  S.  238,  der 
Ort  der  Mitten  der  Schmiegungskugeln  von  c  ist.  Dieser 
Ort  c  soll  uns  jetzt  beschäftigen. 

Da  zwei  unendlich  benachbarte  Normalebenen  der  Curve  c 
einander  nach  Satz  37,  S.  238,  in  einer  Krümmungsaxe  oder  Polaren 
von  c  schneiden,  so  ist  es  klar,  dass  die  Krümmungsaxen  von  c 
die  Tangenten  von  c  sind.  Die  Tangentenfläche  des  Ortes  c  der 
Mitten  der  Schmiegungskugeln  von  c  ist  also  der  Ort  der  Krüm- 
mungsaxen oder  Polaren  von  c  und  heisst  die  Polarfläche  der 
Curve  c,  auf  der  die  Curve  c  der  Grat  ist.^ 


*  Die  Polarfläche  erhielt  ihren  Namen  und  wurde  zuerst  untersucht  von 
MoNOB  in  seiner  Arbeit  von  1771  (siehe  Anm.  S.  17  Ij. 

20* 
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Nach  Satz  34,  S.  234,  sind: 
(1)     5  =  ar  +  r/  —  (>r'A,      y^y  +  'rm  —  qt^l^      z^z  +  rn  —  gr'p 

die  Coordinaten  der  Mitte  {x,  y,  z)  derjenigen  Kugel,  die  sich  im 
Punkte  {x,  y,  z)  an  die  Gurve  c  anschmiegt.  Sie  sind  hierdurch  als 
Functionen  von  s,  der  Bogenlänge  von  c,  dargestellt.  E^  liegt  dem- 
nach in  (1)  eine  Parameterdarstellung  der  Curve  c  vor.  Die  auf  die 
Gurve  c  bezüglichen  Grössen  seien  wieder  durch  überstrichene  Buch- 
staben  bezeichnet.     Die  Werte  -7^,     , -,    ~  wurden  schon  unter 

ds       ds       ds 

(10)  auf  S.  235  berechnet.  Dort  ist  Ä,  £,  C  statt  JF,  y,  z  ge- 
schrieben worden.     Es  ist: 

__=_A^_  +  r(,  +r  pj. 
Hieraus  folgt: 


(sf)'- (;+'>■ +'>)'• 


Wenn  wir  dem  Ort  c  der  Mitten  der  Schmiegungskugeln  denselben 
Fortschreitungssinn  wie  der  Gurve  c  selbst  geben  wollen,  so  haben 
wir  also: 

(2)  -^V  =  *  (7 +  »•>'  + '•>)  =  «/' 

ZU  setzen,  wenn  wir  unter  e  die  Zahl  ±  1   verstehen,  je  nachdem 

(3)  /»^y  +  r'p'  +  r'^SO 
ist.     Mithin  ist  nun  auch: 

Weiter  kommt  nach  111(6'): 

/    da    ^    ds  Im  m  n  n 

r  ds    '    ds  Qp  '  r  QP  ^  VP  ' 

sodass  die  Summe  der  Quadrate  giebt: 

i_  —  _L 

Verstehen  wir  unter  e  die  Zahl  ±  1,  je  nachdem  q^O  ist,  so  ist 
also,  da  r  positiv  sein  soll  (nach  S.  179): 

(5)  r  =  es  ()p  , 
Nun  kommt  ausserdem: 

(6)  l  =  —  e  e  Ij       m  =  ^  BS  m  ,       n  =  —  es  n. 
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Nach  II  {C)  folgt  aus  (4)  und  (6): 

(7)  I  =  —  c' « ,       p,  =  —  B  ß ,       V  :=  —  t'  y , 

um   noch   (i    zu   berechnen,    differenzieren   wir   die    erste   Formel 
nach  8  und  erhalten  wegen  m  ((7): 


/  / da      da  ,   l 

—  =  —  6  -r-  :  -T—  =  —  €  € 


^  dB      dB  rp 

oder  wegen  (6): 

(8)  Q=^rp. 

Aus  (4),  (6)  und  (7)  folgt: 

Satz 24:  Eine  Gurve  und  der  Ort  der  Mitten  ihferSchmie« 
gungskugeln  haben  parallele  Hauptnormalen,  während  die 
Tangenten  einer  der  beiden  Curven  zu  den  Binormalen  der 
anderen  in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind. 

Wegen  III  (i>)  und  (&')  ergiebt  sich: 

dT=ed£,       dB=-e  dT, 

sodass  insbesondere  noch  der  Satz  gilt: 

Satz  25:  Abgesehen  von  den  Vorzeichen  ist  derContin- 
^enzwinkel  bez.  Torsionswinkel  einer  Gurve  gleich  dem 
Torsionswinkel  bez.  Contingenzwinkel  der  Curve  der  Mitten 
ihrer  Schmiegungskugeln.^ 

Hat  die  Curve  c  constante  Krümmung,  so  fällt  der  Ort  (1)  der 
Mitten  ihrer  Schmiegungskugeln  mit  dem  Orte 

l=^x  +  rl,       t)=y  +  rmj       j  =  z  +  rn 

der  Erümmungsmittelpunkte  (siehe  (7),  S.  188)  zusammen,  da  dann 
r'  =  0  ist.  Nach  (3)  ist  dann  p  =  riQ  und  also  nach  (5)  auch 
r  =  r.  Die  Curve  c  hat  somit  in  diesem  Falle  dieselbe  constante 
Krümmung  wie  die  Curve  c. 

Umgekehrt:  Die  Mitten  der  Schmiegungskugeln  fallen  mit 
den  Mitten  der  Krümmungskreise  nur  dann  zusammen,  wenn 
^  r  =  0  ist.  Der  Fall  r'  =  0  liefert  die  Curven  constanter  Krüm- 
mung,   der  Fall  (>  =  0   nach  III  (E)   und  (B)   die  Curven,   für   die 

—  =  0  ist,  also  nach  Satz  27,  S.  221,  die  Geraden,  die  Curven  von 

der  Krümmung  Null.     Daher: 

Satz  26:    Die  Mitten  der  Schmiegungskugeln  einer  Curve 


^  Satz  von  Lanobet  1802  (siehe  Anm.  S.  159). 
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fallen  uur  daun  mit  den  Mitten  der  KrUmmnngskreise  zu- 
ssmmen,  wenn  die  Cnrve  constante  Krümmung  hat  AU- 
dann  hat  der  Ort  der  Mitten  dieselbe  constante  ErUmmnng, 

Die  Polarfläche,  der  Ort  der  ErUmmungsaxen  von  c,  stellt  sich 
nacli  (12),  S.  236,  &o  dar: 

(9)     X=  x+  rl  +  la,       Y  =  y  +  rm  +  fta,       Z=  z  +  rn  +  9t, 

ausgedruckt  durch  die  Parameter  »  und  a.  Insbesondere  giebt  dit 
Annahme 

IT  =  —  p  r' 

die  Gratlinie  dieser  abwickelbaren  Fläche,  nämlich  deu  Ort  (1)  ia 
Mitten  der  Schmiegungskugeln  von  c. 

Die   Folarfläche    (9).  hat    nun    auch    fttr    die    Filarevolutei 
eine  Bedeutung.    Wir  wollen  nämlich  jetzt  die  früher,  S.  298,  auf- 
geworfene  B'rage  beantworten,  ob  eine  gegebene  Gurre  c  stets  aii 
Filarevolvente   einer   anderen, 
gesuchten  Cnrve  C  aufgefasit 
werden   kann.      Nach   S.  29S 
mnss  die  gesuchte  Curve  C  n 
Tangenten     solche     Qeradtn 
haben,  die  die  gegebene  Cnrret 
senkrecht  schneiden,  also  "Üw 
malen  von  e  sind.     Sind  nim 
P  nnd  P'  zwei   unendlich  be- 
nachbarte  Punkte   von  c,  u 
schneiden  sich  zwei  Normalen  1 
von  P  und  P",  wenn  sie  nicht  I 
überhaupt  windschief  sind,  dot 
auf  der  Schnittlinie  der  Nor* 
malebenen   von    P  und   i",  d.  b.   auf   einer  KrUmmnngsaxe  od«r 
Polaren    oder    Erzeugenden     der     Polarfläche    (9).      Die     gesuchte 
Curve  C  muss  also  auf  der  Polarfläche  liegen  (siehe  Fig.  62). 

Unsere  Aufgabe  ist  daher,  auf  der  Polarfläche  eine  Curve  C  so 
zu  bestimmen,  dass  ihre  Tangenten  die  Cnrve  c  senkrecht  schneiden. 
Wenn  überhaupt  eine  Tangente  der  Polarfläche  die  Carre  c  bifit, 
so  ist  sie  ohne  weiteres  auch  Normale  von  c.  Wir  brauchen  i^Im 
nur  das  Eine  zu  verlangen,  dass  die  Tangenten  der  Cnrve  C  dk 
Curve  c  schneiden. 

Die  Grösse  a  in  (9)  ist  (nach  S.  236)  die  Strecke  auf  dei 
KrUmmnngsaxe  des   Punktes  [x,  y,  z)   von  c,  gemessen   vom  KrBn- 


Fig.  62. 
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und: 

(11)  „^rtg(^Jä±  +  a). 

Dies  ist  die  allgemeine  Lösung  tr  der  RiccATi'schen  Gleichung  (10). 
Setzen  wir  sie  in  (9)  ein,  so  kommt: 


(12) 


J=;r  +  r/  +  r^tg(J--+a), 
Y  =  y  +rm+rjutgf  J— ^  +  oj , 
Z  =^  z  +  rn+  rvigl  j  —  +  a)  • 


Diese  Gleichungen  stellen  eine  Curve  C  dar,  ausgedrückt  durch 
den  Parameter  s,  und  diese  Curve  C  ist  eine  Filarevolute  der 
gegebenenCurvec.  Da  die  Constante  a  beliebig  gewählt  werden 
kann,  so  folgt,  dass  jede  Curve  oo^  Filarevoluten  hat^ 

Wir  hätten  die  Filarevoluten  auch  dadurch  ableiten  können,  dass 
wir  die  Strecken  r  bestimmten,  die  von  ihnen  auf  den  Tangenten 
der  Gratlinie  (1)  der  Polarfläche  abgeschnitten  werden.  Rückwäils 
können  wir  mit  Hülfe  von  (12)  die  Länge  dieser  Strecken  bestimmen. 
Da  nämlich  ä,  ß,  y  die  Richtungscosinus  der  Tangente  der  Curve  (1) 
sind,  so  muss: 

(13)  X^x-^ür,        Y^y^-ßx,       Z=^z  +  yT 

sein.     Setzen  wir  hierin  die  Werte  (12),  (1)  und  (4)  ein,  so  kommt 
leicht  als  Länge  der  Strecke  r: 


(14)  T  =    -  € 


(}r  +  r 


•^(/V-°)l- 


Eine  deutliche  Vorstellung  von  der  Lage  der  Curven  C  gewinnen 
wir,  wenn  wir  die  Curve  c  zunächst  durch  ein  Polygon  PiP%p^p^  •  •  • 
ersetzen,  das  verhältnismässig  wenig  von  einer  stetigen  Curve  ab- 
weicht (S.  313,  Fig.  63  oben).  Als  Normalebene  N^  von  p^  können  wir 
dann  die  Ebene  auffassen,  die  in/?^  2L\\ip^p^  senkrecht  steht,  u.  s.  w. 
Die  Schnittlinie  von  N^  und  N^  ist  die  Krümmungsaxe  k^  von  p^ 
u.  8.  w.     Die  Krümmungsaxen  k^  und  k^  oder  also  die  drei  Normal- 

*  Die  Filarevoluten  wurden  von  Lancret  1802  (siehe  Anm.  auf  8.  15i>) 
durch  Quadratur  bestimmt,  nachdem  Monoe  1785  ihre  Differentialgleichungen 
aufgestellt  hatt«,  ohne  sich  mit  ihrer  Integration  zu  beschäftigen  (in  den 
Memoires  des  Savants  ^trangers  de  Tlnst.  T.  X). 


|f  8.     Die  Potarfläche  t 


ebenen  iV^,  N^,  N^  trelTeu  sich  in  einem  Punkte  p, ,   der  die  Rolle 
des  Mittelpunktes  der  Schmiegungskugel  für  ;>,  spielt    Entsprechend 


ergehen  sich  p^,  p, 
Gratlinie  c  der  Po- 
larö&che.  Die  Polar- 
fläche  selbst  ist  durch 
das  Gebilde  darge- 
stellt, das  ans  den 
spitzen  Winkelfel- 
deni  JV,,  A;,  JV,... 
besteht.  Wir  wählen 
nnn  auf  ^  irgend 
einen  Punkt  P,  und 
ziehen  P^p^.  Diese 
Gerade  ist  eine  Nor- 
male  von  pj,  denn 
sie  liegt  in  der  Ebene  r 
JV,.  Die  Gerade  P,-  ~ 
liegt  in  der  Ebene  A, 
und  ist  also  Normale 
von  py  Sie  treffe 
A,  in  P,.  Die  Ge- 
rade Pj/>,  liegt  nun 
in  der  Ebene  N^  and 
ist  daher  Normale 
Ton  py  Sie  wird  A, 
etwa  in  P,  treffen 
u.  8.  w.  So  constru- 
ieren  wir  ein 
Polygon  P^P,Pa 


Das  Polygon  p^p^p^  ■  ■  ■  ersetzt  uns  die 


Fig.  63. 


.  .  auf  der  PoUrtiäche,  dessen  Seiten  Normalen 
von  py,  p^,  pj  .  . .  sind.  Gehen  wir  Btatt  von  P,  von  einem  anderen 
Punkte  Q,  auf  A,  aus,  so  liefert  dieselbe  Construction  ein  anderes 
derartiges  Polygon  Q^Q^Qg  •  ■  ■•  Man  beachte,  dass  die  Construc- 
tionen  nur  innerhalb  der  Ebenen  Ä\,  N^,  jV,  .  .  .  ausgeführt  werden. 
Die  verschiedenen  Polygone  P,  P^  P^  .  .  , ,  QiQ^Qg  ■  ■  ■  ersetzen  uns 
Curven,  ihre  Seiten  die  Tangenten  der  Gurren,  und  da  die  Seiten 
Normalen  von  p,,  p^,  p^  ■  ■  ■  sind,  so  sind  die  Polygone  P^P^P^  . .  ,, 
Q,  QjQ,  .  .  .  als  Pilarevoluten  des  Polygons  ;>jPj;»g  ...  zu  bezeichnen. 
Sie  ersetzen  uns  also  die  Curven  C. 

Wir  denken  uns  nun  ;>,  durch  pj  Pj  und  p,  Q^  mit  der  Ebene  Aj 
starr  verbanden,  ebenso  p^  durch  p,P,  und  p,  Q,  mit  der  Ebene  A^ 
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u.  8.  w.y  nicht  aber  p^  mit  P2,  p^  mit  p^  u.  s.  w.,  und  breiten  die 
Polarfläche  N^N^N^  .  .  .  auf  die  Ebene  aus  (Fig.  68  unten).  Um 
N^  und  N^  in  eine  Ebene  zu  bringen,  müssen  wir  N^  um  einen 
kleinen  Winkel  um  k^  drehen,  sodass  p^  einen  kleinen  Kreisbogen 
beschreibt,  der  in  p^  auf  N^  senkrecht  steht.  Da  />i  p^  auch  auf  N^ 
senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  p^  nach  p^  rückt,  sobald  jV|  soweit 
um  k^  gedreht  wiki,  bis  N^  und  N^  eine  Ebene  bilden.  Derselbe 
Schluss  wiederholt  sich:  Wir  drehen  jetzt  die  Ebene  N^^^  ^^  ^ 
soweit,  bis  sie  mit  N^  keine  Kante  mehr  bildet;  dabei  rückt  der 
Punkt  />2  (oder  p^)  nach  p^  u.  s.  w.  Man  erkennt,  dass  schliesslich, 
wenn  die  ganze  Polarfläche  in  die  Ebene  ausgebreitet  ist,  klle  Punkte 
Piy  P2>  Ps  '  '  •  ^^  einem  Punkt  p  zusammenliegen.  Auch  erkennt 
man,  dass  p^  P^  mit  p^P^,  />3  Pj  .  .  .  zur  Deckung  kommt,  ebenso 
p^Q^  mit /?2  Qg,  /^gOj  .  .  .,  sodass  wir  also  zwei  Geraden  P^P^P^  . . . 
und  Q1Q2Q2  '  '  -  durch  p  erhalten.  Die  Filarevoluten  von  p^p^Pz  •  •  • 
werden  mithin  bei  der  Abwickelung  zu  Geraden,  sodass  wir  nach 
S.  270  zunächst  durch  diese  geometrische  Betrachtung  zu  dem 
Satze  geführt  werden: 

Satz  27:  Jede  Curve  hat  cx)^  Filarevoluten.  Sie  sind 
von  einem  Punkte  ausgehende  geodätische  Linien  auf  der 
Polarfläche  der  Curve. 

Dies  soll  nun  auch  streng  analytisch  bewiesen  werden.  Nach 
(7),  S.  264,  geht  die  Gratliuie  c  oder  (1)  der  Polarfläche  bei  der 
Abwickelung  über  in  die  ebene  Curve: 

J  =  /  cos  J-J  ds,     9  =  /  si»  J-/  äs 

und  die  Curve  C  oder  (13)  nach  (8),  ebenda,  in  die  ebene  Curve: 

i  =   /  cos  /    _-^.v  +  T  cos  I   ^'^  ,       ?)  =  /  sin  /  -— ^Ä  +  Tsin  1-^, 

wobei  T  den  Wert  (14)  hat,  sodass  wegen  (2)  und  (5)  kommt: 


9 


3i  =  e     I  p  cos  I     -  (Is  —  e   lü  r  +  r  ig  (  (—-  +  all  cos  j- 

'^  =  ee    /  p  sin  /    --  ds  —€e  In  r  +  r  tg  f  |  -  -^  -f  a  ji  sin  1  -  —  • 

Mit  Rücksicht  auf  (3)  findet  man  nun  durch  Diff'erentiation: 

- '  -  :    .      =  6  ctg  rt . 

ds        eis  ^ 

Dies  ist  constant;  die  Curven  (3b*,  ^JD)  also,  die  bei  der  Abwickelung 
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der  Polaifläche  von  c  in  die  Ebene  aus  den  Filarevoluten  C  von 
c  hervorgehen,  sind  Geraden,  was  zu  bevireisen  war.  Triflft  die 
Curve  c  ihre  Polarfläche  in  p,  so  gehen  alle  Filarevoluten  C  durch 
p^  und  dies  gilt  auch  nach  der  Abwickelung. 

Wenn  wir  wie  in  Fig.  63  zwei  Filarevoluten  7^^  P^P^  .  .  .  und 
Qi  Q3  Q3  .  .  .  von  c  betrachten,  so  sehen  wir,  dass  die  Winkel  QiPi^^, 
Qs/'8^2  '  *  *  *  einander  gleich  sind,  da  sie  bei  der  Abwickelung  mit 
einander  zur  Deckung  kommen.     Hieraus  folgt: 

Satz  28:  Sind  C^  und  C^  zwei  Filarevoluten  einer 
Curve  c,  so  bilden  diejenigen  beiden  Normalen  eines 
Punktes  p  von  c,  die  nach  C^  und  C^  gehen  und  also  Tan- 
genten von  C^  und  63  sind,  längs  der  ganzen  Curve  c  einen 
Constanten  Winkel  mit  einander. 

um  auch  dies  analytisch  zu  bestätigen,  suchen  wir  die  Rieh- 
tuugscosinus  ^,  JB,  F  der  Tangente  der  Filarevolute  C.  Da  diese 
Tangente  Normale  von  c  ist,  so  sind  die  Cosinus  proportional  Z— x, 
Y^y,Z-^z.     Nach  (12)  aber  ist: 

X  —  X  ^  rl  +  r)Ag{  |-*+«j, 
sodass 


r» 


eos«(Ji?i   +«) 


ist  und  also  kommt: 

^=±{/co8(/^'  +«)  +  ;.  sin  (/^  +  «)). 

Analoge  Werte  gehen  für  B  und  F  hervor.  Bei  allen  dreien  gilt 
entweder  durchweg  das  obere  oder  durchweg  das  untere  Vorzeichen. 
Die  Tangente  von  C  liegt  in  der  Normalebene  von  c  und  bildet 
mit  der  Hauptnormalen  {lim  in)  von  c  einen  Winkel,  dessen 
Cosinus  ist: 

cos  (ö  =  S  -^  /  =  ±  cos  {{     —  +  a  j . 

Giebt  man  also  der  Constante  a  zwei  Werte  a^  und  ög,  so  erhält 
man  zwei  Winkel  o)^  und  Wg,  deren  Differenz  constant  ist,  was  zu 
beweisen  war. 

Man  kann  das  Ergebnis  noch  etwas  anders  aussprechen:  Wir 
wählen  eine  beliebige  Curve  C  im  Räume  und  construieren  eine 
orthogonale  Trajectorie  c  ihrer  Tangenten,  sodass  C  eine  Filar- 
evolute von  c  ist.    Die  Normalen  von  c  nun,  die  eine  andere  Filar- 
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wolute  von  c  berühren ^  bilden  mit  denen,  die  C  umhüllen,  nach  dem 
letzten  Satze  einen  constanten^  aber  beliebigen  Winkel.     Daher: 

Satz  29:  Gonstruiert  man  auf  einer  abwickelbaren  Fläche 
eine  orthogonale  Trajectorie  c  ihrer  Erzeugenden  und 
dreht  danach  alle  Erzeugenden  um  denselben,  aber  be- 
liebigen Winkel  um  ihre  Schnittpunkte  mit  c  so,  dass  sie 
dabei  senkrecht  zu  c  bleiben,  so  bilden  sie  auch  nach  der 
Drehung  eine  abwickelbare  Fläche.  Die  Gratlinien  aller 
so  hervorgehenden  abwickelbaren  Flächen  sind  die  oo* 
Filarevoluten  der  Curve  c. 

Die  in  diesem  Satze  genannten  abwickelbaren  Flächen  sind, 
wenn  wir  zu  der  Annäherungsfigur  63  auf  8.  318  zurückkehren, 
dort  die  Flächen  der  Geraden  PiPi^  ^2/^2»  ^sPh  '  '  *  ^^^'  QiPif 
QiPijQsPs"*  Diese  Figur  lehrte  uns  noch  Einiges  über  die  Ab- 
wickelung einer  abwickelbaren  Fläche:  Wenn  wir  in  der  Ebene  der 
Abwickelung,  d.  h.  in  der  unteren  Figur,  irgend  einen  Punkt  p 
markieren,  so  können  wir  uns  vorstellen,  dass  er  einzeln  mit  den 
aufeinanderfolgenden  in  die  Ebene  zusammengeklappten  Schmiegungs- 
ebenen  der  Gratlinie  c  starr  verbunden  sei.  Wickeln  wir  dann  die 
Ebene  wieder  zur  Fläche  auf,  so  liefert  der  Punkt  p  eine  Curve 
PiPtPs  *  '  '  ^^  Räume.  Jeder  Punkt  p  der  Ebene  giebt  daher  eine 
Curve  c  im  Räume.  So  ergeben  sich  oc^  Raumcurven  c,  die  alle 
die  Schmiegungsebenen  von  c  zu  Normalebenen  haben,  also  die  Mittel- 
punkte ihrer  Schmiegungskugeln  auf  der  Curve  c  haben.  Hiermit 
ist  auf  mechanischem  Wege  die  Aufgabe  gelöst,  zu  einer  gegebenen 
Curve  c  im  Räume  alle  od^  Curven  zu  finden,  die  ihre 
Schmiegungskugelmittelpunkte  auf  c  haben  oder  also  alle 
00^  Curven  zu  finden,  die  eine  gegebene  Polarfläche  haben. 
Man  beachte,  dass  wir  dieselbe  Aufgabe  schon  in  §  7  analytisch 
erledigt  haben:  Die  gesuchten  00^  Curven  sind  nämlich  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der  Schmiegungsebenen  der  Curve  c  und  daher 
die  Planevolventen  von  c.  In  den  Formeln  (10),  S.  308,  sind 
alle  Planevülventen  einer  gegebenen  Curve  —  die  damals  mit  c 
statt  mit  c  bezeichnet  wurde  —  angegeben. 

Liegt  eine  ebene  Curve  t-  vor,  so  arten  ihre  Schmiegungs- 
kugeln allerdings  in  die  Ebene  aus.  Aber  trotzdem  giebt  es  eine 
PolarHäche.  Denn  zunächst  wird  ja  die  ebene  Evolute  k  von  c,  die 
wir  auf  S.  65  betrachteten,  von  allen  denjenigen  Normalen  von  c  um- 
hüllt, die  in  der  Ebene  von  c  liegen,  und  ist  daher  eine  Filarevolute 
von  c.     Die  Normalebenen  von  c  und  mithin  auch  die  Krümmungs- 
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azen  von  c  stehen  längs  k  auf  der  Ebene  von  k  senkrecht,  sodass 
also  die  Polarüäche  ein  Cylinder  ist.  Nach  Satz  28  sind  die 
übrigen  Filarevoluten  der  ebenen  Gurve  c  solche  Corven  auf  dem 
Cylinder,  deren  Tangenten  eine  constante  Neigung  zur  Ebene  von  c 
haben.  Sie  sind  Schraubenlinien  auf  dem  Cylinder  oder  auch 
nach  S.  294  die  Gratlinien  der  zur  Curve  c  gehörigen 
Böschungsflächen. 

Ist  die  Curve  c  ein  Ereis,  so  reducieren  sich  die  Filarevoluten 
auf  die  Punkte  der  im  Mittelpunkt  auf  die  Ereisebene  errichteten 
Senkrechten. 

Schliesslich  sei  noch  ausdrücklich  erwähnt,  dass  bei  einer  nicht 
ebenen  Curve  c  der  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  nicht  zu  den 
Filarevoluten  gehört,  denn  die  Hauptnormalen,  auf  denen  ja  die 
Erümmungsmittelpunkte  liegen,  bilden  nach  S.  274  keine  abwickel- 
bare Fläche.^ 

Die  Tafel  IX  enthält  einige  Formeln  aus  diesem  Paragraphen. 


§  9.    Die  rectiflcierende  Fläche  einer  Curve. 

Eine  Schar  von  oo^  Ebenen  umhüllt  nach  Satz  15,  S.  293, 
eine  Curve  und  diejenige  abwickelbare  Fläche,  deren  Gratlinie  die 
Curve  ist.  Als  die  Schar  von  oo^  Ebenen  wollen  wir  jetzt  die 
Ebenen  der  Tangenten  und  Binormalen  einer  Curve  c  wählen. 

Die  Ebene  der  Tangente  und  Binormale  eines  Punktes  {x,  y,  z) 
der  gegebenen  Curve  c  heisst  aus  einem  Grunde,  der  nachher  er- 
kennbar werden  wird,  die  rectificierende  Ebene  des  Punktes 
(x,  y,  z).  Nach  Satz  18,  S.  297,  ist  sie  Normal  ebene  der  Filar- 
evolventen  von  c.  Die  von  den  rectificierenden  Ebenen  eingehüllte 
Curve  hat  die  Schnittlinien  unendlich  benachbarter  rectificierender 
Ebenen  zu  Tangenten.  Diese  Schnittlinien  sind  nach  dem  Eben- 
gesagten die  Erümmungsaxen  der  Filarevolventen  von  c.     Also: 

Satz  80:  Die  von  den  rectificierenden  Ebenen  einer 
Curve  eingehüllte  Fläche  ist  die  Polarfläche  der  Filar- 
evolventen der  Curve. 

Oder  auch: 

Satz  81:  Die  von  den  rectificierenden  Ebenen  einer 
Curve  eingehüllte  Curve  ist  der  Ort  der  Schmiegungskugel- 
mitten  der  Filarevolventen   der  Curve. 


^  Jacobi,  „Zur  Theorie  der  Curven*^,  Crelles  Journal  Bd.  14  (1885)i 
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Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Tangente  der  Curve,  die  von 
den  rectificierenden  Ebenen  der  Curve  c  eingehüllt  wird,  die  in  den 
Formeln  (11),  S.  297,  bestimmten  Richtungscosinus  hat  Dies  er- 
kennt man  auch  nach  Satz  14,  S.  292,  direct,  denn  die  rectificierende 
Ebene  des  Punktes  {xj  y,  z)  der  Curve  c  hat,  da  sie  auf  der  Haupt- 
normalen (/ :  771 :  n)  von  c  senkrecht  steht,  in  den  laufenden  Coordi- 
naten  •?,  y,  z  die  Gleichung: 

(1)  l{x  -  :r)  +  m(.y  -  ;/)  +  7i(z  -  z)  =  0, 

die,  nach  der  Bogenlänge  s  von  c  differenziert,  wegen  II  {Ä)  und 
III  [C)  ergiebt: 

(2)  S(;  +>J(^-:rr)  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen  zusammen  die  Schnittlinie 
der  rectificierenden  Ebene  des  Punktes  (x,  y,  z)  und  eines  unendlich 
benachbarten  Punktes  der  Curve  c.  Beide  Gleichungen  virerden  be- 
friedigt durch 

(3)  x  =  a:  +  (A(;-«r)^     y  =.y  +  (/^(>  - /?r)^,     z  =  z +  ('i' (>  -  y  r)/, 

und  zwar  für  jeden  Wert  von  t.  Daher  stellen  die  Gleichungen  (3) 
die  Schnittgerade  dar  mittels  eines  Parameters  L  Die  Richtungs- 
cosinus dieser  Geraden  haben  daher  wirklich  die  unter  (11),  S.  297, 
angegebenen  Werte. 

Nochmalige  Differentiation  von  (2)  nach  s  giebt  wegen  III  (C): 

Der  Schnittpunkt  dreier  unendlich  benachbarter  rectificierender 
Ebenen  von  c  erfüllt  nun  alle  drei  Gleichungen  (1),  (2)  und  (4). 
Die  letzte  vereinfacht  sich  wegen  (1)  und  II  {Ä)  so: 

Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  werden  in  allgemeinster  Weise 
durch  die  Werte  (3)  von  J-,  y,  z  erfüllt.  Diese  Werte  erfüllen  auch 
(5),  wenn  t  so  gewählt  wird,  dass  —  wie  aus  II  (//)  folgt  — 

oder: 

o  r  —  r  {) 

ist.     Setzen  wir  diesen  Wert  in  (3)  ein,  so  folgt,  dass: 
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0  r  —  r  0^    ^  ' 


(6) 


z  = 


die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  (^^  y,  z)  je  dreier  unendlich  be- 
nachbarter rectificierender  Ebenen,  d.  h.  die  Gleichungen  der  Grat- 
linie c  der  von  den  rectificierenden  Ebenen  eingehüllten  Fläche  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  auf  die  Gratlinie  bezüglichen  Elemente 
berechnen,  die  wir  wieder  mit  überstrichenen  Buchstaben  bezeichnen. 
Dabei  empfiehlt  es  sich,  wie  in  V  (C): 


(7) 

ZU  setzen. 
(8) 


sm  G>  =  -- - 


1/r*  +  ^« 

Dann  ist  nach  (6): 


cosa>  = 


VV*  +  ^* 


dtgo) 
ds~ 


Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  s  wegen  III  {C): 


(9) 

also  nach  11  (Ä): 


d'x  .    ,  -i\    d        1 

— —  =  —  (c^  tg  (0  —  A)  -7      -TT—  , 
ds  V     o  /  ^g    tftgw 


ds 


\ds)  [ds)        W 


1 


^  a>    I  (^  9      <i  tg  a> 
ds 


unter  «  wollen  wir  nun  im  Fall  reeller  Curven  die  Zahl  ±  1   ver- 
stehen, für  die  der  Ausdruck: 


(10) 


ds   e  d  1 

d 8         cos  ü)      ds      dtf^to 

ds 


positiv    ist,    sodass   der  Sinn    der   Curven  c   und    c   übereinstimmt. 
Jetzt  ist  nach  (9),  (10)  und  111  (B): 

dx      ds 


(11) 


u  = 


ds  '   ds 


=  —  6  (r^  sin  ft)  —  A  cos  (o). 


Differenzieren  wir  diese  Formel  nach  s,  so  giebt  III  (C)  wegen  (7): 

=  —  £  du'  (a  cos  w  +  A  sin  w) . 


(12) 


da 
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Mit  Rücksicht  auf  (10)  folgt  hieraus: 


äs      dtgta 
ds 

Da  wir  den  Krümmungsradius  nach  S.  179  stets  positiv  wählen,  so 
setzen  wir: 

6  8'  d  1 


r  = 


ü)'  cos  ü)       ds     dtgio 

Ja 


indem  wir  unter  e'  die  Zahl  ±  1  verstehen,  je  nachdem  ct>'  ^  0  ist 
Wir  können  hierfür  auch  schreiben: 


ee' 

r  = 


(13)  dBintü      ds      dtgb) 

ds  ds 

Wegen  (10)  und  (13)  liefert  jetzt  (12): 

(14)  l  =  —  es  (a cos «  +  A sin  «) . 

Die  Richtungscosinus  /?,  y  und  7n,  n  ergeben  sich  aus  (11)  und  (14) 
durch  cyklische  Vertauschung.    Nunmehr  folgt  nach  II  {C): 

J.  =  ßn'-yfn:==e(ßv  —  yfi) 
oder: 

(15)  Ä=-6'/. 

Wenn  wir  diese  Formel  nach  s  differenzieren,  so  ergiebt  die  An- 
wendung von  III  (C),  (10)  und  (14): 


dÄ       dii  1 


g w  \r   .       Q  I 


ds       ds  (j      cos  (ü      ds      dtg 

ds 

Da  aber  der  Wert  (14)  von  /  nach  (7)  gleich 

—  66  rcosr»  I       +       1 
ist,  so  bleibt  übrig: 

(16)  ^'""      ^'  ds     d^tü  ' 

ds 

Man  sieht,  dass  dieser  Wert,  wie  es  sein  muss,  von  unseren  will- 
kürlichen Vorzeichenbestimmungen  unabhängig  ist. 

Hiermit  sind  die  P]iemente  der  Gratlinie  c  sämtlich  berechnet. 

Wenn  wir  die  von  den  rectificierenden  Ebenen  umhüllte  Tan- 
gentenfläche   von   c   in   eine  ^^-Ebene  abwickeln,   so   geht  die  auf 
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dieser  Fläche  gelegene  ursprüngliche  Curve  c  nach  (8),  S.  264,  in 
eine  solche  ebene  Curve  c  über,  deren  Gleichungen  sind: 

y=      \cosJ-Jjds  +  TCosJ-J-y      \)=   HsmJ-J'jds-^TsmJ^. 

Dabei  bedeutet  r  die  Strecke  vom  Punkte  (x,  y,  z)  von  c  bis  zum 
Punkte  (xj  1/,  z)  von  c,  sodass: 

X  =  X  +  T  ä ,       ^  =  !/  +  T  ß ,       z  =  z  +  Ty 
ist.     Hieraus  folgt  nach  (8)  und  (11),  dass 

cos  (0 

T  =    —  6 7- 

0) 

ist.     Nun  aber  kann  nach  (10)  und  (13) 

I  -.^-  =  6    l  (o  ds  =  e  CO 

gesetzt  werden.         Ferner  ist  jetzt  nach  (10): 

cos  /  -^  j  ds  =  j  cos  0)  dx  +  Coust.  = 

'  =  €  -TT h  Const.  =  ~ — ^  +  Const. 

a  tgci)  6) 

Also  ist  i  wegen  des  vorhin  gefundenen  Wertes  von  r  gleich  Con- 
stans.  Die  abgewickelte  Curve  c  ist  mithin  eine  Gerade.  Also 
folgt  nach  S.  270: 

Satz  82:  Auf  der  Fläche,  die  von  den  Ebenen  der 
Tangenten  und  Binormalen  einer  Curve  umhüllt  wird,  ist 
^ie  Curve  selbst  eine  geodätische  Linie. 

Weil  die  Curve  c  bei  der  Abwickelung  geradlinig,  d.  h.  rectifi- 
eiert  wird,  so  heisst  die  Fläche  die  rectificierende  Fläche  der 
Curve  c.  Jetzt  leuchtet  auch  die  schon  oben  eingeführte  Bezeich- 
nung: rectificierende  Ebene  für  die  Ebene  der  Tangente  und  Bi- 
normale ein.  ^ 

Die  Formeln  dieses  Paragraphen,  die  übrigens  in  der  Tafel  X 
zusammengestellt  sind,  werden  unbrauchbar,  wenn  (o  =  Const,  d.  h. 
nach  (7),  wenn  r :  o  =  Const.  ist.  In  diesem  Fall  liegt  nach  Satz  28, 
S.  224,  eine  Schraubenlinie  c  vor.  Für  die  Schraubenlinie  aber 
ist  ihr  Cylinder  die  rectificierende  Fläche,  sodass  der  Satz  32  auch 
.hier  gilt.  Die  Gratlinie  ist  allerdings  in  einen  unendlich  fernen 
Punkt  ausgeartet. 

*  Von  Langret  rühren  die  Namen  und  der  Satz  32  her  (siehe  Anm.  S.  159). 
SoiOEivsBS,  Gtoom.  Diflr.  I.  21 
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§  10.    Curven  mit  denselben  Hauptnormalen. 

Zwei  verschiedene  Curven  können  offenbar  nur  einzelne,  nicht 
alle  Tangenten  gemein  haben.  Ebenso  nicht  alle  Binormalen.  Denn 
sonst  wäre  für  beide  die  sphärische  Indicatrix  der  Binormalen  (siehe 
S.  241)  dieselbe.  Nach  VI  {JE)  würde  daraus  folgen,  dass  beide 
Curven  parallele  Hauptnormalen  haben  mü^sten.  Sie  hätten  des- 
halb dieselben  Normalebenen  und  wären  folglich  nach  S.  304 
Parallelcurven.  Wären  (x,  y,  z)  und  (x,  y,  z)  einander  entsprechende 
Punkte  beider  Curven,  so  müssten  x  —  x,  y  — y,  z  —  z  den  Bich- 
tnngscosinus  der  gemeinsamen  Binormalen  proportional  sein.  Dies 
kann  nach   VIII  (A)  nicht  der  J^all  sein,  wenn  nicht  die  Torsion 

--  =  0,  also  die  Curven  eben  wären.   Dass  aber  zwei  nicht  congruente 

ebene  Parallelcurven  verschiedene  Binormalen  haben,  ist  klar. 

Dagegen  führt  die  Betrachtung  der  Curven,  die  gemein- 
same Hauptnormalen  haben/  zu  interessanten  Ergebnissen: 

Es  liege  eine  Curve  {x,  y,  z)  mit  der  Bogenlänge  s  vor.  Für 
die  Elemente  dieser  Curve  wenden  wir  die  gebräuchlichen  Bezeich- 
nungen u,  ßj  y;  l,  m,  n]  X,  fif  v\  r,  ()  an.  Nun  soll  eine  zweite 
Curve  {x,  y,  z)  dieselben  Hauptnormalen  haben.     Dann  muss  sein: 

(1)  X  =  X  +  ulj       y^^y  +  urrij       z  ==  z  +  un, 

wobei  u  eine  noch  unbekannte  Function  von  s  ist.  Die  auf  die 
Curve  {xj  y,  z)  bezüglichen  Elemente  sollen  mit  überstrichenen  Buch- 
staben bezeichnet  werden.  Die  Bogenlänge  .v  der  neuen  Curve  ist 
eine  noch  unbekannte  Function  der  Bogenlänge  s.  Wir  diffe- 
renzieren die  Gleichungen  (1)  nach  s  und  erhalten  nach  III  (6*): 

p)  '^-^! -«-•'(■;  +  ■)+"■' 

und  zwei  analoge  Formeln.  Multiplicieren  wir  die  Formeln  der 
Reihe  nach  mit  a,  ßj  y,  dann  mit  /,  m,  n,  endlich  mit  A,  ^,  v  und 
addieren  sie  jedesmal,  so  kommt  nach  II  (A): 

S_  rf  5        -        M 
aa  -,     =  1  —      » 
da  r 


(3) 


Sl  (i        '     =  71    l  . 

d  s 

?.  f/-   =  — 

d  s  o 


^  Hkrtrand,  f,M6moire  sur  la  tliT^orie  des  courbes  k  double 
courburc/*  pr^a.  k  l'Ac.  1850  (Comptea  reiidusT.  XXXI),  Journal  de  Math^m. 
{l.  s^rie),  T.  XV. 
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Dh  /  =  /,  m  =  mj  n^  11  sein  soll,  so  ist  S /^  =  S /^  =  0  nach  II  {A\ 
sodass  die  zweite  Formel  ergiebt:  u  =  0  oder: 

M  =  i4(=  Consi). 

Die  beiden  Curven  schneiden  daher  auf  ihren  gemein- 
samen Hauptnormalen  eine  constante  Strecke  Ä  ab. 

DiflFerenzieren  wir  die  dritte  Formel  (3)  nochmals  nach  s,  so 
kommt  zunächst  nach  III  ((7): 

q  ds  r  \d8  J  ds*  q^ 

Nun  aber  ist  S/ä  =  0  und  auch  SXl  =  Ski  =  0  nach  II  (J),  so- 
dass wegen  des  aus  der  dritten  Formel  (3)  zu  ziehenden  Wertes 
von  Skä  folgt: 

as     q 

d  s  q 

oder: 

(4)  ^  =  "*         (a  =  Const.). 

^   '  ds  q  ^  ' 

Da  die  Beziehung  zwischen  beiden  Curven  eine  völlig  reciproke  ist, 
80  folgt  ebenso: 

d.  h.  das  Product  der  Torsionen  beider  Curven  ist  con- 
stant 

Die  erste  und  dritte  Formel  (3)  lauten  infolge  von  (4)  so: 

(5)  S««  =  -?(l-f),      SA^=-A. 

Die  letzte  sagt  aus:  Die  Binormalen  der  einen  Curve  bilden 
mit  den  entsprechenden  Tangenten  der  anderen  einen 
Constanten  Winkel. 

Wenn  wir  die  zweite  Formel  (5)  nochmals  differenzieren,  so 
ergiebt  sich  nunmehr  eine  Identität.  Dagegen  giebt  die  Differen- 
tiation der  ersten: 

r  r  ds         a    ds  \^  r ] 

oder,  da  die  linke  Seite  gleich  Null  ist: 

(6)  i^-  ^l  =^(  =  Const). 

21* 


324  Dritter  Abschnitt:     Curven  und  abwickelbare  Flächen, 


Diese  Gleicliung  können  wir  auch  so  schreiben: 

(7)  A +  -?_=!. 

Mit  anderen  Worten:  Bei  jeder  der  beiden  Curven  besteht  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  zwischen 
Krümmung  und  Torsion.  Zugleich  lehrt  die  erste  Formel  (5), 
da  ihre  rechte  Seite  constant  ist:  Entsprechende  Tangenten 
beider  Curven  bilden  einen  constanten  Winkel  mit 
einander,  was  auch  schon  aus  dem  Früheren  folgt.' 

Wir  werden  nun  umgekehrt  zeigen:  Wenn  bei  einer  gegebenen 
Curve  {x,  y,  z)  zwischen  Krümmung  und  Torsion  eine  lineare 
Relation  (7)  mit  constanten  Coef&cienten  besteht,  so  hat  die  Curve: 

(8)  X  ==  X  +  AI,       1/  =  y  +  Am  f       z  =  z  +  An 

dieselben  Hauptnormalen.  Es  kommt  darauf  an,  unter  der  Voraus- 
setzung (7)  zu  erkennen,  dass  /  =  /,  m  =  m,  n  ^  n  ist.  Nun  folgt 
aus  (8)  durch  Differentiation  wie  oben  (2),  wobei  u  ^  A  ist,  also 
mit  Rücksicht  auf  (7): 

«  T-    =  —(B a  —  Ak), 

ds         Q  ^  ' 

Ebenso  ergeben  sich  zwei  analoge  Relationen.  Die  Summe  der 
Quadrate  von  allen  dreien  giebt  nach  11  [Ä)\ 

(9) 

sodass  kommt: 

(10)  -.       ,-- 

Differenzieren  wir  diese  Formel  nochmals,  so  folgt  wegen  (9)  nach 

III  (C): 

B  _  A 

(11)  Ya^\b^  ]  ^   V     V  ^ 

Hieraus  sieht  man,  dass  /,  //<,  n  proportional  /,  m,  n  sind,  sodass 
also  thatsächlich  die  Riebtungen  der  Hauptnormalen  einander 
parallel  sind.  Da  der  Punkt  (J-,  y,  z)  nach  (8)  auf  der  Hauptnormale 
von  (^,  y,  z)  liegt,  hat  also  die  Curve  (8)  dieselben  Hauptnormalen 
wie  die  Curve  (:r,  y,  z\ 

*  Diese  Thatsache  wiea  zuerst  Honnet  nach.     Siehe:  ,, Memoire  sur  la 
theorie  generale  des  surfacea."  Journal  de  TEcole  polyt,    XXXII.  cah. 

(1848). 


d~s 

da 

_  yA*  +  b^ 

Q 

ä  ■ 

Ba  -  AI 
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Nach  (7)  ist  der  Abschnitt  Ä,  den  die  Curven  auf  den  gemein- 
samen fiauptnormalen  bestimmen,  ToUständig,  auch  dem  Vorzeichen 
nach;  bestimmt;  sobald  nur  eine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coemcienten  zwischen  Krümmung  und  Torsion  besteht 

Wenn  dagegen  zwei  solche  vorhanden  sind,  so  ist  Krümmung 
und  Torsion  constant;  nach  Satz  29,  S.  226,  liegt  dann  eine  ge- 
meine Schraubenlinie,  im  besonderen  eine  gewisse  imaginäre 
Curve  dritter  Ordnung  vor. 

Stillschweigend  wurde  oben  —  4=  ^  vorausgesetzt.  Ist  die  Tor- 
sion gleich  Null,  so  ist  die  Curve  {x,  y,  z)  nach  Satz  13,  S.  185, 
eben.  Dann  hat  offenbar  jede  Parallelcurve  in  ihrer  Ebene  die- 
selben Hauptnormalen.  Dieser  Fall  ist  also  trivial,  ordnet  sich 
übrigens  der  Form  (7),  nämlich  für  B  =  00,  unter. 

Zu  den  Curven,  die  einer  Relation  von  der  Form  (7)  genügen, 
gehören  auch  die  Curven  constanter  Krümmung.  Wir  sahen 
in  Satz  26,  S.  309,  dass  bei  ihnen  der  Ort  der  Krümmungsmittel- 
punkte mit  dem  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  zusammen- 

fallt     Da  in  diesem  Falle  (7)  zu  —  =  1  *  oder   r  =  A   wird,   so   ist 

dann  die  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  die  zugeordnete  Curve 
mit  denselben  Hauptnormalen. 

Auch  bei  den  Curven  constanter  Torsion  besteht  eine 
Relation  von  der  Form  (7).  Aber  dabei  ist  ^  =  0,  d.  h.  dann  fällt 
die  zugeordnete  Curve  mit  denselben  Hauptnormalen  mit  der 
ursprünglichen  Curve  zusammen. 

Satz  88:  Zwei  Curven  können  nur  dann  gemeinsame 
Hauptnormalen  haben,  wenn  bei  jeder  von  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen 
Krümmung  und  Torsion  besteht. 

Wir  wollen  jetzt  die  Elemente  der  Curve  (x,  y,  z)  berechnen. 
Wir  wählen  —  im  Fall  reeller  Curven  —  den  Sinn  auf  beiden 
Curven  entsprechend,  d.  h.  wir  geben  der  Yä^  +  B^  wegen  (9)  das- 
selbe Vorzeichen  wie  der  Torsion  q.  Aus  (11)  und  den  beiden 
analogen  Formeln  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

U«  +  B«)« 


4"-i) 
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Da  wir  r  bei  reellen  Curven  positiv  annehmen,  so  sei  unter  6  die 
Zahl  ±  1  verstanden,  für  die: 

(12)  ^  -  *  ~~rB        Ty^Bq-  Ar 


(4-1) 


positiv  ist,  d.  h.  €  soll  dasselbe  Vorzeichen    wie  Bq  —  Ar   haben. 

Nun  giebt  (11): 

(13)  J=zbI,       m^tnij       n  =  %n. 

Nach  II  {C)  folgt  aus  (13)  und  (10): 

(14)  i^^sA^^^m, 

^    '  Ya*  +  jB* 

DiflFerenzieren   wir   diese  Formel   nach  s,   so   kommt   nach  III  (C) 
wegen  (9): 

oder  nach  (18)  und  (7): 

(15)  n  =        ^        . 

Wir  sahen  auch  schon  auf  S.  323,  dass  o()  constant  ist.     Aus  (12) 
und  (15)  folgt  nun,  dass  wegen  (7)  auch: 

(16)  "-"^  +  ?  =1 

ist.    Die  Vergleichung  von  (4)  und  (9)  lehrt  ferner,  dass 

a  =  Yä^  +  B^ 

ist,  sodass  die  erste  Formel  (5)  für  den  constanten  Winkel  «o  ent- 
sprechender Tangenten  beider  Curven  wegen  (7)  giebt: 

(17)  cos«  =  Saä=    ,  -" 

\/A^  +  B'' 

Die  Hauptergebnisse  fassen  wir  so  zusammen: 

Satz  34:  Diejenigen  Curven,  bei  denen  zwischen  Krüm- 
mung und  Torsion  eine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coefficienten  besteht,  lassen  sich  paarweis  einander 
zuordnen,  sodass  jedes  Paar  gemeinsame  Hauptnormalen 
hat.     Ist 
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die  Relation  zwischen  Krümmung  —  und  Torsion  -  der 
einen  Curve,  so  ist 

die  Relation   zwischen   Krümmung    —  und  Torsion  —   der 

anderen  Curve,  und  zwar  gilt  bei  reellen  Gurven  das 
obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  Ar  —  B q  positiv 
oder  negativ  ist.  Der  Abschnitt,  den  beide  Gurven  auf 
ihren  gemeinsamen  Hauptnormalen  abschneiden,  ist  con- 
stant  und  zwar  gleicht.  Entsprechende  Tangenten  beider 
Gurven  bilden  einen  constanten  Winkel  mit  einander, 
dessen  Tangente  gleich  A\B  ist. 


§  11.    Das  Doppelverhäitnis. 

Die  Minimalcurven  mussten  wir  bei  allen  denjenigen  Betrach- 
tungen, bei  denen  die  Bogenlänge  eine  Rolle  spielte,  beständig  aus- 
schliessen  (siehe  S.  164).  Sie  verlangen  daher  eine  besondere 
Besprechung.  Dabei  bedürfen  wir  aber  einiger  BegriflFe  aus  der 
sogenannten  projectiven  Geometrie.^  Da  diese  BegrifiFe  auch 
später,  in  der  Flächentheorie,  hier  und  da  gebraucht  werden,  wollen 
wir  den  gegenwärtigen  Paragraphen  nur  zu  ihrer  Erläuterung  be- 
nutzen. In  §  12  kommen  wir  alsdann  zu  den  Minimalgeraden,  in 
§  13  zu  den  Minimalcurven. 

Schon  gelegentlich  (auf  S.  214  und  S.  217)  wurde  das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Grössen  a,  b,  c,  tf  erwähnt.  Wir  definieren 
als  dies  Doppelverhältnis  (ab cd)  den  Ausdruck: 

/i\  /    L     j\         c  —  a      d  —  a 

(1)  («Äcrf)  =  -_^:-  — . 

Es  seien  u  und  v  zwei  Veränderliche,  zwischen  denen  eine 
sowohl  in  u  als  auch  in  v  lineare  Relation,  also  eine  sogenannte 
bilineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  a,  /9,  y,  ^besteht: 


*  Die  projective  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  denjenigen  Eigenschaften 
der  Figuren,  die  bei  beliebigen  Parallel-  oder  Centralprojectionen  ungeändert 
bleiben.  Ihr  erster  Begründer  ist  Poncelet  in  seinem  „Traite  des  pro- 
pri^t^s  projectives  des  figures",  1822.  Möbius  führte  in  seinem  Werke 
„Der  barycentrische  Calcul",  Leipzig  1827,  den  Begriff  des  Doppelver- 
hältnisses, allerdings  mit  dem  umständlicheren  Namen:  Doppel  Schnitts  Verhältnis, 
ein.  Femer  sind  hier  noch  besonders  Steineb,  Plücker  und  von  Staüdt  als 
Mitbegründer  der  projectiven  Greometrie  zu  erwähnen. 
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(2)  yuv  -  au  +  öv  ^  ß  =  0y 

anders  ausgedrückt:  v  sei  eine  linear  gebrochene  Function  von  u 

(8)  V  = -^ . 

Geben  wir  der  Veränderlichen  u  irgend  vier  Werte  Uj,  m,,  m,,  w^, 
so  nimmt  die  Veränderliche  v  entsprechend  vier  Werte  üj,  üj,,  »3, 
v^  an,  und  zwar  ist  dann: 

oder: 

und  ähnliche  Werte  ergeben  sich  für  ?;3  —  Vg,  v^  —  t?j  und  v^  —  »,. 
Wenn  wir  nun  nach  (1)  das  Doppelverhältnis 

»•  -  r,      r.  -  p, 


V,  ?^-  Vo  t^)  =  — '   :    -  — ^ 

'      *      ^      *  Ps   ~"  ^8  ^4   ~   *^« 


bilden  und  hierin  die  berechneten  Werte  der  Differenzen  eintragen, 
so  kommt  sofort: 

("1  "3  "3  "4)  =  „,  _-„^  :  — _-^^-  =  («,  ".  «3  «4)- 
Ks  gilt  daher  der 

Satz  35:     Besteht  zwischen  zwei  Veränderlichen  u  und 
V  eine  bilineare  Relation: 

yuv  —  uu  +  Öv  —  ß  —  {)j 

mit  anderen  Worten:  ist  v  eine  linear  gebrochene  Function 
von  71: 

au  -{-  ß 

SO  haben  irgend  vier  bestimmte  Werte  u^,   u^,  «3,  u^  von  ?< 
dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  zugehörigen  vier  Werte 

t?!,    Ü2»    ^'3'    ^4    ^^^^    "• 

(Wl  "2  W3  «4)  =  (^1  «^2  ^3  ^4)  • 

Man  spricht  ferner  vom  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 
»      /r     ^         einer  Geraden  g  (siehe  Fig.  64).     Legen 

— « ° °       °  ^«^    wir  der  Geraden  und  demgemäss  auch  den 

Fig.  64.  Strecken   zwischen  ihren  Punkten  Ay  JB .  .  . 

einen  bestimmten  Fortschreitungssinn  bei,  sodass  alle  diese  Strecken 
/^  0  u.  s.  w.,  mit  der  Masseinheit  gemessen,  bestimmte  Masszahleu 
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haben,  so  wird  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  A,  B,  C,  D 
der  Geraden  durch  die  Formel 

ÄC      AD 


(4)  {äBCJ))=: 


BC  '  BD 


definiert.  Aendern  wir  den  Sinn  der  Geraden  in  den  entgegen- 
gesetzten um,  so  ändern  alle  Strecken  ihr  Vorzeichen,  sodass  der 
Wert  des  Doppelverhältnisses  ungeändert  bleibt.  Das  Doppel- 
verhältnis ist  also  von  dem  Fortschreitungssinn  der  Ge- 
raden unabhängig. 

Noch  mehr:  Teilt  man  die  vier  Punkte  in  zwei  Paare  und 
vertauscht  man  alsdann  gleichzeitig  jedes  Paar  in  sieb,  so  bleibt 
das  Doppelverhältnis  ebenfalls  ungeändert.  Z.  B.,  wenn  man  jedes 
der  Paare  Aj  D  und  B,  C  in  sich  vertauscht,  also  A  mit  1)  und 
zugleich  B  mit  C  vertauscht,  kommt: 

Diese  Operation:  Teilung  in  Paare  und  Vertauschung  lässt  sich 
auf  drei  Arten  vornehmen.  Insgesamt  aber  kann  man  die  Punkte 
A,  B,  Cj  D  auf  vierundzwanzig  Arten  in  eine  Reihe  bringen.  Von 
den  zugehörigen  vierundzwanzig  Doppelverhältnissen  sind  deshalb 
je  vier  einander  gleich,  sodass  nur  24:4  oder  also  sechs  ver- 
schiedene Werte  vorhanden  sind.  Zwischen  diesen  bestehen  ein- 
fache Beziehungen.     Wird  nämlich 

(5)  (ABC1))  =  A 
gesetzt,  so  ist 

(6)  {ACBI))==l-  A,       {BACI))^^y 

wie  man  sofort  nachweisen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  z.  B. 
AC  =  AB  +  BC  TL  s.  w.  ist.  Vertauschen  des  zweiten  Punktes 
mit  dem  dritten  giebt  also  die  Ergänzung  des  Doppelverhältnisses 
zu  Eins,  Vertauschen  des  ersten  Punktes  mit  dem  zweiten  dagegen 
den  reciproken  Wert  des  Doppelverhältnisses.  Wenden  ¥rir  das 
erste  Verfahren  auf  [B  ACB)  und  das  zweite  auf  (ACBB)  an,  so 
kommt: 

{BCAD)=^\-[BACD),       (C  A  B  D)  =  j^^^^^ 

oder  nach  (6): 

(7)  (5 CA  1))  =  -  =  '  >        {CA BD)  =  ilj- 
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Wenn    wir    das    zweite    Verfahren    auf    {B  C  A  D)   anwenden ,    so 
kommt  noch: 

daher  nach  (7): 

(8)  [CBAD)^      ^ 


A-  1 


In  den  Formeln  (5),  (6),  (7),  (8)  liegen  jetzt  sechs  verschiedene 
Werte  der  vierundzwanzig  Doppelverhältnisse  vor.     Somit  folgt: 

Satz  36:  Aus  vier  Punkten  Ä^  B,  C,  D  einer  Geraden 
kann  man  vierundzwanzig  Doppelverhältnisse  bilden,  von 
denen  aber  je  vier  einander  gleich  sind,  sodass  sie  ins- 
gesamt nur  sechs  verschiedene  Werte  haben.  Wird  irgend 
einer  der  sechs  Werte  mit  J  bezeichnet,  so  sind 


^,       1~^, 


1  J  -  1  1  J 

I    >  7 —     f  — 7  > 


J  A      '         l-  A'         A  -  1 

die  sechs  verschiedenen  Werte. 

Insbesondere  kann  es  nun  eintreten,  dass  die  vier  Punkte 
Ay  Bj  Cy  B  der  Geraden  eine  specielle  Lagerung  haben,  sodass  unter 
diesen  sechs  Werten  einander  gleiche  vorkommen.  Um  alle  Mög- 
lichkeiten zu  übersehen,  brauchen  wir  nur  J  je  einem  der  fünf 
anderen  Werte  gleich  zu  setzen.  Z.  B.  J  =  1  —  J  giebt  den  Fall 
A  =  \  und  J  =  CX5.     So  kommen  die  folgenden  Zahlenwerte  f&r  Ai 

—  1»     0>     Y»       1»       ^1       00,  2      '       — 2 

Ist  J  =  0  oder  A  =  \  oder  J  =  oo .  so  fallen  zwei  der  vier 
Punkte  Ay  By  C,  D  zusammen,  wie  man  sofort  sieht. 

Ist  zJ  =  (1  +  3 1) :  2  oder  J  =  (1  —  3  i) :  2  so  haben  alle  sechs 
im  Satze  genannten  Ausdrücke  eben  diese  beiden  Werte.  Dann 
also  haben  die  vierundzwanzig  Doppelverhältnisse  nur  zwei  ver- 
schiedene Werte.  Dieser  Fall  kann  nur  bei  imaginären  Punkten 
auftreten,  weshalb  wir  hierauf  nicht  näher  eingehen.  Man  nennt 
diese  besonderen  Doppelverhältnisse  äquianharmonisch. 

Ist  J  =  —  1  oder  A  =  \-  oder  J  =  2,  so  erkennt  man  jedes- 
mal, dass  sich  alle  sechs  im  Satze  genannten  Ausdrücke  auf  die 
drei  Zahlen  —  1 ,  ^,  2  reducieren.  Es  liegt  hier  also  der  Fall  vor, 
dass  alle  vierund zwanzig  Doppelverhältnisse  nur  drei  von  einander 
verschiedene  Werte  haben;  und  indem  wir  den  Fall  J  =  —  1  oder 

{ABCB)=  -  1 
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allein  betrachten  ^  umfassen  wir  zugleich  auch  die  beiden  anderen 
Fälle  -^  =  ^  und  J  =  2.  Hier  können  wir  infolge  der  Definition  (4) 
schreiben: 

^^J  ~BÖ TD' 

Die  Strecke  A  B  wird  daher  von  C  und  D  innerlich  und  äusserlich 

(oder  äusserlich  und  innerlich)  in  demselben  Verhältnis  geteilt,   wie 

es  in  Fig.  66  durch  eine  bekannte  Construc- 

tion  angedeutet  ist.     Man  muss  nämlich  be-  " ., 

denken,    dass    das    rechts    stehende    Minus-  [^ /'  ^'''-^ 

zeichen  zum  Ausdruck  bringt,  dass,  wenn  der     -^         [yi 

eine  der  Punkte  C  und  D  zwischen  A  und  B  Fig.  65. 

liegt,  alsdann  der  andere  ausserhalb  AB  liegen 

muss.     Man  sagt  in  diesem  Falle  bekanntlich:     Das  Punktepaar 

A,   B  wird   von   dem  Punktepaar  (7,  D   harmonisch   geteilt 

oder  getrennt.    Da  wir  die  Formel  (9)  auch  so  schreiben  können: 

CA   _  __    OB 
DA  ""         DB  ' 

so  wird  auch  das  Paar  C,  D  von  dem  Paar  A,  B  harmonisch  ge- 
teilt oder  getrennt. 

Das  Doppelverhältnis  {AB C D)  ^  —  l  heisst  wegen  dieser 
geometrischen  Eigenschaft  harmonisch. 

Satz  37:  Die  vierundzwanzig  Doppelverhältnisse  von 
vier  solchen  Punkten  einer  Geraden,  von  denen  keine  zu- 
sammenfallen, haben  nur  dann  gerade  drei  von  einander 
verschiedene  Zahlenwerte  —  und  zwar  die  Werte  —  1,  ^ 
und  1  — ,  wenn  von  den  vier  Punkten  zwei  die  Strecke  der 
beiden  anderen  innerlich  und  äusserlich  in  demselben 
Verhältnis  teilen. 

Das  Doppel  Verhältnis  von  vier  Punkten  einer  Geraden  kann 
leicht  als  Doppel  Verhältnis  von  vier  Grössen  dargestellt  werden. 
Wählen  wir  nämlich  auf  der  Geraden  einen  Punkt  0  als  Anfangs- 
punkt, und  sind  a,  b,  c,  d  die  Abscissen  der  vier  Punkte  auf  der 
Geraden,  so  ist  ^  C  =  c  —  a  u.  s.  w.,  also 

(^5Ci))  =  '— ^:  ^"^, 
^  '       c  —  0     d  —  0 

daher  nach  (1): 

(ABCD)  =  {adcd). 
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Satz  38:  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  auf  der 
Geraden  von  irgend  einem  Punkte  aus  gemessenen  Ab- 
scissen  der  vier  Punkte. 

Das  Doppel  Verhältnis  {ab  cd)  ist  hiernach  auch  harmonisch  zu 


nennen,  wenn 


c  —  n   ^   d  —  a  - 

c  -T  '•  d-'b  ^  " 

ist ,  und  man  sagt  dann,  dass  das  Grössenpaar  a,  b  und  das  Grössen- 
paar  c,  d  einander  harmonisch  teilen  oder  trennen  (siehe  S.  217). 
Die  Gerade  g  der  vier  Punkte  //,  -B,  6',  D  liege  jetzt  irgend- 
wie im  Räume.  Es  seien  x^,  Xg,  j-g,  x^  die  jr-Coordinaten  der  vier 
Punkte.  Projicieren  wir  die  vier  Punkte  senkrecht  auf  die  x-Axe, 
80  haben  die  Projectionen  Ä,  F,  C\  B'  die  Abscissen  jtj,  jt^,  Xj,  x^. 
Ferner  ist  das  Verhältnis  aus  einer  beliebigen  Strecke  der  Geraden, 
z.  B.  Ä  B^  imd  aus  ihrer  Projection  auf  die  jr-Axe,  also  hier  Ä  B^ 
für  alle  Strecken  das  gleiche.  Da  im  Doppelverhältnis  [ABCB) 
nur  die  Verhältnisse  der  Strecken  auftreten,  so  folgt  also: 

[A  B(:l))=^[A'  FC  D) 
oder  nach  Satz  38: 

[ABCB)={x^x^x^x^), 
Demnach : 

Satz  39:  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  im  Baume  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis  aus 
den  vier  jr-Coordinaten  oder  y-Coordinaten  oder  z-Coordi- 
naten  der  Punkte. 

Sind: 
(10)  x  =  a  +  ät,       i/=^b  +  ßt,       z  =  c  +  Yt 

die  Gleichungen  der  Geraden  g,  ausgedrückt  durch  einen  Para- 
meter ^,  und  sind  /j,  t,,  t^,  t^  die  zu  den  vier  Punkten  gehörigen 
Werte  des  Parameters,  so  ist: 

x^  =  a  +  a  f.       {i  =  1 ,  2,  3,  4) , 
d.  h.  nach  Satz  35: 

Daher : 

Satz  40:     Vier  Punkte  einer  Geraden: 

X  =  a  +  atf       7/  =  b  +  ß e,       z  =  c  +  }'  f 

haben  dasselbe  Doppelverhältuis  wie  die  zugehörigen  vier 
Werte  des  Parameters  t 
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Es  sei  ferner  M  irgend  ein  Punkt  im  Räume  mit  den  Coordi- 
naten  a,  6,  c.  Die  Gerade,  die  M  mit  einem  beliebigen  Punkte  {t) 
der  Geraden  (10)  verbindet,  hat  die  Gleichungen: 

j  =  a  +  (ö— a  +  aO^>     5  =  6 +  (^-6 +  /S0^?     ä  =  c  +  (c- c  +  t'O^j 

ausgedrückt  mittels  des  Parameters  r.  Denn  zunächst  sind  dies 
die  Gleichungen  einer  Geraden,  da  r  linear  auftritt  Ausserdem 
giebt  r  =  0  den  Punkt  M  und  r  =  1  den  Punkt  (ar,  y,  z)  oder  (10). 
Diese  Gerade   nun   schneidet   die  ^^-Ebene   in    einem  Punkte,    für 

den  3  =  0,  also 

—  c 


r  = 


daher 

(11) 


C  —  Q  -\-  ft 


J  =  a  -  c 


a  —  a  -{■  at 
c  —  z  +  ft 


ist     Wenn  wir  so  M  mit  den  vier  Punkten  Ä,  B,  C,  1)  oder  (<j), 

((j),   (^3),    ((j)   der   Geraden   (10)   verbinden   und   die   Schnittpunkte 

a,  »,  e,  ®  von  MA,  MB,  MC,  MB 

mit  der  ;  ^-Ebene  feststellen,  d.  h.  wenn 

¥rir  Ay  B,  C,  B  vom  Punkte  M  aus  auf 

die  f  ^-Ebene  projicieren  wie  in  Fig.  66, 

so  haben  St,  93,  S,  ^  die  ^-Goordinaten 

?ij  Iv  fs»  U^  ^i®  «-"s  (11)  hervorgehen, 

wenn  darin  für  t  die  vier  Werte  t^,  /^, 

^f    ^4    gesetzt    werden.     Da   aber   der 

Wert  (11)  von  y  eine  linear  gebrochene 

Function  von  ^  ist,  so  folgt  aus  Satz  35 : 

fei  h  f 3  fJ  =  (^  ^2  ^3  ^4) 
oder  nach  Satz  39  und  Satz  40:   * 

(?i»e:®)  =  (/i5c/>). 

In  Worten:^ 

Satz  41:  Projiciert  man  vier  Punkte  einer  Geraden 
von  irgend  einem  Punkte  aus  auf  irgend  eine  Ebene,  so' 
haben  die  Projectionen  der  vier  Punkte  dasselbe  Doppel- 
verhältnis wie  die  vier  Punkte  selbst. 

Dasselbe  lässt  sich  so  aussprechen: 

Satz  42:  Vier  von  einem  Punkte  ausgehende  Geraden, 
die  in  einer  Ebene  liegen,  werden  von  irgend  einer  Ebene 


Fig.  66. 


*  Dieser  grundlegende  Satz  stammt  aus  dem   Altertum.     Er  findet  sich 
bei  Pappus  in  seinen  „Collectiones  mathematicae^S  VII. 
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in  solchen  vier  Punkten  gesclmitten,  deren  Doppel  Ver- 
hältnis von  der  Lage  der  schneidenden  Ebene  gaoz  unab- 
hängig ist. 

Dies  ftlr  alle  schneidenden  Ebenen   constante  Doppelverhältnit 
ist  also  den  vier  Geraden  allein  eigentümlich  und  beisst  daher  du 
Doppelverhältnis  der  vier  von   einem  Punkte  ausgehenden 
und  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden. 
Nun  folgt  weiter: 

Satz  43:  Das  Doppelverbältnis  der  Punkte,  in  denen 
vier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen  Geraden  von  irgend 
einer  Geraden  getroffen  werden,  ist  für  alle  schneidenden 
Geraden  dasselbe. 

Man  beweist  dies  zuerst  für  zwei  solche  schneidende  Geraden, 
die  einander  treffen,  durch  die  also  eine  gemeinsame  Ebene  geht, 
wie  in  Fig.  67.  denn  auf  die  vier  Schnittgeraden  dieser  gemein- 
samen Ebene  mit  den  vier  gegebeium 
Ebenen  kann  man  den  Satz  41  oder  42  an- 
wenden. Daranf  wird  der  Satz  fflr  zwei 
zu  einander  windschiefe  Geraden  nach- 
gewiesen, indem  man  eine  Gerade  ein- 
schaltet, die  beide  Geraden  trifft 

Nach  dem  letzten  Satze  dürfen  wii 

das   Doppel  Verhältnis  der   vier   Punkte, 

in  denen  eine  beliebige  Gerade  jene  vier 

Ebenen     schneidet ,     schlechtweg     das 

'ier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen 


•si*.. 


Fig.  CT. 


Doppelverhältnis   der  i 
Geraden  nennen, 

Man  nennt  den  lubegriS'  aller  Punkte  einer  Geraden  häufig 
eine  Punktreibe,  den  Inbegriff  aller  Geraden,  die  durch  einen 
Punkt  gehen  und  dabei  in  einer  Ebene  liegen,  ein  Strahlen- 
biiRchel,  endlich  den  Inbegriff  aller  Ebenen  durch  eine  Gerade 
ein  EbeiienbüBcbel.  Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnngen  lassen 
sich  die  letzten  Sätze  so  zusammenfassen: 

Satz  44:  Liegen  von  den  drei  Gebilden:  Punktreihe. 
Strahleubüscbel  und  Ebenenbüscliel  zwei  vor  und  zwar  so, 
dass  jedes  Element  des  einen  (Punkt,  Gerade  oder  Ebene) 
durch  ein  Element  des  anderen  geht  oder  ein  Element  des 
anderen  enthält,  so  haben  vier  Elemente  des  einen  das- 
selbe Doppclverhältnis  wie  die  zugehörigen  Elemente  des 
anderen. 
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Man  sagt  dann  auch,  dass  sich  die  beiden  Gebilde  in  per- 
spectiver Lage  zu  einander  befinden,  sodass  der  Satz  kürzer  so 
ausgesprochen  werden  kann: 

Satz  45:  Sind  zwei  der  drei  Gebilde:  Punktreihe, 
Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  in  perspectiver  Lage 
zu  einander,  so  haben  vier  Elemente  des  einen  dasselbe 
Doppelverhältnis  wie  die  entsprechenden  Elemente  des 
anderen. 

Es  sei  angemerkt,  dass  sich  insbesondere  der  Begriff  des 
harmonischen  Doppel  Verhältnisses  sinngemäss  auf  vier  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  oder  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  über- 
tragen lässt:  Z.  B.  vier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen  Geraden 
bilden  zwei  harmonisch  getrennte  Paare,  wenn  eine  Gerade  sie  in 
vier  harmonisch  gelegenen  Punkten  trifft.  Alsdann  vdrd  jede  be- 
liebige Gerade  sie  ebenfalls  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten 
schneiden. 

Von  den  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Dingen  machen 
wir  zum  Teil  im  nächsten  Paragraphen,  zum  Teil  aber  erst  im 
zweiten  Bande  Gebrauch. 


§  12.    Die  Minimalgeraden. 

Die  Gerade: 

(1)  x  =  a+At,       y  =  b  +  Bt,       z  =  c  +  Ct 

durch  den  Punkt  (a,  b,  c)  und  mit  dem  Parameter  t  ist  nach  S.  142 
eine  Minimalgerade,  wenn 

(2)  Ä^  +  £^  +  C^^0 

ist.  Es  ist  dies  eine  Bedingung  für  die  drei  Grössen  y/,  B,  C. 
Da  wir  den  in  (1)  auftretenden  Parameter  durch  eine  Function  eines 
anderen  Parameters  ersetzen  dürfen  —  nach  S.  159  — ,  also  ins- 
besondere durch  ein  Vielfaches  eines  Parameters,  so  kommen  für 
die  Bestimmung  der  Geraden  (1)  ausser  a,  b,  c  nur  die  Verhält- 
nisse von  Aj  B,  C  in  Betracht.  Nach  (2)  bleibt  nur  eines  von  ihnen 
willkürlich.  Durch  den  Punkt  (a,  b,  c)  gehen  folglich  oo^  Minimal- 
geraden. Uttt  ihren  Ort  zu  bestimmen,  setzen  wir  die  aus  (1) 
folgenden  Werte 

j        x  —  a  2?       y  —  ^  r'        *  —  c 
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in  (2)  ein,  wodurch  die  von  t  freie  Qleichung  hervorgeht: 
(8)  (:r-«)2  +  (y-i)»  +  {r-c)*  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  x  eine 
Fläche  zweiten  Grades  dar,  die  den  Punkt  (a,  h,  c)  enthält.  Man 
kann  sie  als  die  Gleichung  einer  Eugel  vom  Radius  Nall,  einer 
sogenannten  Nullkugel,  auffassen,  die  ausser  dem  eventuell  reell 
angenommenen  Funkte  (o,  b,  c)  keinen  reellen  Punkt  enthält  Man 
kann  sich  diese  imaginäre  Fläche  wenigstens  in  gewissem  Hasse 
plausibel  machen,  wenn  man  bedenkt,  dass  jede  Fläche  zweiten 
Grades  überhaupt  unendlich  viele  Geraden  enthält,  die  allerdii^ 
nur  beim  einachaligen  Hyperboloid,  beim  hyperbolischen  Paraboloid, 
beim  reellen  Kegel  und  beim  reellen  Cylinder  reell  sind.  Bier 
sind  nan  die  Geraden  imaginär,  die  Fläche  enthält  ja  die  oc'  vom 
Punkte  (a,  b,  c)  ausgehenden  Minimalgeraden.  Uan  kann  die 
Fläche  auch  als  einen  imaginären  Kegel  zweiten  Grades  mit 
der  Spitze  (a,  h,  c)  bezeichnen. 

Verschieben  wir  den  ganzen  Raum,  bis  der  Punkt  (a,  b,  e)  der 
Anfangspunkt  wird,  so  werden  x  ~  a,  y  —  b,  z  —  c  die  neuen  Coordi- 
naten, sodass  statt  (3)  insbesondere  die  Gleichung 
(4)  x*  +  y'  +  z'  =  0 

der  Nullkugel  des  Anfangspunktes  hervorgeht     Daher  dOrfen 
wir  sagen:    Der  Kegel,    der  von   den  Minimalgeraden  eines    be- 
liebigen Punktes  gebildet  wird,    geht    durch   Schiebung  ans   dem 
Regel  fUr  den  Anfangspunkt  her- 
vor.    Alle  diese  Kegel   sind  also 
mit  einander  congruent  und  gleich 
gestellt 

Es  seien  «,,  /?,,  7,  und  «,, 
ßi'  Yi  ^^^  Biclitungscosiiius  zweier 
Geraden  im  Räume.  Den  Winkel  w, 
den  die  Geraden  mit  einander  bil- 
den und  iÜT  den 

cos  «  =  «,  Kj  +  ,?,  ß^  +  y,  r^  p.^^  ^^ 

ist,  construieren  wir,  indem  wir  7.\i 

den  Geraden  die  Parallelen  g^  und  g^  durch  den  Anfangspunkt  0 
legen.  Die  Ebene  von  g^  und  g^  (siehe  die  schematische  Fig.  68) 
schneidet  den  Kegel  (4)  in  zwei  Minimalgeraden  nt,  und  »4. 
Wir  wollen  das  Doppel  verhältnis  t9i ,9s  »"i  Wg)  der  vier  Strahlen 
9n   9v    "'it   ^%    (siebe  S.  334}    bestimmen.     Es    ist   nach   Satz  41, 
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S.  333,  gleich  dem  der  vier  Punkte  G^,  G^y  M^y  M^,  iu  denen  eine 
Gerade  h  die  vier  Geraden  g^,  g^,  m^,  m^  trifft.  Als  diese  Ge- 
rade h  wählen  wir  die  Gerade  durch  diejenigen  Punkte  auf  g^ 
und  g^y  die  von  0  den  Abstand  Eins  haben  und  deren  Goordinaten 
also  die  Richtungscosinus  a^,  ß^j  y^  bez.  a^^  ß^,  y^  sind.  Die 
laufenden  Coordinaten  der  Geraden  h  lassen  sich  mittels  eines 
Parameters  t  so  darstellen: 

denn  diese  Werte  sind  in  t  linear  und  geben  fiir  ^  =  1  den  Punkt 
(äj,  /?j,  y^  und  für  ^  =  0  den  Punkt  (a^,  /9j,,  y^.  Die  Gerade  (5) 
oder  h  tiifft  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Nullkugel  (4)  die 
Minimalgeraden  m^  und  m^  in  denjenigen  Punkten  {t\  für  die  nach 

(5)  und  (4): 

ist    Da  S  «1*  =1,  S  cfj  «2  ==  ^^s  ^  >  S  c^a^  =  ^  ^^t,  so  kommt  hierfür: 

/3  +  2 ^(1  -  0  cos Q>  +  (1  -  0*  =  0 
oder: 

(6)  t^-t  +  -——^ ^=0. 

^  '  ^  2  (1  -  cos  (ü) 

Es  mögen  ^  und  t^  die  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen 
Gleichung  für  t  sein.  Nun  ist  das  Doppel  Verhältnis  (g^  g^  m^  m^) 
oder  ((?j  Cg  M^  M^  nach  Satz  40,  S.  332,  gleich  dem  der  vier 
Parameterwerte  t,  die,  in  (5)  eingesetzt,  die  Punkte  G^^  G^,  M^,  M^ 
liefern.     Diese  Werte  sind  aber: 

1,       0,       t^,      t^. 
Daher  ist: 

(g^g^m^m^)  =  (1,0,  t^,t^), 

d.  h.  nach  (1),  S.  327: 


__  /.  -  1  .  /,  -  1  _ 


1 


Nach  (6)  aber  ist  für  -   und    -  - 


1^  -  2  (1  -  cos  cj)  j  +  2  (1  -  cos  w)  =  0 
oder: 

-  =  1  —  cos  w  +  2sirir»>,       -  =  1  —  cosw  —  isinw 

und  somit: 

18,  Geoin.  DiflV.  I.  22 
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f  y.         COS  w  —  t  sin  fai  1  —  •  tg  61 

^:7l^a       1       8/  C08ü>  +  *8inW  l+ttgüi 

Hiermit  haben  wir  gefunden: 

Satz  46:      Sind   ff^    und   ff^    zwei    Geraden    durch  einet 
Punkt  0  und   sind  m^    und  m^    diejenigen   beiden  Hinimal- 
geraden  durch  0,  die  mit  ff^  und  ff^  in  einer  Ebene  liegen, 
so    drückt   sich   das   Doppelverhältnis   aller   vier   Geradei 
mittels  des  Winkels  co  von  ff^  und  ff^  so  aus: 

,  »       1  —  itg  ö 

(ffi  9i  "h  "»2)  =  i+^tgo,  • 

Wird  das  Doppelverhältnis  mit  J  bezeichnet,  so  folgt  hieran 

(7)  t«"  =  '4Tf- 

Vermöge  dieser  Formel  also  lässt  sich  die  Tangente  de 
Winkels  zweier  Geraden  durch  ein  Doppelverhältnis  am 
drücken.^ 

Wenn  insbesondere  die  beiden  Geraden  ff^  und  ff^  auf  einand( 
senkrecht  stehen,  so  ist  igoi)=^oo,  also  jenes  Doppelyerhältn: 
gleich  —  1.  Ist  umgekehrt  /1=:  —  1,  so  folgt  aus  (7),  dass  tgcoso 
ist.    Daher  kommt  mit  Rücksicht  auf  S.  331 : 

Satz  47:  Zwei  Geraden  ff^  und  ff^  durch  einen  Punk 
stehen  dann  und  nur  dann  auf  einander  senkrecht,  wem 
sie  von  denjenigen  beiden  Minimalgeraden,  die  durch  ihrei 
gemeinsamen  Punkt  gehen  und  in  ihrer  gemeinsamei 
Ebene  liegen,  harmonisch  getrennt  werden. 

In  der  Geometrie  der  Flächen  zweiten  Grades  lernt  man  im 
Begriff  der  Polar  ebene  kennen:  Liegt  eine  Fläche  zweiten  Gmdii: 
und  ein  Punkt  P  vor,  so  berühren  die  von  P  ausgehenden  !hi"j 
genten  die  Fläche  in  den  Punkten  einer  ebenen  Curve,  also  eofli: 
Kegelschnittes,  dessen  Ebene  die  Polarebene  des  Punktes  P  heiflt 
Ist  die  Fläche  insbesondere  ein  Kegel  zweiten  Grades,  so  gebt  ibj 
Polarebene  von  P  stets  durch  die  Kegelspitze.  Ziehen  wir  eil 
Gerade  ^  durch  die  Kegelspitze,  so  haben  alle  Punkte  von  g  Ä^j 
selbe  Polarebene. 

Suchen   wir  jetzt    die   Polarebene    der   Geraden  ff^    durch  0\ 
mit   den  Richtungscosinus    a^,   ß^,   y^    hinsichtlich   des   Kegels  (f 

*  Diese  projective  Deutuug  des  Winkelbegriffis   fand  Lagubbbb,  f^Nol 
8ur  la  theorie  des  foyers",  Nouv.  Annales  T.  XII  (1853). 
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^e  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  (;,  9,  j)  hinsichtlich  des 
Tegels  (4)  hat  nach  den  Kegeln  der  analytischen  Geometrie  der 
^^hen  zweiten  Grades  die  Gleichung 

den    laufenden   Goordinaten   Xy  y,   z.     Daher    hat    der   Punkt 
j,  /?,,  /j,)  von  g^  die  Polarebene: 

es  aber  ist  die  Ebene  durcH  0,  die  auf  der  Richtung  {cc^^ßi'^y^ 
ilcrecht  steht.     Mithin: 

Sats  48:  Eine  Ebene  steht  auf  einer  Geraden  senk- 
cht,  wenn  sie  die  Polarebene  der  Punkte  der  Geraden 
nsichtlich  desjenigen  Kegels  von  Minimalgeraden  ist, 
tssen  Spitze  der  gemeinsame  Punkt  von  Gerade  und 
t>eiie  ist. 

Und  weiter: 

Satz  49:  Zwei  einander  schneidende  Geraden  stehen 
if  einander  senkrecht,  wenn  die  eine  in  der  Polarebene 
er  Punkte  der  anderen  hinsichtlich  des  Kegels  der  Mini- 
lalgeraden  durch  den  gemeinsamen  Punkt  liegt. 

Oben  sahen  wir,  dass  alle  NuUkugeln 

{x-af  +  {y^  by  +  (z  -  e)2  =  0, 

aufgefasst  als  Kegel   mit   den  Spitzen   (a,  b,  c),   einander  congruent 

vnd  gleichgestellt  sind.     Liegen  zwei  solche  Kegel  vor,  so  ist  also 

jede  Mantellinie   des   einen   einer  Mantellinie  des  anderen  parallel. 

Man  sagt  hierf&r  auch:     Jede  Mantellinie  des  einen  schneidet  eine 

^  XanteUinie  des  anderen  im  Unendlichfernen.    Alle  diese  Kegel  oder 

Hrilkugeln  haben  also  das  Unendlichferne  gemein.    Stellen  wir  uns, 

t  ^  man  dies  in  der  projectiven  Geometrie  zu  thun  pflegt,  ftir  den 

.  Augenblick  vor,  das  ünendlichfeme  des  Raumes  bilde  eine  Ebene, 

^  schneidet  diese  Ebene  alle  Nullkugeln,  da  diese  das  ünendlich- 

fcme  gemein  haben,  in  ein  und  demselben  ima^nären  Kreis,  dem 

genannten  Kugelkreis.    Es  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass  über- 

'tept  alle  Kugeln  des  Raumes  die  unendlich  ferne  Ebene  in  eben- 

^esem  Kreise   treffen.     Die  Minimalgeraden   erscheinen   bei  dieser 

Auffassung  als    diejenigen    Geraden,    die    den   Kugelkreis    treffen. 

22* 


i 
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Doch  gehen  wir  auf  diese  Erörterungen  hier  nicht  näher  ein.  Unser 
Zweck  ist  hier  nur  der,  dem  Leser  die  Auffassungen  anzudeuten, 
mit  denen  man  in  der  projectiven  Geometrie  operiert. 


§  13.    Die  Minimaicurven. 

Eine  Curve 

(1)  x=^(p(t),      y  =  rW,      z=^xp{^ 

ist  nach  S.  164  eine  Minimalcurve,^  wenn  für  jeden  Wert  von  t: 

(2)  ar'2  +  y«  +  /*  =  y'2  +  /'»  +  t^'2  =  0 

ist. 

Die  Gleichung  (2)  ist  eine  Bedingung  für  die  Functionen  y., 
/,  xv  oder  x,  i/,  z  von  t.     Wir  können  sie  so  schreiben: 

oder: 

Führen  wir  eine  unbekannte  Function  A  von  t  ein,  indem  wir 

setzen,  so  kommt  also: 

(xf  —  iy  ^     1 

i^  l  (tj  * 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

Bedeuten  /  und  z  irgend  welche  Functionen  von  t,  und  setzen 
wir    diese    Gleichungen    an,    so    folgt   aus    ihnen    rückwärts    durch 

*  Thatsächlich  hat  Monge  schon  1795  (siehe  die  Anm.  auf  S.  159)  die 
endlichen  Gleichungen  der  Minimaicurven,  mit  Integralzeichen  behaftet,  aafge- 
gestellt.  Leqendre,  Ennepek  und  Weierstbass  brachten  sie  alsdann  auf  die  in 
Satz  51,  S.  343,  angegebene  einfache  und  von  Integralen  befreite  Form.  Aber 
bei  allen  Diesen  treten  die  Minimaicurven  nicht  als  solche,  vielmehr  die  Formeln 
für  die  Minimaicurven  nur  als  ein  analytisches  Hülfsmittel  auf.  Erst  Lie  führte 
den  Namen:  Minimaicurven  ein  und  operierte  mit  diesen  Curven  geometrisch. 
Siehe  seine  Arbeit:  „Beiträge  zur  Theorie  der  Minimalflächen,  I," 
Math.  Aunaleu,  XIV.  Bd.,  1879,  der  die  Abhandlung:  „Synthetisch-ana- 
lytische Untersuchungen  über  Minimalflächen,  I",  Archiv  for  Math, 
og  Naturv.,  Bd.  II.  1877,  vorherging.  Hierauf  kommen  wir  im  zweiten  Bande 
zurück. 
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Quadrieren   und    Addieren   die    Bedingung   (2)    für    Minimalcurven. 
Also  sind,  wenn  wir  z  =  /i(0  annehmen: 

(3)  x  =  ^f{^-}.)(i'dt,      y  =  ±J^-y  +X)fi'dt,       r=M(^) 

die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Minimalcurve.     Dabei  bedeuten 
k  und  fjL  zwei  beliebige  Functionen  des  Parameters  t 

Um  die  Gleichungen  auf  eine  elegantere  Form  zu  bringen, 
machen  wir  davon  Gebrauch,  dass  wir  nach  S.  159  irgend  eine 
Function  von  t  als  neuen  Parameter  r  einführen  können.  Wir 
setzen  nämlich: 

(4)  t  =  k{t). 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  t  eine  gewisse  Function  von  r.    Diese 
haben  wir  überall  in  (3)  für  t  einzusetzen.    Ausserdem  ist  nach  (4): 

,  dl 

in  die  Integrale  einzuführen.    Thun  wir  zuerst  nur  dies,  so  kommt: 

•r  =  1/(1  -  ^^fjrdr,     y  =  2  /(>  +  ''•\f^  äx ,       z  =  (,{t) . 

Hierin   bedeutet   nun  t  die   duich  (4)   bestimmte  Function   von  r. 
Deshalb  ist  auch 

als  Function  von  r  aufzufassen.  Bezeichnen  wir  sie  mit  F(t)j  so 
kommt,  da  k  nach  (4)  durch  r  zu  ersetzen  ist: 

X  =  |J(1  -  T*)F{T)dr  ,        y  =  i  J(l  +  x^F{x)dx 
und 

Jetzt  sind  :r,  y,  z  mittels  einer  Function  F  (r)  als  Functionen 
des  Parameters  r  dargestellt.  Wie  auch  die  Function  F{t)  ge- 
wählt sein  mag,  stets  ist,  wie  man  sofort  sieht: 

Die  Function  F"  (r)  ist  also  hiernach  ganz  beliebig  wählbar. 
Allerdings  würde  die  Annahme  ^=0  keine  Curve,  sondern  nur 
Punkte  {x,  ifj  z)  liefern. 
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Die  Einführung  der  Grösse  k{f)  als  neuen  Parameters  r  ist 
nur  dann  erlaubt,  wenn  k  nicht  constant  ist.  Ist  X  =  Const.,  so  ist 
nach  (3)  auch  x  :z'  =  Const.  und  y' :  z'  =  Const  Dann  liegt  folg- 
lich eine  Minimal  gerade  vor.  umgekehrt:  bei  jeder  Parameter- 
darstellung einer  Minimalgeraden  ist  y:/  =  Const.  und  y:a^  = 
=  Const.  y  daher  stellen  die  Gleichungen  (3)  auch  nur  dann  eine 
Minimalgerade  dar,  wenn  k  =  Const.  ist 

Es  hat  sich  mithin  ergeben: 

Satz  50:  Alle  nicht  geradlinigen  Minimalcuryen  lassen 
sich  mittels  eines  Parameters  r  so  darstellen: 

Dabei  bedeutet  F(t)  irgend  eine  von  Null  verschiedene 
Function  des  Parameters  r. 

Wir  können  diese  Formeln  von  den  Integralzeichen  befreien, 
indem  wir  die  Methode  der  teilweisen  Integration  nach  der  Formel 

luvdT  =  uv^  l  u  vdr 

anwenden.  Wenn  wir  nämlich  jedesmal  den  ersten  Factor  unter 
dem  Integralzeichen  als  u,  den  zweiten  als  v  auffassen,  so  kommt 
hiernach: 

X  =   l  (1  -  T^fF{T)  dz  +  jx  ( J^(r)  rfr  )  rfT, 

7/  =  4 (1  +  r')jF(T)dr  -  ijr  (/^(t)  rfr  )  dr , 
z  =  r(F{T)  dr-  JfF{x)dr^. 

Nach  derselben  Methode  ist  aber: 

fr  (jF{r)dT\dT  =  TffF(T)dT'  -  {jjP{x)dx^. 

Wird  nun 

(5)  fffF{r)dT»  =  f{r) 

gesetzt,  so  kommt  folglich: 
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(6) 


^  =  -2  (l-Or(r)+r/"(T)-/-(r), 

y=i(l+r«)r{T)-.-T/-(r)+i/Kr), 

T/"(r)-     /-(r). 


Jetzt  ist  /*(t)  an  die  Stelle  von  ^(r)  als  willkürliche  Function 
getreten.  Da  oben  der  Fall  ^  =  0  anszuschliessen  war  und 
F=f"{T)  nach  (5)  ist,  so  haben  wir  anzunehmen,  dass  /""(r)  4=  0 
sei.     Die  Annahme: 

/"(t)  =  Const.  T^  +  Const.  r  +  Const. 
liefert  also  keine  Minimalcurven,  sondern  nur  Punkte,     Daher: 

Satz  61:  Alle  nicht  geradlinigen  Minimalcurven  lassen 
sich  mittels  eines  Parameters  r  so  darstellen: 


'=4(1 


y  =  f  (1  +  r«)  /"'  (T)  -  .-r  /-  (r)  +  if{T) , 

z=  rr(r)-r{r). 

Dabei   bedeutet  f{T)   irgend   eine   solche   Function   von   t, 
deren  dritter  Differentialquotient  nicht  gleich  Null  ist. 

Nach  Satz  6,  S.  169,  können  wir  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente dieser  Minimalcurve  (6)  in  ihrem  Punkte  (t)  aufstellen.  Zwar 
leiteten  wir  damals  die  Tangente  unter  der  Voraussetzung  ab,  dass 
die  Curve  eine  von  Null  verschiedene  Bogenlänge  habe.  Aber  auf 
S.  172  wurde  die  Tangente  als  Grenzlage  einer  Sehne  unabhängig 
von  der  Bogenlänge  definiert,  wodurch  sich  wieder  die  Formeln 
jenes  Satzes  6  ergaben.    Danach  sind  nun 


(7) 


j=x  +  |(l-r»)r'«ff, 


% 


>)=y  +  i(i  +  Or"Wff. 


J    =  2  + 


T  r  {r)  a 


die  Gleichungen  der  Tangente,  ausgedrückt  mittels  des  Parameters  <t. 
Natürlich  ist  diese  Tangente  eine  Minimalgerade,  da  x'^  +  t/^  +  />  =0 
ist.   Nach  S.  173  hat  die  Schmiegungsebene  der  Minimalcurve  (8^ 
in  ihrem  Punkte  (r)  in  den  laufenden  Coordinaten  ;,  t),  j  die  Glei* 
chong: 
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a-2  r/-'"         r+  ^/ 


•rv  ! 


In  der  letzten  Reihe  sind  die  zweiten  Summanden  den  Gliedern  d^r 
mittleren  Reihe  proportional.  Sie  können  also  gestrichen  werddx^- 
Alsdann  sondert  sich  noch  der  Factor  f"  zweimal  ab.    Daher  bleil>*t.: 

y  —  ar      1— T^       — T 
,  t)-y     /(l  +r2)      IT      =0 

Ij-r  2t  1 

oder: 

(8)  (1  -  r*)(j  -  X)  +  1(1  +  r^(t)  -//)  +  2r(i  -  z)  =  0. 

Da  die  Taugenten  der  Minimalcurve  Minimalgeraden  sind  uia-d 
da  zwei  unendlich  benachbarte  Tangenten  einander  schneiden,  so 
folgt,  dass  ihre  Ebene,  d.  h.  also  die  Schraiegungsebene  der  l><ß- 
trachteten  Stelle  der  Minimalcurve  zwei  unendlich  benachbarte 
Mantellinien  desjenigen  Kegels  von  Minimalgeraden  enthält,  der  di® 
betrachtete  Stelle  zur  Spitze  hat.  Um  dies  auch  analytisch  darzi** 
thun,  betrachten  wir  verschiedene  Minimalcurven  durch  denselb^^ 
festgedachten  Punkt  (t,  y,  z)  und  ihre  Schmiegungsebenen  an  dies^^ 
Stelle.  Die  verschiedenen  Schmiegungsebenen  hängen  nach  (8)  ni^ 
von  dem  Parameter  t  ab.  Sie  bilden  also  eine  Schar  von  oo*  Ebenol 
durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  und  umhüllen  folglich  einen  Kegel.  Naot 
Satz  14,  S.  292,  erhalten  wir  diesen  Kegel,  indem  wir  zu  der  Ql&i" 
chung  (8)  diejenige  Gleichung  hinzufügen,  die  aus  ihr  durch  Diffö^ 
rentiation  nach  r  hervorgeht,  also  die  Gleichung: 

T(j-^)-tr(t)~;/)-(j-z)  =  0 

und  alsdann  r  aus  beiden  Gleichungen  eliminieren.  Dadurch  geh*" 
in  der  That  die  Gleichung  (siehe  (3),  S.  336): 

der  Nullkugel  des  Punktes  {x,  y,  z)  hervor. 

Aus  der  definierenden  Eigenschaft  der  Minimalcurven: 

dx^  +  dy^  +  (/z2  ^  0 

folgt   sofort,    dass   die   Minimalcurven    als   Schraubenlinien   auf- 
gefasst  werden  können.     Es  ist  nämlich  hiernach: 
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istruieren  wir  nun  den  Cylinder  aller  derjenigen  Parallelen  zur 
xe,  die  von  der  Curve  getroffen  werden,  so  wird  er  die  jry-Ebene 
einer  Curve  schneiden.  Bei  der  Ausbreitung  des  Cylinders  in 
£bene  geht  diese  Curve  in  eine  Gerade  g  über,  während  die 
itellinien  die  zu  dieser  Geraden  g  senkrechten  Geraden  werden. 
Formel  lehrt,  dass  die  Minimalcurve  dabei  in  eine  Curve  über- 
-,    deren   Tangenten   mit   der  Geraden  g  Winkel  a  bilden,   für 

stets: 

tg  a  =  ±1 

Eine  solche  Curve  aber  ist  eine  Gerade,  die  bezogen  auf  das 
itwinklige  Axenkreuz  [i  Q)  der  Geraden  g  und  einer  abgewickelten 
itellinie  eine  Gleichung  von  der  Form: 

j  ;^  i^  =  Const. 

und  daher  nach  S.  6  eine  Minimalgerade  ist  Nach  der  auf 
284  gegebenen  allgemeinen  Definition  der  Schraubenlinien  ist 
lalb  die  ursprüngliche  Minimalcurve  eine  Schraubenlinie  auf  dem 
rachteten  Cylinder.  Da  ferner  die  Minimalcurve  bei  Einführung 
»s  neuen  Axenkreuzes  eine  Minimalcurve  bleibt,  so  gilt  der 
^eis  auch  für  Cylinder,  die  nicht  gerade  der  z-Axe  parallel  sind: 

Satz  62:  Jede  Minimalcurve  ist  Schraubenlinie  auf 
Bn  Cylindern,  auf  denen  die  Curve  verläuft. 

Streng  genommen  müsste  dies  allerdings  noch  fiir  solche 
Inder  bewiesen  werden,  deren  Mantellinien  selbst  Minimalgeraden 
^y  denn  solche  Cylinder  lassen  sich  nicht  durch  eine  Bewegung 
allel  zur  z-Axe  machen.  Der  Beweis  wird  für  diesen  Fall  ähn- 
L  geführt  wie  in  §  4  für  die  Curven  (1)  auf  S.  284,  sodass  wir 
auf  verzichten. 

Blicken  wir  jetzt  auf  das  Beispiel  der  Böschungsfläche  auf 
294  zurück,  in  dem  die  Curve  c  eine  Schraubenlinie  war,  und 
^len  wir  diese  Schraubenlinie  als  Minimalcurve,  so  folgt  sofort: 

Satz    53:      Die    Tangentenfläche    einer    Minimalcurve 
^neidet   eine   beliebige  Ebene   stets   in   einer  Curve,  die 
e  Evolute  der  Projection  der  Minimalcurve  auf  dieselbe 
ene  ist. 

Da  aber  der  Beweis  dafür  damals  geometrisch  geführt  wurde, 
fügen  wir  hier  den  analytischen  Beweis  dieses  Satzes  hinzu: 

Wollen  wir  den  Schnitt  der  Tangentenfläche  unserer  Minimal- 
ere (6)   mit   der  a:y-Ebene   betrachten,    so   müssen   wir   in   den 


346  Dritter  Abschnitt:     Ciirren  und  ahunckelbarc  Flächen. 


Gleichungen  (7)   der  Tangente   des  Punktes  (x,  y,  z)  oder  (r)  der 
Minimalcurve  die  Coordinate  j  zu  Null  machen,  d.  h.  den  Parameter 


Ö"  =  — 


setzen.  Jene  Tangente  triflft  daher  die  Ebene  j  =  0  in  dem  Punkte 
mit  der  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(9)  j  =  x-|(1-t)z,       „=y-i(-;-  +  r)z. 

Dabei  sind  ar,  y,  z  die  Functionen  (6)  von  r,  also  auch  j  und  tf 
Functionen  von  r.  Durchläuft  r  alle  Werte,  so  stellen  die  Glei- 
chungen (9)  die  Schnittcurve  der  Tangentenfläche  mit  der  Ebene 
}  =  0  dar,  ausgedrückt  in  den  laufenden  Coordinaten  ;  und  t)  und 
mittels  des  Parameters  r.  Deutet  der  Strich  die  vollständige  Diffe- 
rentiation nach  T  an,  so  kommt  aus  (9)  immer  mit  Rücksicht  auf 
die  Werte  (6)  von  x,  ?/,  z: 

Nach  Satz  17,  S.  29,  lassen  sich  mittels  dieser  Formeln  sofort  die 
Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  des  Punktes  (r)  der 
Curve  (9)  berechnen,  und  dabei  findet  man  einfach  x  und  y,  d.  h. 
der  Krümmungsmittelpunkt  ist  der  Fusspunkt  (x,  y,  0)  des  Lotes, 
das  man  vom  Punkte  (.r,  y,  z)  der  Minimalcurve  (6)  auf  die  Ebene 
z  =  0  fällen  kann.     Hiermit  ist  Satz  53  bewiesen.  — 

Die  in  §  12  des  2.  Abschnittes  gegebene  Theorie  der  Diffe- 
rentialinvarianten einer  Curve  hinsichtlich  aller  Bewegungen  des 
Raumes  gilt,  wie  wir  wissen  (siehe  S.  201),  nicht  für  die  Minimal- 
curven.  Für  diese  wäre  die  Theorie  vielmehr  gesondert  zu  entwickeln, 
worauf  wir  jedoch  verzichten  wollen.^ 


^  Man  findet  diese  Theorie  in  Kap.  22,  i;^  4  des  Werkes:  Lis,  „Vor- 
lesungen über  continuierliche  Gruppen  mit  geometrischen  und 
anderen  Anwendungen'^,  bearb.  von  Scheffers,  I^ipzig  1898. 
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(^) 


(^ 


iC) 


m 


iE) 


(^ 


Tafel  I. 

Aenderung  des  Coordinatensystems. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  2.) 


X 

y 

Z 

X 

«1 

ßx 

Ti 

y 

«2 

ß. 

Yi 

z 

«8 

ßs 

Yi- 

X 

y 


«1  = 


'  =  Yi^  +  Yiy  +  Y»^  +  C' 
X  =  a,  (x  -  o)  +  /9,  (y  -  *)  +  ^1  (z 

y  =  «2  (*  -  «)  +  Ä  (y  -  *)  +  ^2  (« • 

5  =  fi!j{x  -  a)  +  /9,(.y  -  *)  +  y,{z  • 
LÄ2^«2_,         a,a3  +  /?,/?3  + 

«1  «2  +  /^l  /^2  + 

A  Yi  +ßiY,+ 

Yi  «1  +  y»  «2  + 

ßi  =  Yt'»t-  Yi  «4  » 

Ä=7'i«2-y2«i> 

«1     A     Yx 

«2       Ä       ^2      ^l- 


+  A'  +  n*  = 
+  /?2'  +  ^2*  = 

+  Ä»  +  y,»  = 

+  «,»  +  «,»  = 

+  ^2*  +  y»*  = 

ßiYi-ßaYf 
ßsYi-ßiY», 
ßiYt-ßiYi, 


-c), 

-c), 
-c). 

YiYi=^> 

ri  ^2  =  0 . 

ß»Y,=-0, 

^8  «8  =  0  , 

yi = «2  ft 

Y,  =  «»ßi 
Ya  =  «1  /'2 


«ißl- 


et. 


Ä   ra 
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Tafel  IL 

Beziehungen  zwischen  den  Richtungscoeinus  des  begleitenden 

Dreilcants  einer  Curve. 

(Siehe  2.   Abschn.  §  7.) 


(^) 


(ß) 


(CO 


{!>) 


X     y     X 

Tangente 
Hauptnorm. 
Binormale 

cc     ß     r 
l     m     n 
X      fji     V. 

I 


l 

X 


«^  +  /?'+/'  =  1 , 
/a  +  ^2  +  n»  =  1  , 

k^  +  fl^  +v^  =-1] 
«2  ^  /2   ^  ;^2  _  1  ^ 

ßi  +  m^  +fjL^  =  1  , 
/^  -f  n*  +  v^  =  1  ; 

■'  mv  —  n fi, 

fAy  -vßj 

■■  ßn  —  ym, 


la  +fiß-^vr  =  0, 
ccl  +  ßm  +  yn  =  0 , 

ßy  +  mn  +  fjv=sOj 
ya+  n  l  +  vX  =0, 
aß  +  Im  +  lfi  =  0. 

ß  =  nk  ^  l  V ,  y  =s  l  fjL  ^  ml; 
m  =  va  —  ky ,  ii  =  Ä/9— /ua; 
fi  z=  y  l  —  an,       V  =zam  -^  ß  i  , 

a     ß      y 

=  1. 


/     m 
k     fi 


n 

V 


Tafel  Iir. 

Richtungscosinus  des  begleitenden  Dreikants 
einer  Curve  und  ilire  Ableitungen  nach  der  Bogeniänge. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  8.) 


(^) 


[S) 


I 


1 

X 

'  +  !/"  + 

z''  = 

a  =  x'  j 

l  = 

ß-y', 

m  = 

r  =  z'; 

n  = 

,      X  X   +y  y   +  z  z   =  0. 


'/ 


=  rz 


rx  ,       k  —  r(y  z    —  z  y  ) , 

(t      ff  f      n\ 

Z  X     —  X  Z    )j 

(f      II  I      lf\ 

^ y  -y ^ )' 


„      n 


// 
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iC) 


(D) 


iE) 


{P) 


(ö) 


m 


i 

a  =  — 
r 

,        n 
/  =  — 


r 


n 


/'=-  —  ---- 


m 


=  -!-- 


r 

r 


9 

V 


i'  = 


i»  = 


n 
9 


dT 

ds 


=  Vx"»+y"«  +  z"«. 


(Positiv  bei  reellen  Curven.) 


dB 
ds 


ip"«+y"t^_^'l 


XXX 


y    y    y 

/     z"     z'" 


r«  +  j« 
1 


\d8 

1  =A    -r  ^ 

-r  ' 

'     "    ^•• 

1 

^9 

r 

=  -^ß- 

1 
m li, 

z"' 

1 

1 

r' 

1 
n V, 

^9 

X     =  — 

— 

y(y^"-^'y'), 

y  =- 

>'  :;y" 

— 

•  z"'  =  - 

-\  z'  -  -'•:  z" 

— 

(x  y        y  X  ) . 
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Tafel  IV. 

Bestimmung  einer  Curve  aus  der  spliärisclien  Indicatrix  ihrer 

Tangenten. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  18.) 

Die  ttberstrichenen  BacLstaben  beziehen  sich  auf  die  Indicatrix 
Der  Accent  deutet  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  i  =  'i 
der  Indicatrix  an. 

Gegeben  sind  x,  y,  z  als  Funktionen  von  s,  sodass 

{A)  5«  +  y*  +  i*  =  1 ,       x^  +  p  +  F*  =  1 

ist.     r  ist  eine  beliebige  Function  yon  s. 
{B)  ds  —  rds, 

(C)  X  =  j  rxdsj       y  =  j  i'yd.s^       ^  ~  I  ^^^^' 

{D)  a^xj       /?  =  y,       r^z. 

{E)  l=ä,       m  =  ft,       n  =  y. 

{F)  X  =  yy^ßz,       li^äz  —  yx,       v^ßx-äy. 

(G\  —  =  —  ^ÄF  +  Ä7y  +  9X 

^    '  Q  r 


Tafel  V. 

Bestimmung  einer  Curve  aus 
der  spliärischen  Indicatrix  ilirer  Hauptnormalen. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  18.) 

Die  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Indicatrix 

Der  Accent  deutet  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  i  ==  i 
der  Indicatrix  an. 

Gegeben  sind  x,  y,  z  als  Functionen  von  ,v,  sodass 

{A)  x^  +  p  +  z^=l,       x^  +  p  +  F«  =  1 

ist.     r  ist  eine  beliebige  Function  von  s, 

(B)  ds^    /A     ds. 
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{C) 


m 


iE) 


(^ 


(G) 


{B) 


(O 


smo)  = 


cos  (O  = ^ 


y 


I 

I 


=  /  rcos (ö{—  äco8  6>  +  (^z  —  /y)8m(o}(/5, 
=  I  rcüs  w{—  ß cos  CO  +  iyx  —  ö z)  sin  (ü]ds, 

=  /  rcos«{—  y  cos  CO  +  (äy  --^f)sm«}(/5. 

a  =  —  ä  cos  ö>  +  (^  5  —  /  y)  sin  «  , 
ß  =  —  ßcosio  +  {yx  —  äi)sina> , 
y  =  —y  cos  CO  +  (äy  —  ßx)s\xi(o , 

A=  — äsin«  —  (/Sz  —  ^y)  cos  «  , 
fjL  =  —  ß  sin  (ö  —  (y  X  —  ä  i)  cos  w , 
V  =  —  y  sin  CO  ^  {ä^  —  ß  x)  cos  «  . 

-  =  —  tff  r  ^^ + ^y + ^  * 


ds , 


Tafel  VI. 

Bestimmung  einer  Curve  aus 
der  sphärisclien  Indicatrix  llirer  Binormaien. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  18.) 

Die  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Indicatrix. 
Der  Accent  deutet  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  s  =  B 
der  Indicatrix  an. 

Oegeben  sind  x,  y,  z  als  Functionen  von  s,  sodass 


(^) 


r,2 


:^2 


X»  +  y«  +  i«  =  1  , 


:^'2 


+  y2  +  F»=l 


ist.     o  ist  eine  beliebige  Function  von  s. 
(B)  ds  =  Q  ds , 

x=^  ^{i(ßz-yy)ds,      i/=:Ji){yx'^ccz)ds, 
z  =  I  (){äj/  —  ßx)ds . 


(C) 
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(1))  a  =  /^z  — fy,       ß  =  yx  ^  äz ,       y  =  äy  --  ßx 
[K)  /=ä,       m  :=  ß ,       n^y, 

/^,N  (}         Xx  -i-  Jiy  +  ¥x 

f  (/ j  SS    = . 

\    /  r  r 


Tafel  VII. 

Elemente  der  Filarevolventen  einer  Curve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  6.) 

Die  nicht  überstricheneD  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  ge 
gebene  Filarevolute,  die  überstricheuen  auf  die  gesuchten  Filar 
evolventen.     a  ist  eine  willkürliche  Gonstante. 

{Ä)    x  =  x  +  a(a-«),       y  =  y  +  /9(*  — *),       z=:^z  +  y(c  —  s). 

(B)  ds  =  B ds, 

wo  «  =  ±  1  ist  und  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem: 

(D)  ä=—Bl,       ß=i-~8m,       y=—en, 

{E)  /=66''^;?=^-4^,         ^=66'^^^         n^BB'^J^^. 

WO  «'  =  ±  1  ist  und  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem: 

Die  Quadratwurzel  Yr^  +  o^  soll  bei  reellen  Curven  positiv  seil 

(G)        Ä  =  «'^-4r=?i,      ^  =  ^'''l-£^      i;  =  6'^^':^r. 


[B)  _   =  «  € 


1  _,,'y^+?' 

r  {){s  —  a) 

"i  (i         (r- +  (i'j  (5  -  «) ' 

BCier  deutet  der  Accent   die  Differentiation   nach    der  Bogen 
9  der  Filarevolute  an. 
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Tafel  VIII. 

Elemente  der  Paraiieicurven  einer  Curve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  7.) 

Die  nicht  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  eine 
gegebene  Curve,  die  überstrichenen  auf  ihre  gesuchten  Paraiiei- 
curven.    a  und  b  sind  willkürliche  Constanten. 

X  =  X  +  {a  l  +iX)cos  I  — ^  —  (b  /  —  a i) sin  /  — ^ , 


(^ 


9 

0  0 

»  » 

ds 


y  =  y  +  (am  +  b/A) cos  /      -  —  (bm  —  a jti) sin  /  — ^ 


9 

0  0 

»  a 

ds 


^  z  +  {an  +  b v) cos  /  — —  (b n  —  a y) sin  /  — ^ 


9 

0  0 


9 


{B)  ds  =  6 


1 cos 


/ds     ,     b     .      r  d  s"]  j 
H Sin  I  —   ds. 
Q          ^        J     9  \ 


0  0 

wo  €  =  ±  1  ist  und  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem: 

9  9 

,^s  t         0  C  ds     ,     h    '      C  ds  .^^^ 

iP)  p^l--cosJ—  +--sinj  —SO. 

0  0 

{D)  ä  =  sa,      ß  =  aß ,       y  z=  sy . 

{ß)  1  =  el,       in  =±  em,       n  =  sn, 

{G) 


{H) 


1 

e 

r 

rp 

1 

1 

C' 

9P 

ScUKFFBBS,  Geom.  Difl'r.  I. 
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Tafel  IX. 

Elemente  der  Gratiinie  der  Polarfläche  einer  Curve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  8.) 

Die  nicht  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  eine 
gegebene  Curve,  die  überstrichenen  auf  die  gesuchte  Gratlinie  ihrer 
Polarfläche.  Der  Accent  deutet  die  Differentiation  nach  der  Bogen- 
länge 8  der  gegebenen  Curve  an. 

[Ä)     I-  =  X  +  rl  —  ()r  X,     !/  =  J/  +  r^  —  (^r  fi,     2=:z+rn  —  grv. 

wo  €  =  ±  1  ist  und  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem : 
(6')  p=  J-  +  r>'  +  r"(>SO. 

wo  «'  =  ±  1  ist  und  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem  (>  ^  0  ist 
{F)  A  =  —  6'  a ,         fi  =  —  e  ß ,         T'  =  —  e'  y. 


im 


1 

r 

QP  ' 

1 

1 
rp 

Ta 

ifel  X. 

Elemente  der  Gratlinie  der  rectificierenden  Fläclie  einer  Curve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  9.) 

Die  nicht  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  eine 
gegebene  Curve,  die  überstrichenen  auf  die  gesuchte  Gratlinie  ihrer 
rectificierenden  Fläche.  Der  Accent  deutet  die  Differentiation  nach 
der  Bogenlänge  s  der  gegebenen  Curve  an. 


Anhang. 


355 


(-^) 


2/  =  y- 


q  r  —  r  Q 


,'-  iP'i'  -  ßr), 


{B) 


z  =  z , — ^— j-  (v  Q  —  yr). 

o  r  —  r  0       ^ 


Q 


X 

-.r+'- 

—  « tgüi 
digu) 
ds 

D 

=  y+'- 

-ßtgfü 
dtg(ü 
ds 

Z 

=^z+'- 

r/ tgcü 
ds 

Dabei  ist: 


in 


(ö) 


sin  6)  =  -  ,u^U=r ,       cos  (ü  =  — ^^=^ 


tg(ü  =  — 


d  s  = 


e 


cos  (ü      e/  «       d  tg  cü 

</  s 


ds   y 


wo  6  =  ±  1  und   zwar   bei  reellen  Curven  so  zu  wählen   ist,   dass 
ds:ds  positiv  wird. 

«  =  —  €  (c^  sin  w  —  A.  cos  (o) , 
{E)  \  ^  =—«(/?  sin  «  —  ju  cos  co) , 

^  =  —  « (/'  sin  (I)  —  «/  cos  (ö) . 


I 


I 


/  =  —€€'(«  cos  ft>  +  A  sin  (o) , 
(/")  <  m  =  —  €  «'  (jS  cos  w  +  ju  sin  ö>) , 

l  w  =  —  €  c'  (/  cos  (ü  +  V  sin  fi>) , 

wo  c'  =  ±  1  ist  ^D^  zwar  bei  reellen  Curven,  je  nachdem  ro 


Oist. 


(ö) 


(^ 


A,  =  —  e'/,       jtt  =  —  e'm  , 


1/  =  —  6  w . 


r  = 


£6 

e/sin  6) 


ds 


dtgo) 
d  8 


{^ 


(>  = 


d 
d  s 


digu 
ds 
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Sachregister. 


Abbildung  einer  Fläche  auf  die  Ebene 
278  u.  L;  zweier  Ebenen  aufeinander 
119. 

Abstände  zwischen  unendlich  benach- 
barten Geraden  272,  278. 

Abwickelbare  Fläche  267,  278  u.  f. 

Abwickelung  eines  Cylinders  von  Mini- 
malgeraden 286  u.  f. 

Aenderung  des  Axenkreuzes  in  der 
Ebene  7  u.  f.;  im  Kaum  143  u.  f. 

Aenderung  einer  Function  des  Ortes  in 
der  Ebene  88  u.  f. 

Aequi anharmonisches  Doppelverhältnis 
330. 

Asymptote   17,  18. 

Asymptotischer  Punkt  18. 

Auflösbarkeit  von  Gleichungen  83, 

B 

Bahncurvc  einer  stetigen  Schraubung 

156. 
Bedingung  der  Ortliogonalität  in    der 

Ebene  110,  im  Raum  338,  339. 
Hegleiten  des  Dreikant  bei  einer  Kaum- 

curve  171,  174  u.  f.,  197  u.  f. 
Berührende  Gerade  =  Tangente. 
Berührung  n**'  Ordnung  zwischen  Cur- 

ven  in  der  Ebene   18  u.  f.,  23  u.  f.: 

zwischen  Curven  im  Raum  166  u.  f.; 

zwischen  Curve  und  Fläche  226  u.  f. 
Bewegung  in  der  Ebene  8, 10;  im  Raum 

143,   147  u.  f.,   152;  unendlich  klein 

153  u.  f.,  197  u.  f. 
Bilineare  Relation  zwischen  zwei  Ver- 
änderlichen 327,  328. 
Binormale  174,  241,  249  u.  f.,  275,  322. 
I^genelement  in  der  Ebene  4,  109,  110, 

116,  117;  auf  einer  Tangentenfläche 

263,  269;  auf  einer  Fläche  279. 
Bogenlänge  einer  Curve  in  der  Ebene 

4;  als  Parameter  in  der  Ebene  5,  42; 

im  Raum  163,  164,  178. 
Böachungsfläche  293,  317,  345. 


Büschel  von  Curven  in  der  Ebene  57; 
von  Kreisen  in  der  Ebene  58,  132. 

C 

Cassinoide  87. 

Circuläres  G^radenpaar  7. 

Confocale  Ellipsen  und  Hyperbeln  85, 
111,  129. 

Congruenz  von  Curven  in  der  Ebene 
50  u.  f. ;  von  Minimalgeradeu  in  der 
Ebene  55;  von  Curven  im  Raum  209, 
210,  219. 

Contingenzwinkel  in  der  Ebene  86 ;  im 
Raum  183,  241,  309. 

Convexe  und  concave  Curven  in  der 
Ebene  31. 

Coordinaten  allgemeinster  Art  in  der 
Ebene  107  u.  f. 

Cosinus  des  Winkels  zweier  Greraden  143. 

Curven  in  der  Ebene  1  u.  f.,  162;  im 
Raum  140, 159  u.  f.;  doppelter  Krüm- 
mung 161,  184;  dritter  Ordnung  ima- 
ginär 226;  mit  constantem  Prodnet 
aus  Krümmungsradius  und  Normale 
in  der  Ebene  97  u.  f.;  mit  constantem 
Verhältnis  aus  Krümmung  u.  Torsion 
221  u.  f.,  284  u.  f.;  mit  constaiiter 
Krümmung  in  der  Ebene  41;  mit 
eonstanter  Krümmung  im  Raum  252, 
283,  309,  310,  325;  mit  eonstanter 
Krümmung  und  eonstanter  Torsion 
225  u.  f. ;  mit  eonstanter  Summe  aus 
den  Quadraten  von  Krümmung  und 
Torsion  252 ;  mit  eonstanter  Torsion 
252,  325:  mit  denselben  Hauptnor- 
malen 322  u.  f.;  mit  der  Bogenlänge 
Null  BB  Miuimalcurven ;  mit  der  Krüm- 
mung Null  220,  221 ;  mit  der  Torsion 
Null  184  u.  f.,  220;  mit  gegebener 
PolarflUche  316;  mit  linearer  Rela- 
tion zwischen  Krümmung  und  Tor- 
sion 324  u.  f. 

Curvennetz  in  der  Ebene  106,  112  u.  f. 

Curvcnschar  in  der  Ebene  55 ,  80  u.  f. 
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Curvensystem  in  der  Ebene  definiert 
durch  Differentialgleichungen  134  u.  f. 

Cylinder  271,  275;  mit  Mantellinien, 
die  Minimalgeraden  sind,  284  u.  f. 

Cylindroid  196. 

D 

Determinante  d.  Richtungscosinus  eines 
Axenkreuzes  146,  147;  von  Functio- 
nen und  ihren  Differentialquotienten 
186. 

Developpabele  Fläche  =  abwickelbare 
Fläche. 

Diagonalcurven  eines  ebenen  Curven- 
netzes  113  u.  f.,  138,  189. 

Differentialgleichungen ,  gewöhnliche , 
siehe  unter  gew.  Differentialgl. ;  linear 
partiell  siehe  unter  lin.  part.  Differen- 
tialgl. ;  von  RiCATTi  siehe  unter  Ric- 
cATi'sche  Differentialgl. 

Differential  invarianten  der  Integralcur- 
ven  einer  Differentialgleichung  89; 
einer  Curve  bei  den  Bewegungen  der 
Ebene  44  u.  f.,  67 ;  einer  Curve  bei 
den  Bewegungen  des  Raumes  201  u.f., 
346. 

Differentialparameter  bei  ebenen  Cur- 
ven  48,  49;  bei  Raumcurven  208. 

Differentialqnotientcn  der  Coordinaten 
eines  Curvenpunktes  182,  206;  der 
Krümmung  und  Torsion  206  u.  f.; 
der  Richtun^cosinus  der  Binormale 
180;  der  Ricbtungscosiniis  der  Haupt- 
normale 181;  der  Richtuugscosinus 
der  Tangente  180. 

Dipolare  Coordinaten  108. 

Doppeltangente  einer  ebenen  Curve  75. 

Doppelverhältnis ,  äquianharmonisch 
330;  harmonisch  831,  335;  ungc- 
ändert  bei  Projection  383;  von  vier 
Ebenen  eines  Büschels  334 ;  von  vier 
Grossen  214,  217,  327,  328,  331,  832; 
von  vier  Punkten  einer  Geraden 
328  u.  f.;  von  vier  Strahlen  eines 
Büschels  334,  336. 

Drehung  in  der  Ebene  10;  in  der  Nor- 
malebene einer  Raumcurve  304,  305. 

E 

Ebene  Curve  1  u.  f.;  im  Raum  162, 185, 

189,  264,  316,  325. 
Ebenenbüschel  334. 
Eingehüllte  einer  Ebenenschar  290  u.  f. 
Einhüllende  einer  Curvenschar  in  der 

Ebene  59,  60. 
Einsiedlerpunkt  44. 
Elilipse  3,  53,  54,  85,  87,  191. 


Elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene 
111;  Integrale  99,  105. 

Entfernung  zwischen  unendlich  benach- 
barten Geraden  272. 

Enveloppe  einer  Curvenschar  in  der 
Ebene  59,  60. 

Erste  Krümmung  189. 

Erzeugende  einer  geradlinigen  Fläche 
271. 

Evolute  in  der  Ebene  65  u.  f. ,  294, 
316,  345. 

Evoluten  und  Evolventen  bei  Raum- 
curven siehe  unter  Filar-  und  Plan- 
evoluten und  -evolventen. 

Evolventen  in  der  Ebene  64  u.  f.,  79, 
94,  294;  des  Kreises  68. 


Filare Voluten  298,  310  u.  f. 

Filarevolventen  296  u.  f.,  310,  317. 

Fläche  162;  der  Binormalen  275;  der 
Hauptnormalen  274;  der  Tangenten 
siehe  unter  Tangeutenfläche. 

Flächentreue  Abbildung  zweier  Ebenen 
aufeinander  121  u.  f. 

Flexion  183. 

FßENET'sche  Formeln  184. 

Functionaldetcrminante  81  u.  f. 

Function  der  Abstände  von  festen 
Punkten  86 ;  de»  Ortes  in  der  Ebene 
80  u.  f. 

Functionen,  die  einer  linearen  homo- 
genen Gleichung  mit  constantem 
Coefficienten  genügen,  186. 

G 

Gemeine  Schraubenlinien  156 u.f.,  165, 
169,  184,  190  u.  f.,  225,  226,  283,  325. 

Geodätische  Linien  270;  auf  einem 
Cylinder  284  u.  f.;  auf  einer  Polar- 
fläche 314. 

Gerade  in  der  Ebene  2;  im  Raum 
140  u.  f.,  160,  221. 

Geradenpaar,  circuläres  7. 

Geradlinige  Fläche  140,  270  u.  f. 

Geschwindigkeit  der  Aenderung  einer 
Function  des  Ortes  84. 

Gewöhnliche  Differentialp^leichung  T. 
Ordnung  zwischen  zwei  Veränder- 
lichen 88  u.  f.,  135  u.  f. 

Gleichungen  ebener  Curven  bei  krumm- 
linigen Coordinaten  111;  natürliche 
siehe  unter:  Natürliche  Gleichungen. 

Gratlinie  einer  Polarfläche  307  u.  f.; 
einer  Tangentenfläche  268. 

Grenzpunkte  bei  einer  ebenen  Curven- 
schar 59. 
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H 

Hannouisches    Doppelverhältiiis    331, 

335,  338. 
liannoniäch  getrennte  Paare  217,  331, 

335,  338. 
Ilauptnormale    174,  189,  241,  244  u  f., 

274,  322. 
Hülfsveräuderliehe  2,  159. 
Hyperbel  85,  87. 
Hyperbolische  Spirale  18. 


Indicatrix,  sphärische,  der  Biuormalcu 
241,  249  u.  f.,  253  u.  f.;  der  Haupt- 
normalen  241,  244  u.  f.;  der  Tangen- 
ten 241,  243  u.  f.,  253  u.  f. 

InHexionspunkt  und  -tangente  in  der 
Ebene  14. 

Inhalt  der  Parallelogramme  eines  Cur- 
vennety.es  in  der  Ebene  118. 

Integrabilitätsfactor  91  u.  f. 

Integral  einer  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichung I.  Ordnung  in  zwei  Ver- 
änderlichen 90. 

Integralcurven  einer  Differentialglei- 
chung r.  Ordnung  in  der  Ebene 
88  u.f.,  135  u.  f. 

Integration  der  uatürliclien  Gleichungen 
einer  Raumcurve  211  u.  f. 

Integrationsconstante  89;  bei  einer 
RiccATi'schen  Differentialgleichung 
215. 

Isolierter  Punkt  bei  einer  ebenen 
Curve  74. 

IsometrischeParameter  in  der  Ebene  127. 

Isothermen  in  der  Ebene  1 18, 124  u.f.,  1 36. 

Isothermensyst^me  von  Kreisen  in  der  | 

Ebene  131  u.  f. 

I 

K 

(Siehe  auch  unter  C.)  ' 

Kegel  271,  275;    gerader  siehe  unter;  i 

Rotationskegel;  von  Minimalgeraden 

33«,  339,  344. 
Kegelschnitt  definiert  durch  seine  natür-  I 

liehe  Gleichung  54.  j 

Kennzeichen  ebener  Curven   162,  185. 
Konchoide  77. 
Kreis  in  der  Ebene  3,  33,  41,  87,  101,  ! 

105;  im  Ilaum  162  u.  f.,  187,  317. 
Kreisbüschel  o8,  132. 
Kreisevolventen  68.  ' 

Krummlinige  Coordinaten  in  der  Ebene 

107  u.  f. 
Krümmung  der  ebenen  Curven  35  u.  f.,  . 

43;   der  Evoluten   in   der  Ebene  K6, 

67;  der  Integralcurven  einer  gewöhn- 


lichen Differentialgleichung  I.  Ord- 
nung 89;  der  Ranmcurven  183,204. 

Krümmuugsaxe  237,  238,  307. 

Krümmungskreis  der  ebenen  Curven 
30  u.  f.,  38;  der  Baumeurven  189  iLf., 
236, 237 ;  derTrajectorien  einer  ebenen 
Curvenschar  96. 

Krümmungsmass  =  Krümmung. 

Krümmungsmittelpunkt  bei  ebenen  Cur- 
ven 38,  40,  61;  bei  Raumeurven 
189  u.  f.,  236  u.  f. 

Krümmungsradius  bei  ebenen  Curven  38 ; 
bei  Raumeurven  189,  204,  209,  264. 

Kugelkreis  839. 

Kürzeste  Linien  einer  Fläche  siehe 
unter:  Geodätische  Linien;  einer 
Tangentenfläche  270. 


Länge  eines  Curvenbogens  =»  Bogen- 
länge. 

Lineare  paitielle  Differentialgleichung 
für  eine  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen 90. 

Lineare  Relation  zwischen  Krümmung 
und  Torsion  324  u.  f. 

Linear  gebrochene  Function  einer  Ver- 
änderlichen 328. 

Linienelement  in  der  Ebene  87. 

Logarithmische  Selbstevolut«  71;  Spi- 
rale 70,  129. 

Lösung  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  in  zwei  Ver- 
änderlichen 88;  einer  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  90. 

M 

Minimalcurven  164,  340u.f.;  als  Schrau- 
benlinien aufgefasst  344,  345. 

Minimalgeraden  in  der  Ebene  6,  34, 
55;  im  Raum  142,  151,  164,  278,  284, 
286,  335  u.  f.,  342. 

Mittlere  Krümmung  eines  ebenen  Cur- 
venbogens 36. 

Multiplicator  91  u.  f.,  135  u.  f. 

N 

Natürliche  Gleichung  einer  ebenen 
Curve  52;  einer  Evolute  in  der  Ebene 
68;  eines  Kegelschnitts  54;  für  eine 
sphärische  Curve  236. 

Natürliche  Gleichungen  einer  Raum- 
curve 210,  218,  219. 

Netz  von  Curven  in  der  Ebene  112  u.  f., 
135  u.  f. 

Neue  Parameter  bei  Curven  2,  150;  in 
der  Ebene  112. 
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Neue  rechtwinklige  Coordinaten  in  der 
Ebene  7  u.  f.;  im  Raum  143  u.  f. 

Normalebene  einer  Baumcurve  171, 
174,  237,  238. 

Normalen  bei  ebenen  Curven  31,  38  u.f., 
61;  bei  Kaumcurven  171. 

Normalenebene  »  Normalebene. 

Xullkreis  in  der  Ebene  7. 

Nullkiigel  336. 

0 

Ort  der  Mitten  der  Kriimmangskreise 
in  der  Ebene  =  Evolute;  der  Kriim- 
mangskreise im  Raum  317;  der 
Scbmiegungskugeln  »  Gratlinie  der 
PolarHäche,  300. 

Orthogonale  Trajectorien  der  Normal- 
ebenen  303  u.  f.;  der  Schmiegungs- 
ebenen  =  Planevolvente;  der  Tan- 
genten einer  ebenen  Curve  =  Evol- 
vente; der  Tangenten  einer  Raum- 
curve  =  Filarevolvente;  einer  Curven- 
schar  inderEbene95;  einer  Geraden- 
schar in  der  Ebene  63  u.  f. 

Orthogonalsjstem  in  der  Ebene  110; 
von  Kreisen  in  der  Ebene  133. 

Osculationsebene  »  Schmiegungsebene. 

Osculationskreis  =  Krümmungskreis. 

Osculationskugel  =  Schmiegungskugel. 

Oscolieren  bei  Curven  in  der  Ebene 
28,  35;  bei  Raumcurven  171. 

Osculierende  gemeine  Schraubenlinie 
191  u.  f.;  mit  gleicher  Torsion  197, 
256,  297. 

Osculierender  Rotationskegel  257  u.  f. 


Parallelcurven    in  der   Ebene  64;    im 

Raum  304  u.  f. 
Parallelogramm  unendlich  klein  115. 
Parameter  2,  107  u.  f.,  159. 
Parameterlinien  in  der  Ebene  107  u.  f. 
Perspective  Lage  335. 
Planevolutcn  299. 
Planevolventen  299  u.  f.,  316. 
Polarcoordinaten  in  der  Ebene  107, 111. 
Polare  237,  288,  307. 
Polarebene  bei  einer  Nullkugel  338, 339. 
Polarfläche  307  u.  f.,  317. 
Polargerade  =  Polare. 
Polygon  im  Raum  als  Näherungsfigur 

für  eine  Curve   175,   239,   265  u.  f., 

299,  812  u.  f. 
Projectionen  einer  Curve  auf  die  Ebenen 

des  begleitenden  Dreikants  176  u.  f.; 

einer  Minimalcurve  auf  eine  Ebene 

345. 
Projective  Geometrie  327. 
Punktreihe  334. 


Quadrat  unendlich  klein  117. 
Quadratnetz  in  der  Ebene  117. 

B 

Radius  der  ersten  und  zweiten  Krüm- 
mung 189;  des  Krümmungskreises  » 
Krümmungsradius;  der  Schmiegungs- 
kugel 234  u.  f. 

Rechteck  unendlich  klein  117. 

Rectificierende  Ebenen  317,  321 ;  Fläche 
321. 

Regelfläche  =  geradlinige  Fläche. 

Rhombennetz  in  der  Ebene  116,  136. 

Rhombus  unendlich  klein  115. 

RiccATrsche  Differentialgleichung  213 
u.  f.,  221,  311. 

Richtungscosinus  142;  der  Binormalen 
und  Uauptnormalen  179;  der  Tan- 
genten 178. 

Rollen  einer  Ebene  auf  einer  Curve  299 ; 
einer  Geraden  auf  einer  Curve  296. 

Rotationskegel  258;  der  eine  Curve  in 
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Berichtigungen. 

34,  Zeile  9  von  oben  lies:  Zeichnen  statt:  Zeichen. 
40,  Zeile  8  von  unten  lies:  Formeln  statt:  Formel. 

55,  Zeile  2  von  oben  sind  die  Worte  zu  streichen :  ihre  Mittelpunkte  und. 
r>6,  Fig.  11  lies:  x.x,  l«,  Js  statt:  r,,  r,,  r«. 
83,  Zeile  11  von  unten  ist  das  Komma  zu  streichen. 
90,  Zeile  9  von  oben  lies:    Differentialgleichung  (3)  statt:    Differential- 
gleichungen (1). 
96,  Fig.  26  lies:  y  statt:  r. 

110,  Zeile  1  von  unten  lies  zuletzt:   4-   statt:   =. 

111,  Zeile  10  von  oben  lies:  a  und  b  statt:  «*  und  6*. 

125,  Zeile  9  von  oben  lies;  Diagonalcurven  statt:  Diagonalcurve. 

160,  Zeile  16  von  unten  lies:  hin  statt:  hier. 

189,  Zeile  0  von  unten  schalte  nach:  Krümmung  ein:  oder  Torsionsradins. 

214,  letzte  Zeile  der  Anmerkung  lies:  ubliiiiigigen  statt:  unabhängigen. 
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Vorwort. 


Diesem  zweiten,  abschliessenden  Bande  der  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie  seien  zunächst 
einige  Bemerkungen  über  die  Art  der  Benutzung  des  Buches  durch 
Lernende    vorausgeschickt 

Der  Inhalt  des  ersten  Bandes  wird  als  bekannt  vorausgesetzt. 
Es  ist  aber   auch  möglich,  dass  man  unmittelbar  mit  diesem  zweiten 
Bande   beginne,  sobald  man  nur  die  wichtigeren  Sätze  der  Curven- 
theorie   anderswo  schon  kennen  gelernt  hat    Zwar  ist  es  am  besten, 
die  yier  Abacbnitte,  in  die  dies  Buch  zerfällt,  der  Reihenfolge  nach 
dorchzunebmen ;  aber  der  dritte,  schwierigste,  Abschnitt  braucht  nur 
zun  Teil    vor    dem  vierten   studiert   zu   werden.     Man   findet   die 
nötigen    Sinweise   darüber   an   den   betreffenden  Stellen  im  Buche 
und  im   Inbaltsverzeichnis.     Der  vierte  Abschnitt  ist  überdies  zum 
grössten    Teil   von  dem  dritten  unabhängig,   kann  also  gleichzeitig 
mit  diesem  begonnen  werden.    Damit  die  Theorie  deutlicher  hervor- 
trete,  sind    die  Beispiele,   wenn  sie  nicht  ganze  Paragraphen   um- 
&8seny    in    kleineren  Lettern  gedruckt  worden.     Ist  es  auch  nicht 
imbedingt  nötig,  dass  der  Leser  alle  Beispiele  beachte,  so  muss  er 
doch  dessen  gewärtig  sein,  dass  ihre  Ergebnisse  später  zuweilen  in 
der   allgemeinen   Theorie   benutzt  werden.     Ausserdem   ist  zu   be- 
denken» dass  gerade  die  Beispiele  dem  Anfänger  die  beste  Gelegen- 

•• 
heil  zur  Ubnng  in  der  Anwendung  der  Theorie  geben. 


VI  Vor  wart. 

Der  Umfang  des  Buches  möge  den  Anfänger  nicht  erschrecken, 
denn  nur  bei  entsprechendem  Baume  ist  es  möglich,  die  Dinge  so 
ausführlich  zu  behandeln,  dass  sie  vollkommen  verständlich  werden. 
Jedenfalls  habe  ich  aufs  Ernsteste  nach  leichter  Verständlichkeit 
des  Buches  gestrebt.  — 

Es  sei  mir  gestattet,  mich  noch  hinsichtlich  einiger  Punkte 
den  Fachgenossen  gegenüber  zu  äussern: 

Dem  Haupttitel  des  Werkes  entsprechend  habe  ich  auch  in 
diesem  Bande  grundsätzlich  die  analytische  Methode  benutzt  und 
rein  geometrische  Betrachtungen  nur  zum  Erleichtem  des  Ver- 
stehens,  bei  der  Andeutung  weiterer  Ausblicke,  femer  da,  wo  sie 
besonders  interessant  sind,  und  endlich  noch  hin  und  wieder  da^ 
wo  ihre  rechnerische  Wiedergabe  auf  der  Hand  liegt,  eingef&gt 
Aber  die  Tendenz  des  Ganzen  ist  doch  eine  geometrische,  indem 
ich  solche  Probleme  aus  der  Flächentheorie  ausgewählt  habe,  die 
in  erster  Linie  von  geometrischem  Interesse  sind.  Man  wird  daher 
manche  schöne  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  Ter- 
missen,  möge  aber  bedenken,  dass  das  Gebiet  der  Flächentheorie 
so  gross  ist,  dass  dem  Verfasser  eine  individuelle  Auswahl  daraus 
wohl  gestattet  ist.  Manches,  was  andere  elementare  Lehrbücher 
bringen,  fehlt  hier;  andererseits  bringe  ich  manches,  was  andere 
Bücher  nicht  haben.  Ich  erwähne  z.  B.  die  Anwendung  auf  die 
Herstellung  geographischer  Karten,  das  Congruenzproblem  fiir 
Flächen  und  die  geodätische  Abbildung. 

Am  besten  wird  man  aus  dem  ausführlichen  Sachregister  am 
Schlüsse  dieses  Bandes  erkennen,  welche  einzelnen  Probleme  der 
Flächentheorie  behandelt  worden  sind.  Probleme,  die  nicht  eigent- 
lich einzelne  Flächen  als  vielmehr  Flächenscharen  betreffen,  wurden 
überhaupt  beiseite  gelassen. 

Zwei  grundsätzliche  Abweichungen  von  den  sonstigen  elemen- 
taren  Lehrbüchern   sind   hier   diese:    Erstens   die   beständige   Mit- 
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berücksichtigung  des  Imaginären,  zweitens  die  infolge  hiervon  un- 
ab weisliche  Mitberücksichtigung  derjenigen  Flächen^  die  eine  Schar 
von  Minimalgeraden  enthalten,  da  auf  diesen  Flächen  z.  B.  die 
EuLEB'sche  Krümmungstheorie  nicht  gilt  (Vgl.  den  „zweiten  spe- 
cialen Fall«  von  S.  113  an.) 

Eine  Hauptschwierigkeit  für  den  Anfänger  in  der  Flächentheorie 
ist  die  Fülle  der  Formeln  und  der  stehenden  Bezeichnungen.  In 
Hinsicht  auf  das  Eine  habe  ich  die  Sache  durch  den  Anhang  von 
Formeltafeln  zu  erleichtem  versucht,  in  Hinsicht  auf  das  Andere 
dadurch,  dass  ich  nur  ziemlich  wenige  stehende  Zeichen,  diese 
aber  beständig,  benutzt  habe.  Ich  denke,  ein  Kenner  der  Flächen- 
theorie wird  beim  Blättern  in  diesem  Buche  überall  orientiert  sein, 
sobald  er  nur  weiss,  dass  u,  v  die  Parameter  auf  der  Fläche,  U,  Fj 
G  und  L,  M^  N  ihre  Fundamentalgrössen,  X,  T,  Z  die  Richtungs- 
cosinus der  Flächennormale,  i?j,  B^  die  Hauptkrümmungsradien,  K 
das  OAUSsische  Ejrümmungsmaass  und  U  die  mittlere  Krümmung 
bedeutet  In  Tafel  XXIV  findet  man  übrigens  eine  vergleichende 
Zusammenstellung  der  Bezeichnungen  bei  verschiedenen  Autoren. 

Noch  muss  ich  hervorheben,  dass  ich  es  fiir  ausgeschlossen 
halte,  dem  Anfänger  die  Flächentheorie  als  Invariantentheorie 
zweier  quadratischer  Differentialformen  beibringen  zu  wollen.  Das 
kann  er  später  aus  den  grossen  Werken,  wie  z.  B.  aus  Bianchi's 
Diflferentialgeometrie,  lernen;  für  den  Anfang  bietet  die  Geometrie 
der  Flächen  selbst  schon  fast  zu  viel  des  Neuen  und  Ungewohnten. 

Bezüglich  der  litterarischen  Hinweise,  die  übrigens  in  den 
^^Berichtigungen  und  Zusätzen'^  einige  Ergänzungen  erfahren  haben, 
muss  ich  wie  beim  ersten  Bande  um  Nachsicht  bitten.  Ich  möchte 
überhaupt,  um  mich  nicht  zu  wiederholen,  auf  das  Vorwort  zum 
ersten  Bande  verweisen. 

Nach  der  freundlichen  Aufnahme,  die  dem  ersten  Bande  seitens 
der  Kritik,   so   weit  ich  davon  Kenntnis  erhalten  habe,   geworden 


VIII  Vorwort. 


ist,  habe  ich  einige  Zweifel,  ob  dieser  zweite  Band,  der  etwas 
knapper  im  Texte  und  doch  bedeutend  umfangreicher  ausgefallen 
ist,  eine  ähnliche  anerkennende  Beurteilung  erfährt  Der  Verfasser 
selbst  ist  ja  am  wenigsten  geeignet,  sich  über  die  Aufiiahme  seines 
Buches  eine  richtige  Vorstellung  zu  machen. 

Es  ist  mir  schliesslich  eine  angenehme  Pflicht,  der  Verlags- 
handlung für  ihr  bereitwilliges  Eingehen  auf  alle  meine  Wünsche 
und  für  die  musterhafte  Drucklegung,  die  das  Corrigieren  der  Bogen 
wesentlich  erleichterte,  hier  zu  danken. 


Darmstadt,  im  Januar  1902. 


Georg  Scheffers. 
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Erster  Abschnitt. 

Das  Bogenelement  der  Fläche. 


§  1.    Analytische  Darstellung  von  Flächen. 

Die  einfachste  analytische  Darstellung  einer  Fläche  ist  die 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  rechtwinkligen  Punkt- 
coordinaten  x,  y,  z  des  Raumes: 

TgL  I   S.  162.^    Insbesondere  benutzt  man  gern  die  Auflösung  der 
Gleichung  nach  einer  der  drei  Coordinaten^  namentlich  die  nach  r: 


(2) 


z  =  f{Xfy)' 


Bei  der  Darstellungsweise  (2)  einer  fläche  haben  sich  ßezeich- 
nongen  für  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  z 
nach  X  und  y  eingebürgert,  die  wir  gelegentlich  benutzen  wollen 
und  daher  hier  angeben.    Man  pflegt  zu  setzen: 


(3) 


! 


dx 


dx 
^         oy 


•*■"   dxdy  ' 


f  = : 


o'* 


oy 


Allerdings  müss  man  diese  Abkürzungen  da  vermeiden,  wo  z.  B. 
schon  eine  Bogenlänge  «  oder  ein  Radius  r  oder  ein  Parameter  / 
auftritt. 

Beispiele   zur   Dantellang   einer  Fläche    mittels    einer   Gleichang   (1) 
swiBchen  den  Goordinaten  x,  y,  %  sind:  die  Gleichung  einer  Ebene 

Ax-^-  By  -k-Cx  -k-  D  =  0 

mid  die  Gleichung  einer  Kugel 

{x  -  a)«  +  (y  -  bf  +  (*  -  cf  -  r« . 


^  Die  Zahl  I  soll  den  ersten  Band  bezeichnen. 
fäCBKFTBBf ,  Geom.  DUlir.   IL 


Erster  Ahsotiniü:    Das  Bogenekment  der  Fläche, 


Die  Darstellungsform  (2)  ist  unmöglich,  wenn  die  Gleichung  (1) 

der  Fläche  von  z  frei  ist: 

F{x,y)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  zunächst  von  den  Punkten  (x,  y)  einer  ge- 
wissen Curve  in  der  :ry- Ebene  erfüllt^  dann  aber  auch  von  allen 
denjenigen  Punkten,  deren  Projectionen  auf  die  xy-Ebene  gerade  auf 
jener  Curve  liegen;  mit  anderen  Worten:  die  Gleichung  stellt  einen 
Cy  lind  er  dar,  dessen  Mantellinien  der  z-Axe  parallel  sind.  (Vgl.  I 
S.  161.) 

Die  bequeme  Darstellungsform  (2)  ist  demnach  nicht  erschöpfend, 
da  sie  jene  Cylinder  nicht  mit  umfasst  Dies  thut  nun  zwar  die 
Darstellungsform  (1),  aber  diese  ist  wiederum  nicht  sehr  bequem. 
Wir  wollen  daher  die  Flächen  auf  eine  andere  Art  analytisch  dar- 
stellen. Zu  dieser  anderen  Art  werden  wir  geführt,  wenn  wir  einen 
Rückblick  auf  einige  im  ersten  Bande  betrachtete  Flächen  werfen: 

Die  Tangentenfläche  einer  Curve 

mit  dem  Parameter  t  wurde  durch  drei  Gleichungen  gegeben: 

(4)  x  =  (pit)  +  T(p'{i),       y=-x{t)  +  T/(t),       z=^tlj{{)  +  Trlj'{t). 

Vgl.  I  S.  261.  Legt  man  den  beliebig  veränderlichen  Grössen  t 
und  r  irgend  welche  bestimmte  Werte  bei,  so  liefern  die  drei  Glei- 
chungen (4)  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  auf  der  Tangente 
der  Stelle  {f)  der  gegebenen  Curve.  Die  Veränderliche  r  lässt  sich 
leicht  eliminieren.  Es  bleiben  dann  zwei  Gleichungen  zwischen  x^ 
y,  z  und  L  Siehe  I  S.  262.  Wenn  man  aus  ihnen  dann  noch  die 
Veränderliche  t  eliminieren  würde,  so  bliebe  eine  Gleichung  zwischen 
X,  y  und  z  übrig,  sodass  man  zu  einer  Darstellungsform  der  Tangenten- 
flache  gelangen  würde,  die  sich  der  Form  (1)  unterordnet 

Wir  erinnern  femer  daran,  dass  wir  in  I  S.  300  die  Coordi- 
naten .r,  y,  z  der  Punkte  derjenigen  Ebene,  die  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  (x^j,  y^,  z^  geht  und  zwei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  mit  den  Cosinus  a,  /9,  y  und  /,  wi,  n  enthält,  in  dieser 
Form  dargestellt  haben: 

(5)  x  =  aro  +  c^E  +  /i),      y  =  yo  +  /5f  +  ^9»      ^  =  ^o  +  yE  +  «9- 

Dabei  bedeuten  f  und  t)  (vgl.  die  Fig.  61  dort)  die  gewöhnlichen 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  (ar,  y,  £)  in  demjenigen  Azen- 
kreuz,  dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  [x^,  y^,,  z^  ist  und  dessen 
Axen  die  erwähnten  beiden  Richtungen  haben.     Jedem  Wertepaar 
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5,  ^  entspricht  also  ein  Punkt  (i,  y,  z)  jener  Ebene,  und  umgekehrt: 
zu  jedem  Punkte  (x,  y,  z)  der  £beue  gehört  ein  bestimmtes  Werte- 
paar  ;,  Q.    Die  Coordinaten  aller  Punkte  {x,  y,  z)  jener  Ebene  werden 
also   hier  durch  zwei   Veränder- 
liche £,  t)  ausgedruckt,  die  eine 
einfache  geometrische  Bedeatung 
haben. 

Endlich  erinnern  wir  daran, 
dass  man  auf  der  Kugel,  aufge- 
fosBt  als  Erd-  oder  Himmels- 
kugel,  zur  Festlegung  eines  Punk* 
tea  die  Breite  ß  und  Länge  il 
benutzt  Ist  r  der  Badius  der 
Kugel,  die  Ebene  des  Äquators 
die  jry- Ebene,  die  NordsUd-Axe 
die  z-Axe  und  setzt  man  fest, 
dass  die  x :- Ebene  die  des 
Längenkreises  Null  sein  soll,  so 
sind  (siehe  Fig.  1): 

(6)  *  =  r  cos  ^  cos  A,      y  =  ' 


nA, 


die  rechtwinkligen  Coordinaten  desjenigen  Kugelpnnktes,  dessen  Breite 
ß  und  Länge  A  ist.  Dm  im  Einklang  mit  unseren  früheren  Fest- 
setzungen zu  bleiben,  haben  wir  die  Länge  positiv  im  Sinne  der 
Drehung  Ton  der  x-Axe  zur  ^-Aze  und  die  Breite  ß  vom  Äquator 
nach  der  positiven  z-Axe  hin  positiv  gerechnet  Natürlich  kann 
man  dann  ß  auf  das  reelle  Gebiet 


-^<ß< +^ 


und  X  auf  das  reelle  Gebiet 

—  7l<l<    +  JI 

beschränken;  aber  innerhalb  dieses  Gebietes  sind  ß  und  X  beliebig 
wählbar,  da  zu  jedem  Wertepaar  ß,  k  ein  Punkt  {x,  y,  z]  der  Kugel 
gehört  Auf  die  Beschränkung  der  Veränderlichen  ß  und  X  auf  be- 
Btinunte  Bereiche  kommen  wir  nachher  noch  einmal  zurück.  In  (6) 
ist  die  Kugel  durch  drei  Gleichungen  dargestellt  vermöge  deren  die 
Punktcoordinaten  x,  y,  z  als  Functionen  zweier  anderer  Veränder- 
lichen, ß  und  X,  gegeben  werden.  Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks 
werden  wir  auch  später  mit  Nordpol  und  Südpol  diejenigen  Punkte 
bezeichnen,  in  denen  die  positive  und  negative  z-Axe  die  Kugel  trifft. 
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In  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6)  haben  wir  analytische  Dar- 
stcUungsarten  einer  Tangentenfläche,  einer  Ebene  und  einer  Euget 
fläche  vor  uns,  die  Eins  mit  einander  gemein  haben:  Jedesmal 
werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  ?/,  z  der  Pankte  der  be^ 
trefienden  Fläche  als  Functionen  von  zwei  anderen  Veränderlicheft 
gegeben,  nämlich  von  t,  r  bez.  f,  l)  bez.  ß,  L 

Diese  Thatsache  führt  uns  zu  der  allgemeinen  EVage:  Es  seiei 
die  Punktcoordinaten  x,  i/,  z  als  irgend  welche  Functionen  von  zwei 
anderen  Veränderlichen,  sagen  wir  ?x  und  r,  gegeben: 

(7)  X  =  (f  (?/,  v),       y^x  (w,  v),       r  =:  t/'  (?/,  v) . 

Was  ist  dann  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  (ar,  y,  x)^  die  sidi 
hieraus  ergeben,  wenn  die  Veränderlichen  u  und  v  alle  möglichei 
Werte  erhalten?  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  Functionei 
f/i,  /,  i/>  wenigstens  in  einem  gewissen  Bereiche  für  u  und  v  —  in 
dem  wir  alsdimn  verbleiben  —  endlich,  eindeutig,  stetig  und  diffem* 
zierbar  seien. 

Bei  der  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

Erstens:  Die  Functionen  y,  x  ^"^^  ^'  sind  in  Wirklichkeit 
frei  von  u  und  r,  also  Constanten.  Dann  stellt  (7)  nur  einai 
Punkt  dar. 

Zweitens:' Die  Functionen  y,  x  ^^^  i//  sind  nicht  sämtlich 
constant,  aber  je  zwei  sind  von  einander  abhängig.  Nach  I  S.  82; 
83  sind  alsdann  y,  Xy  V  Functionen  von  nur  einer  Function  m  von 
M  und  ü,  sodass  die  Gleichungen  (7)  die  Form  haben: 

X  =  X{(t}),      y  =  J'(ft>),       z  =  Z{fo), 

Nehmen  nun  n  und  t;  alle  möglichen  Werte  an,  so  gilt  dasselbe  von 
der  Function  (o  von  n  und  v.  Es  sind  also  x,  y,  z  drei  Functionen 
einer  Veränderlichen  (o,  d.  h.  es  liegt  die  Parameterdarstellung  einer 
Curve  mit  dem  Parameter  ro  vor. 

Drittens:  Zwei  der  drei  Functionen  y, /,  i/»  sind  von  einander 
unabhängig,  z.  B.  qn  und  /.  Wenn  wir  alsdann  den  Coordinaten 
.r  und  //  irgend  welche  Werte  vorschreiben,  so  bestimmen  die  beiden 
ersten  (Tieichungen  (7): 

(8)  .r  =  ff{u,v),      y  =  x{u,v), 

da  sie  nach  u  und  r  theoretisch  auflösbar  sind,  wenigstens  ein 
Wertepiiar  ?/,  r.     Setzen  wir  dies  in  die  dritte  Gleichung  (7): 

{}>)  Z  =   ,/.  (M,  V) 
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«iiiy  80  giebt  sie  einen  Wert  z.  Jetzt  gehört  also  zu  jedem  Werte- 
paar Xj  y  ein  Wert  z  wie  bei  (2),  d.  h.  alle  Punkte  (x,  y,  z),  die 
;h  (7)  bei  beliebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt 
['Verden,  erfüllen  eine  Fläche.  Will  man  diese  Fläche  in  der 
Form  (2)  darstellen,  so  muss  man  die  beiden  Gleichungen  (8)  nach 
m  und  V  auflösen  und  die  dadurch  hervorgehenden  Functionen  u 
und  V  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (9)  einsetzen. 

Satz  1:  Drei  Gleichungen  von  der  Form: 

x  =  (p{u,v),       y  =  /  (m,  r),       z  =  rp  {it,  v) 

mit  den  beliebig  veränderlichen  Grössen  u  und  v  bestim- 
men dann  und  nur  dann  die  Punkte  (or,  y,  z)  einer  Fläche, 
wenn  zwei  der  drei  Functionen  ff,  /,  xp  von  einander  un- 
abhängig sind. 

Dies  ist  die  allgemeineParameterdarstellung  einerFläche;^ 
u  und  V  heissen  die  Parameter  oder  Hülfsveränderlichen. 

Oben  haben  wir  in  (4),  (5)  und  (6)  drei  Beispiele  hierzu  gehabt, 
nämlich  eine  Parameterdarstellung  einer  Tangenteniläche,  einer  Ebene 
und  einer  Eugelfläche.  Dabei  waren  die  Parameter  statt  mit  u,  v 
mit  /,  r  bez.  j:,  t)  bez.  ß,  A  bezeichnet. 

Man  erkennt  umgekehrt,  wie  man  jede  in  der  Form  (1)  ge- 
gebene Fläche: 

F{x,y,z)=^0 

mit  Hülfe  zweier  Parameter  u  und  v  darstellen  kann.  Man  ver- 
stehe nämlich  z.  B.  unter  (f'  und  /  irgend  zwei  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  und  setze: 

x=^(p{u,  v),      y  ==/(?!,  ü). 

Führt  man  sie  in  jP=  0  flir  o:  und  y  ein,  so  geht  eine  Gleichung 
zwischen  u,  v  und  z  hervor,    deren    Auflösung  nach   z   eine   dritte 

Oleichang 

z  =  xp{u,v) 

liefert  Nach  der  Entstehung  dieser  Gleichung  ist  sicher,  dass  die 
Punkte  {x,  y,  z),  die  durch 

^  =  (p{ti,v),       y  =  /  (w,  r),        z  =  V'  ('^^  '0 

^  Diese  Paraxneterdarstellung  wurde  von  Gauss  eingeführt  in  seinen 
grandlegenden  and  noch  dfters  zu  erwähnenden  „Disquisitioncs  gencrales 
circa  superficies  curvas",  Commentationes  Soc.  Scicnt.  Gottingensis  re- 
eentiores  Vol.  VI  (ad  a.  1823—1827),  Göttingen  182ö.  Siehe  auch  Gauss'  Werke, 
4.  Bd.,  nnd  die  Übersetzung  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  5. 
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bei  beliebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt  werden,  derj 
Gleichung  F[x,  y,  z)  =  Q  genügen,  und  nach  Satz  1  wissen  wir  anek^j 
dass  sie  thatsächlich  die  ganze  Fläche  F  ss  0  und   nicht  nur 
Curve  auf  der  Fläche  bestimmen,  da  wir  vorausgesetzt  haben,  imi\ 
(f  und  X  ^on  einander  unabhängig  seien. 

Dies  Verfahren   wäre  nur  dann  hinfällig,  wenn  die  Gleichiufl 
F=  0  von  z  frei  wäre.     Aber  dann  könnten  wir  etwa  x  und  z 
die  Stelle  von  x  und  y  in  unserer  Betrachtung  treten  lassen, 
also  nur  scheinbar  eine  Ausnahme  vorliegt 

Diese    Überlegung    zeigt    überdies,    dass  jede    Fläche   ai 
unendlich   viele   Arten   in    Parameterdarstellung    gegebeij 
werden  kann,  da  die  Wahl  der  Functionen  q>  und;^  —  abgesehi 
von  der  ausbedungenen  Unabhängigkeit  —  ganz  beliebig  blieb. 

Künftig  werden  wir  meistens  die  bequeme  Parameterdarstelli 
(7)  an  Stelle  der  ersten  Darstellungen  (1)  oder  (2)  einer   Fläche 
nutzen.    Wie  in  dem  obigen  Beispiel  der  Kugel  (6),  bei  der  ß  und 
die  Parameter  waren,  kann  auch  bei  anderen  Flächen  die  Veränder-j 
lichkeit  der  Parameter  u^  v  —  obgleich  sie  zwei  unabhängige  Ver>| 
änderliche  sind  —  auf  gewisse  Gebiete  eingeschränkt  werden, 
man  nur  reelle  Punkte  der  Fläche  betrachten  will  oder  wenn 
Stellen  vermeiden  will,  an  denen  die  Functionen  y,  x,  %p  die 
gemachten   Voraussetzungen    der   Stetigkeit  u.  s.  w.    nicht   ei 
Auch  ist  zu  beachten,  dass  trotz  der  Unabhängigkeit^  die  wir 
der  drei  Functionen  y,  /,  i//  vorschreiben  mussten,  doch  für  gewii 
Wertepaare  u,  v  die  Auflösung  von  zwei  der  drei  Gleichungen 
nach  u  und  v  unmöglich  sein  kann. 

Denn  wenn  z.  B.  die  Functionen  qp  und  /  von   einander 
abhängig   sind,   so   heisst   dies   doch   nach  I  S.  83  nur,    dass 
Functionaldeterminante 

für  beliebig  gewählte  Wertepaare  w,  v  nicht  gleich  Null  sein  sol 
Für  gewisse  Wertepaare  m,  v  —  ja  im  Allgemeinen   sogar  f&r 
Wertepaare  w,  7)  —  kann  die  Auflösbarkeit  aufhören,   da  das  Ni 
setzen  der  Functionaldeterminante  im  Allgemeinen  eine  Gleicht 
zwischen  ?i  und  v  liefert.     Wir  beschränken  uns  daher  in  dei 
Folge   stillschweigend   immer    auf  einen    solchen   Bereick] 
für  die  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u  und  t?,  inner 
halb  dessen  die  vorausgesetzte  Unabhängigkeit  zweier  de 
drei   Functionen  qr,  /,  i//  wirklich  statt  hat.     Und  wenn  wi 
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^  much.  der  Kürze  halber  einfach  sagen:  u  und  v  sollen  beliebig  ver- 
ftnderlich  sein  oder  alle  möglichen  Werte  annehmen,  so  meinen  wir 

l  docliy    dass  dies  nur  innerhalb  eines  erlaubten  Bereiches  geschehe. 

'-  Bei  jeder  speciellen  Anwendung  ist  dieser  Bereich  besonders  fest- 
zustellen. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  hervor:  Ist  eine  Fläche  mittels 

'  zweier  Parameter  u,  v  in  der  Form  (7)  dargestellt,  so  gehört  nicht 
nur  zu  jedem  Wertepaar  der  Parameter  w,  v  ein  bestimmter  Punkt 
(jt,  tfy  x)  der  Fläche,  sondern  auch  umgekehrt:  zu  jedem  bestimm- 
ten ^Punkte  (or,  y,  z)  der  Fläche  gehört  ein  bestimmtes 
Wertepaar  der  Parameter  m,  v. 

Wir    hoben   vorhin   hervor,    dass   eine  Fläche   unendlich  viele 
Parajneterdarstellungen  hat    Es  mögen  nun: 

ar=-9>(ii,ü),     y  =  /(w,v),     2^\\){u,v) 
und 

z^rei  Parameterdarstellungen  ein  und  derselben  P^läche  sein  und 
z^rar  mit  den  Parametern  Uy  v  bez.  %  T).  Zu  jedem  Wertepaar  u,  v 
gehört  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  ein  Punkt  {x,  j/,  z)  der 
Fl&clie  und  zu  diesem  vermöge  der  drei  letzten  Gleichungen  ein 
Wertepaar  o,  f).  Der  Schluss  ist  auch  umgekehrt  zu  machen,  so- 
dass folgt:  E^  muss  zu  jedem  Wertepaar  Uj  v  ein  Wertepaar  ü,  r 
tmd  umgekehrt  zu  jedem  Wertepaar  ü,  v  ein  Wertepaar  u,  v  ge- 
hören. Dies  aber  heisst:  Es  müssen  u  und  v  zwei  von  einander 
unabhängige  Functionen  von  ü  und  v  sein:^ 

(lO)  u  =  k{ü,v),     v  =  ju(ö,  f5). 

Hieraus  folgt: 

Sats  2:  Liegt  eine  Darstellung 

ar  =  y  (m,  u),     y  =  /  (?/,  w),     z  =  ^j  {u,  v) 

einer  Fläche  mittels  der  Parameter  71  und  v  vor,  so  ergiebt 
sich  anis  ihr  die  allgemeinste  Parameterdarstellung  der- 
selben Fläche  dadurch,  dass  u  und  v  irgend  zweien  von 
einander  unabhängigen  Functionen  zweier  neuer  Para- 
nieter  ü,i)  gleichgesetzt: 

M  =  A  (ß.  v),      V  =  fl  {ü,  d) 

^  Abgesehen  von  der  geometrischen  Bedeutung  ist  der  Zusammenhang 
z^vriBcben  u^  v  und  ü,  9  hier  genau  derselbe  wie  in  I  S.  106  der  Zusammenhang 
zwischen  f«,  v  und  x,  y. 
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In  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6)  haben  wir  analytische  Dar- 
stellungsarten einer  Tangentenfläche,  einer  Ebene  und  einer  Eugel« 
fläche  vor  uns,  die  Eins  mit  einander  gemein  haben:  Jedesmal 
werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ar,  ?/,  z  der  Punkte  der  be- 
treflfenden  Fläche  als  Functionen  von  zwei  anderen  Veränderlichen 
gegeben,  nämlich  von  t,  r  bez.  j,  l)  bez.  /9,  X. 

Diese  Thatsache  führt  uns  zu  der  allgemeinen  Frage:  Es  seien 
die  Punktcoordinaten  x,  y,  z  als  irgend  welche  Functionen  von  zwei 
anderen  Veränderlichen,  sagen  wir  u  und  r,  gegeben: 

(7)  X  =  (p(u,  v),       y  =  / (m,  v),       z  =  t//(?/,  v). 

Was  ist  dann  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  {x,  y,  »),  die  sich 
hieraus  ergeben,  wenn  die  Veränderlichen  u  und  v  alle  möglichen 
Werte  erhalten?  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  Functionen 
qp,  /,  xfj  wenigstens  in  einem  gewissen  Bereiche  für  u  und  t;  —  in 
dem  wir  alsdann  verbleiben  —  endlich,  eindeutig,  stetig  und  differen- 
zierbar seien. 

Bei  der  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

Erstens:  Die  Functionen  r^,  x  ^i^<l  ^^  sind  in  Wirklichkeit 
frei  von  n  und  v,  also  Constanten.  Dann  stellt  (7)  nur  einen 
Punkt  dar. 

Zweitens:*  Die  Functionen  qr,  x  ^^^  '^P  sind  nicht  sämtlich 
constant,  aber  je  zwei  sind  von  einander  abhängig.  Nach  I  S.  82, 
83  sind  alsdann  qp,  /,  i/^  Functionen  von  nur  einer  Function  co  von 
u  und  V,  sodass  die  Gleichungen  (7)  die  Form  haben: 

X  =  X(a}),       y  =  y{(a),       z  =  Z{fo) . 

Nehmen  nun  v  und  v  alle  möglichen  Werte  an,  so  gilt  dasselbe  von 
der  Function  w  von  u  und  v.  Es  sind  also  x^  y,  z  drei  Functionen 
einer  Veränderlichen  o>,  d.  h.  es  liegt  die  Parameterdarstellung  einer 
Curve  mit  dem  Parameter  co  vor. 

Drittens:  Zwei  der  drei  Functionen  (f,x,  t/'  sind  von  einander 
unabhängig,  z.  B.  rp  und  /.  Wenn  wir  alsdann  den  Coordinaten 
X  und  7/  irgend  welche  Werte  vorschreiben,  so  bestimmen  die  beiden 
ersten  Gleichungen  (7): 

(8)  x  =  cf{u,v),      y=x{u,v), 

da  sie  nach  u  und  v  theoretisch  auflösbar  sind,  wenigstens  ein 
Wertepaar  u,  r.     Setzen  wir  dies  in  die  dritte  Gleichung  (7): 

(0)  z  =  ?/•  (?/,  v) 
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ein,  80  giebt  sie  einen  Wert  z.  Jetzt  gehört  also  zu  jedem  Werte- 
paar ar,  y  ein  Wert  z  wie  bei  (2),  d.  h.  alle  Punkte  (x,  y,  z),  die 
durch  (7)  bei  beliebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt 
werden,  erfüllen  eine  Fläche.  Will  man  diese  Fläche  in  der 
Form  (2)  darstellen,  so  muss  man  die  beiden  Gleichungen  (8)  nach 
u  und  V  auflösen  und  die  dadurch  hervorgehenden  Functionen  u 
und  V  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (9)  einsetzen. 

Satz  1:  Drei  Gleichungen  von  der  Form: 

X  =  ff  {u,  v),       y  =  /  (w,  v),       z  =  \p  {u,  v) 

mit  den  beliebig  veränderlichen  Grössen  u  und  v  bestim- 
men dann  und  nur  dann  die  Punkte  (or,  y,  z)  einer  Fläche, 
wenn  zwei  der  drei  Functionen  y,  /,  i//  von  einander  un- 
abhängig sind. 

Dies  ist  die  allgemeineParameterdarstellung  einerFläche;^ 
u  und  V  heissen  die  Parameter  oder  Hülfsveränderlichen. 

Oben  haben  wir  in  (4),  (5)  und  (6)  drei  Beispiele  hierzu  gehabt, 
nämlich  eine  Parameterdarstellung  einer  Tangentenfläche,  einer  Ebene 
und  einer  Kugelfläche.  Dabei  waren  die  Parameter  statt  mit  m,  v 
mit  t,  T  bez.  f,  t)  bez.  /S,  X  bezeichnet. 

Man  erkennt  umgekehrt,  wie  man  jede  in  der  Form  (1)  ge- 
gebene Fläche: 

Fix,  y,z)^^ 

mit  Hülfe  zweier  Parameter  u  und  v  darstellen  kann.  Man  ver- 
stehe nämlich  z.  B.  unter  ff  und  x  irgend  zwei  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  und  setze: 

x  =  (jp(w,  v),      y  =  /(?/,  v). 

Führt  man  sie  in  jP=  0  für  a:  und  y  ein,  so  geht  eine  Gleichung 
zwischen  w,  v  und  z  hervor,    deren    Auflösung  nach  z   eine   dritte 

Gleichung 

r  =  V/(m,  r) 

liefert.  Nach  der  Entstehung  dieser  Gleichung  ist  sicher,  dass  die 
Punkte  (a:,  y,  z),  die  durch 

X  =  (f  (W,  W),  y  =  /  (W,  r),  Z^\p  {71,  V) 

^  Diese  ParameterdarstelluDg  wurde  von  Gauss  eingeführt  in  seinen 
grundlegenden  und  noch  öfters  zu  erwähnenden  „Disquisitiones  generales 
circa  superficies  curvas^S  Commentationes  Soc.  Scient.  Gottingensia  re- 
centiores  Vol.  VI  (ad  a.  1823—1827),  Göttingen  1828.  Siehe  auch  Gauss'  Werke, 
4.  Bd.,  und  die  Übersetzung  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  5. 
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bei  beliebiger  Veränderlichkeit  von  u  und  v  bestimmt  werden,  der 
Gleichung  F{Xf  y,  z)  =  0  genügen,  und  nach  Satz  1  wissen  wir  auch, 
dass  sie  thatsächlich  die  ganze  Fläche  F  ^  0  und  nicht  nur  eine 
Curve  auf  der  Fläche  bestimmen,  da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass 
(f  und  X  ^on  einander  unabhängig  seien. 

Dies  Verfahren  wäre  nur  dann  hinfällig,  wenn  die  Gleichung 
F=  0  von  z  frei  wäre.  Aber  dann  könnten  wir  etwa  x  und  z  an 
die  Stelle  von  x  und  y  in  unserer  Betrachtung  treten  lassen,  sodass 
also  nur  scheinbar  eine  Ausnahme  vorliegt 

Diese  Überlegung  zeigt  überdies,  dass  jede  Fläche  auf 
unendlich  viele  Arten  in  Parameterdarstellung  gegeben 
werden  kann,  da  die  Wahl  der  Functionen  q>  und/  —  abgesehen 
von  der  ausbedungenen  Unabhängigkeit  —  ganz  beliebig  blieb. 

Künftig  werden  wir  meistens  die  bequeme  Parameterdarstellung 
(7)  an  Stelle  der  ersten  Darstellungen  (1)  oder  (2)  einer  Fläche  be- 
nutzen. Wie  in  dem  obigen  Beispiel  der  Kugel  (6),  bei  der  ß  und  >. 
die  Parameter  waren,  kann  auch  bei  anderen  Flächen  die  Veränder- 
lichkeit der  Parameter  u^  v  —  obgleich  sie  zwei  unabhängige  Ver- 
änderliche sind  —  auf  gewisse  Gebiete  eingeschränkt  werden,  wenn 
man  nur  reelle  Punkte  der  Fläche  betrachten  will  oder  wenn  man 
Stellen  vermeiden  will,  an  denen  die  Functionen  cp,  /,  rp  die  oben 
gemachten  Voraussetzungen  der  Stetigkeit  u.  s.  w.  nicht  erfüllen. 
Auch  ist  zu  beachten,  dass  trotz  der  Unabhängigkeit,  die  wir  zweien 
der  drei  Functionen  9,  /,  1//  vorschreiben  mussten,  doch  für  gewisse 
Wertepaare  w,  v  die  Auflösung  von  zwei  der  drei  Gleichungen  (7) 
nach  u  und  v  unmöglich  sein  kann. 

Denn  wenn  z.  B.  die  Functionen  (p  und  /  von  einander  un- 
abhängig sind,  so  heisst  dies  doch  nach  I  S.  83  nur,  dass  ihre 
Functionaldeterminante 

Vu       Vv 

für  beliebig  gewählte  Wertepaare  u,  v  nicht  gleich  Null  sein  soll. 
Für  gewisse  Wertepaare  u,  v  —  ja  im  Allgemeinen  sogar  filr  00^ 
Wertepaare  u,  v  —  kann  die  Auflösbarkeit  aufhören,  da  das  Null- 
setzen der  Functionaldeterminante  im  Allgemeinen  eine  Gleichung 
zwischen  u  und  v  liefert.  Wir  beschränken  uns  daher  in  der 
Folge  stillschweigend  immer  auf  einen  solchen  Bereich 
itir  die  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u  und  v,  inner- 
halb dessen  die  vorausgesetzte  Unabhängigkeit  zweier  der 
»irt»i  Functionen  y,  /,  1/'  wirklich  statt  hat     Und  wenn  wir 


^'  L     Analytisclie  Darstellung  von  Fläc/ien» 


auch  der  Kürze  halber  einfach  sagen:  u  und  v  sollen  beliebig  ver- 
änderlich sein  oder  alle  möglichen  Werte  annehmen,  so  meinen  wir 
doch,  dass  dies  nur  innerhalb  eines  erlaubten  Bereiches  geschehe. 
Bei  jeder  speciellen  Anwendung  ist  dieser  Bereich  besonders  fest- 
zustellen. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  hervor:  Ist  eine  Fläche  mittels 
zweier  Parameter  u,  v  in  der  Form  (7)  dargestellt,  so  gehört  nicht 
nur  zu  jedem  Wertepaar  der  Parameter  u,  v  ein  bestimmter  Punkt 
(jT,  y,  z)  der  Fläche,  sondern  auch  umgekehrt:  zu  jedem  bestimm- 
ten Punkte  {x,  y,  z)  der  Fläche  gehört  ein  bestimmtes 
Wertepaar  der  Parameter  u,  v. 

Wir  hoben  vorhin  hervor,  dass  eine  Fläche  unendlich  viele 
Parameterdarstellungen  hat    Es  mögen  nun: 

x=^rp{u,v),     y  =  /  (m,  v) ,     z  =yj{u,  v) 
und 

x=(D(ü,v),     y  =  X[ü,d),     z=W{ü,V) 

zwei  Parameterdarstellungen  ein  und  derselben  Fläche  sein  und 
zwar  mit  den  Parametern  u,  v  bez.  ß,  v.  Zu  jedem  Wertepaar  u,  r 
gehört  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  ein  Punkt  (ar,  y,  z)  der 
Fläche  und  zu  diesem  vermöge  der  drei  letzten  Gleichungen  ein 
Wertepaar  ü,  v.  Der  Schluss  ist  auch  umgekehrt  zu  machen,  so- 
dass folgt:  Es  muss  zu  jedem  Wertepaar  m,  v  ein  Wertepaar  ü,  d 
und  umgekehrt  zu  jedem  Wertepaar  ö,  d  ein  Wertepaar  m,  v  ge- 
hören. Dies  aber  heisst:  Es  müssen  u  und  v  zwei  von  einander 
unabhängige  Functionen  von  ü  und  v  sein:^ 

(10)  tt  =  A  (ä,  r) ,     r  =  ju  (w,  v). 

Hieraus  folgt: 

Satz  2:  Liegt  eine  Darstellung 

X  =^(f  {u,  v),    y  =  /(m,  y),     z  =  i//(m,ü) 

einer  Fläche  mittels  der  Parameter  ?/ und  v  vor,  so  ergiebt 
sich  aus  ihr  die  allgemeinste  Parameterdarstellung  der- 
selben Fläche  dadurch,  dass  u  und  v  irgend  zweien  von 
einander  unabhängigen  Functionen  zweier  neuer  Para- 
meter ö,  fi  gleich  gesetzt: 

u  =  A  (ft.  v) ,     V  =  fji  {fi,  d) 

^  Abgesehen  von  der  geometrischen  Bedeutung  ist  der  Zusammenhang 
zwischen  f/,  v  und  ü,  f  hier  genau  derselbe  wie  in  I  S.  106  der  Zusammenhang 
zwischen  Uy  v  und  Xj  y. 
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Denn  diese  Gleichung  integrieren,  heisst  —  rein  rechnerisch  aus- 
gesprochen —  nach  I  S.  88  alle  diejenigen  Functionen  t?  =  qp(t£) 
finden,  die  zusammen  mit  ihren  Difi'erentialquotienten  dvidu  =  (p'{u) 
die  Gleichung  (17)  oder 

^^^  du  "  ~U(u,  v) 

m 

für  jeden  Wert  von  u  erfüllen,  und  diese  Functionen  heissen  Lö- 
sungen von  (17)  oder  (18).  Aus  Satz  59.  I  S.  90,  können  wir  ferner 
entnehmen,  dass  die  Diflferentialgleichung  (17)  oder  (18)  nur  ein 
wesentliches  Integral  f{u,v)  hat,  das,  gleich  einer  willkürlichen. 
Constanten  gesetzt: 

(19)  f{u,v)  =  Const 

Lösungen  ü  =  qp  {u,  Const)  definiert,  deren  jede  nach  Satz  3  eine  Curve 
auf  der  Fläche  darstellt.  Die  Gleichung  (19)  definiert  also  eine  Schar 
von  00^  Curven  auf  der  Fläche. 

Liegt  umgekehrt  eine  Schar  von  cx>^  Curven  auf  der  Fläche  vor: 

f{u,v)  =  Const, 
so  folgt  hieraus: 

du  ov 

also  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  t?. 
Somit: 

Satz  4:    Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  u  und  t?: 

U(u,  t?)  rfü  —  F{u,  v)du  =  0 

definiert  eine  Schar  von  oo^  Curven  auf  der  Fläche  mit 
den  Parametern  u,  t?;  und  umgekehrt  kann  jede  Schar  von 
00^  Curven  auf  der  Fläche  analytisch  durch  eine  solche 
Differentialgleichung  definiert  werden. 

Sehr  häufig  werden  wir  auf  Gleichungen  stossen,  die  in  du 
und  dv  homogen  und  quadratisch  sind: 

(20)  A{u,v)du^  +  2B{u,v)dudv  +  C{u,v)dv*  =  0.  * 
Sie  sind  als  quadratische  Gleichungen 

A  {u,  V)  +  2B{u,  V)  ^l-  +  C  («,  V)  (J^J'  =  0 

für    ,-     aufzufassen  und  liefern  also  zwei  Gleichunffen: 
du  ° 

(21)  -^  =  A  (w,  v) ,     ^^-^-  =  fi  {u,  v) . 
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Jede  definiert  eine  Schar  von  oo^  Curven,  nach  Satz  4.  Mithin 
definiert  die  Gleichung  (20)  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven  auf 
der  Fläche. 

Die  Difierentialgleichungen  (21)  der  beiden  Scharen  finden  wir 
auch,  wenn  wir  die  linke  Seite  von  (20)  in  ihre  hinsichtlich  d  u  und 
dv  linearen  Factoren  zerspalten: 

[Ädu  +  {B  +  '^£^-AC)dv][Adu  +  {B-yW^^^Jc)dv]  =0. 

Es  sind  dann  die  beiden  Gleichungen: 

Ädu+  [B  ±^B^-AC)dv  =  0. 

Nur  wenn  B^  —  ÄC  =-0,  d.  h.  die  linke  Seite  von  (20)  ein  voll- 
ständiges Quadrat  hinsichtlich  du  und  dv  ist,  fallen  beide  Differen- 
tialgleichungen zusammen.     Es  gilt  der 

Satz  5:  Zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven  auf  einer 
Fläche  mit  den  Parametern  m,  v  können  stets  durch  eine 
in  du  und  dv  quadratische  homogene  Gleichung 

A[u,v)du'^  +  2B[u,v)dudv  +  C(t£,v)rfv*  =  0 

definiert  werden.  Diese  Gleichung  lässt  sich  in  zwei  ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  u 
und  V  zerspalten: 

Adu  +  {B  ±^B^  "  AC)dv  =  0. 

Nur  dann,  wenn  die  linke  Seite  jener  quadratischen  Glei- 
chung ein  vollständiges  Quadrat  ist,  wenn  also5^  — ^6'=0 
ist,  fallen  beide  Curvenscharen  zusammen. 

Z.  B.  die  Gleichung  dudv  =  0  definiert  die  beiden  Scharen 
von  Parameterlinien. 

§  2.    Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  auf  einer  Fiäche. 

Werden  die  Punkte  der  Ebene  durch  rechtwinklige  Coordinaten 
X,  y  bestimmt,  so  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds^  d.  h. 
das  Quadrat  der  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Punkte 
(x,  y)  und  (ar  +  rf.r,  y  +  dy)  von  einander  gegeben  durch  die  Formel: 

ds^  =  dx^  +  dy^. 

In  der  Formel  (6),  t  S.  109,  fanden  wir  den  Ausdruck  von  ds^ 
für  ein  bestimmtes  Parametersystem  m,  t?  in  der  Ebene,  wobei 

ar=  q:{u,v),     y  =  \f)[u,v) 
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war,  in  der  Form: 

Allgemein  also  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Ebene 
eine  ganze  homogene  quadratische  Function  der  Differentiale  du 
und  dv.  Die  Coefficienten  dieser  Function  sind  dabei  Functionen 
der  krummlinigen  Coordinaten  u  und  v  selbst 

Eine  ähnUche  Erscheinung  zeigt  sich  bei  einer  Fläche.    Liegt 
die  Fläche  zunächst  in  der  einfachen  Darstellung  vor: 

und  sind  (x,  y,  z)  und  {x  +  dx,  i/  +  dy,  z  +  dz)  zwei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  der  Fläche,  so  ist 

dz=f^dx  +  f^dy, 

sodass  das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  einander, 
also  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche,  nämlich: 

ds^  =  dx^  +  dl/  +  dz^j 

den  Ausdruck  annimmt: 

ds^  =  {l+f,^)dx^  +  2fJ^dxdy  +  (1  +f^^dy\ 

Es  ist  also  auch  eine  ganze  homogene  quadratische  Function  von 
d»  Differentialen  der  beiden  unabhängigen  Bestimmungsstücke  x 
tnid  y  der  Flächenpunkte.  Benutzen  wir  die  auf  S.  1  angegebenen 
Alikftnungen  (3),  so  können  wir  hier  auch  schreiben: 

(J)  ds^  =  (1  +  p^)dx^  +  2pqdxdy  +  {\+  q^)dy\ 

liegt  die  Fläche  in  allgemeiner  Parameterdarstellung  vor: 
^  x=^(p  (w,  v\       y  =  /(tt,  r),       z  =  \fj{u,  t?), 

ei  kiben  zwei  unendlich  benachbarte  Flächenpunkte  [x,  y,  z)  und 
|K<if  dt«»  9  +  dy,  z  +  dz)  unendlich  wenig  von  einander  abweichende 
^InMiiMpaare  z/,  v  und  u  +  du,   v  +  dv.     Es  ist  dann: 

iM^^^du  +  tp^dv,    dy  =  Xudu -^  X^dv,     dz  ^  xfj^du  +  ^dvj 
Im  Quadrat  des  Bogenelementes  den  Wert  hat: 

+  ^iVu  Vv  +  /u/r  +  V^^%)dudv  + 

ist  von  grundlegender  Bedeutung.     Da  sie  sehr  oft 
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angewandt  wird,  empfiehlt  es  sich,  zur  Abkürzung  neue  Bezeich- 
nungen einzuführen.     Wir  setzen:* 

(6)  J^  =  VuVv  +  x„x,  +  V'u-'f',, 

oder,  was  dasselbe  ist:^ 

(7\    J    r7_ö*ö^,^yöy,  _i^  _^  __  Q  p^  A?.  _  c  ^  ^ 

^'^      '         "du    dv  "^  du    d'v  '^  du    dv  ~^dtt    dv  -^^«%» 

Diese  drei  Grössen  heissen  die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  auf  der  Fläche  (3),  und  zwar  deshalb  erster  Ordnung, 
weil  sie  nur  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von  x,  y,  z 
nach  u  und  v  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  nimmt  die  Formel  (5) 
für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  einfache  Gestalt  an: 

(8)  ds^  =  Hdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^. 

Das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds  einer  Fläche  ist  also 
auch  bei  der  allgemeinsten  Parameterdarstellung  eine 
ganze  homogene  quadratische  Function  der  Differentiale 
du  und  dv  der  Parameter.  Die  Coefficienten  F,  2F,  G  sind 
Functionen  von  u  und  v. 

Sind  insbesondere  x,  y  selbst  die  Parameter,  d.  h.  liegt  die 
Fläche  in  der  Form  (1)  vor,  so  sind  die  Fundamentalgrössen  nach 
(2)  diese: 

(9)  E^\^-p\      J^'^pq^       0^1  + q\ 

Der  Darstellung  (5)  von  ds^  ordnet  sich  auch  die  Formel  für  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  der  Ebene  unter,  an  die  wir  oben  er- 
innert haben.  Sie  geht  aus  (5)  hervor,  wenn  wir  die  Ebene  —  auf- 
gefasst  als  Fläche  im  Räume  —  so  schreiben: 

X  =  cf>  (w,  t?),       1/  =  yj{u,  v),       2r  =  0. 

'  Nach  Gauss'  „Disquisitiones". 

'  Wie  im  1.  Band  geben  wir  hinter  dem  Summenzeiehen  S  nur  das  erste 
Glied  der  Summe  an.  Die  übrigen  Glieder  gehen  aus  ihm  durch  cyklische 
Vertauschung  von  x,  y,  x-  hervor.     Vgl.  I  S.  178. 
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Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  i?,  P^  G  haben  eine 
wichtige  Eigenschaft:  Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  die  starr  gedachte 
Fläche  einer  Bewegung  (I  S.  147)  unterworfen  wird.  Man  kann 
dies  rein  begriflflich  daraus  schliessen,  dass  ds^  als  Quadrat  der 
Entfernung  zweier  Punkte  bei  der  Bewegung  ungeändert  bleibt.  Es 
soll  aber  auch  durch  die  Rechnung  bestätigt  werden :  Die  Bewegung 
flihre  den  Punkt  [x,  y,  z)  oder  (?/,  v)  der  Fläche  (3)  in  den  Punkt 
(Ä-,  y,  z)  über.    Dann  ist  nach  den  Formeln  I  {A)^  des  ersten  Bandes:^ 

X  =  a^x  +  a^y  -{-  a^z  -\-  a, 
^  =  ß,x  +  ß.^y  +  ß^z  +  b, 

z=:  ri^+  72!/  +  rs^  +  ^^ 

wobei  die  «^  ß.,  y.  die  in  jener  Tafel  angegebenen  Relationen  er- 
füllen. Infolge  dieser  drei  Formeln  und  infolge  von  (3)  sind  die 
Coordinaten  x,  y,  5  der  Punkte  der  Fläche  in  ihrer  neuen  Lage 
ebenfalls  Functionen  der  beiden  Parameter  u  und  v,  und  für  diese 
Functionen  ist: 

dx__     ^*i      ^y  A_     ^'^ 

du  "  ^^d~u  ■*"  ^^dü  "^  ^^du 
u.  s.  w.,  sodass  nach  I  ((7)  sofort  folgt: 

(!!)■+ (Ü)'-^  ('!)■=  (!■:)'+ (^^r+(l:)' 

u.  8.  w.,  d.  h.  nach  (7): 

J?=^,      F=F,       G=G, 

wenn  E,  F,  6  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche  in  ihrer  neuen 
Lage  bedeuten.    Daher: 

Satz  6:  Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  einer 
Fläche  bleiben  bei  Ausführung  einer  Bewegung  unge- 
ändert. 

Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  man  auf  der  Fläche  neue 
ki-ummlinige   Coordinaten  ü,  D   einführt.     Setzen   wir   nämlich  wie 

auf  S.  7 

(10)  u  =  A  {a,  f),      V  =  fjL{f(,  f), 


*  Die  Formeln  der  Tafeln  im  Anhang  zum  ersten  Band  werden  wir  immer 
durch  die  römische  Ziffer  der  betreffenden  Tafel  und  den  Buchstaben  der 
Formelbezeichnung  citieren. 

*  Nach  I  S.  148  haben  wir  in  jenen  Formeln  x,  y,  x  mit  J,  y,  I  zu  ver- 
tauschen, da  jetzt  o;,  y,  ,;  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Punktes  be- 
deuten. 
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so  werden  x,  y,  z  nach  (3)  Functionen  von  «i,  v,  und  es  wird: 

d X  __   d X    dl         d X    d fi  d x  _^  dx    dl  dx    du 

d  Ci   ~~   du    d ü         dv     d  ü  ^         d  d   ^   du    dT  d  v     dd 

u.  8.  w.     Nun  seien   E,  F,  Q  die  auf  die  neuen  Parameter  bezüg- 
lichen Fundamentalgrössen  der  Fläche;  es  sei  also  entsprechend  (7): 


i?.s(j'}'.       P-i^^,      <!-s(|i) 


2 


Wie  man  sieht,  ergiebt  sich  aus  den  vorhergehenden  Formeln: 

dx\i 


^  -  [du)  ^[dü)  "^  ^  di7  Jü^  T^  ~dV'^\dü]  ^ 


dt 


Ähnlich  drücken  sich  F  und  Q  aus.    Ersetzen  wir  dann  die  Summen 
nach  (7)  durch  ihre  Zeichen  Z?,  F,  G,  so  finden  wir: 


(11) 


d  u    d  r  \d  u   d  V         d  u    dd  )  d  u    dd      ' 


Hierin  sind  rechts  die  Functionen  Fy  F,  G  von  u  und  v  mit  HüKe 
der  Formeln  (10)  in  ü  und  v  auszudrücken.  Das  Quadrat  des  Bogen- 
elementes  hat  alsdann  statt  der  Form  (8)  in  der  neuen  Parameter- 
darstellung die  Form: 

(12)  ds^  =-  Fdü^  -{■  2Fdüdv  +  Odd^. 

Die  Formeln  (11)  zeigen,  wie  die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  thatsächlich  neue  Formen  bei  Einführung  neuer  Para- 
meter M,  V  annehmen.  — 

Ist  die  Fläche  (3)  reell  und  gehören  zu  den  reellen  Werten 
der  Parameter  m,  v  die  reellen  Punkte  der  Fläche,  so  sind  die 
Fundamentalgrössen  E  und  G  nach  (7)  reell  und  positiv,  während 
F  zwar  reell  ist,  aber  auch  negativ  sein  kann. 

Häutig  wird  auch  die  Grösse 

(13)  i>  =  y^&^G' - /'^ 
gebraucht.    Der  Radicand 

\du )       \dv 1        \     du    d  V 


x 
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lässt  sich  so  umformen  (vgl.  Anm.  I  S.  146): 

(14)  J)'=ll^  4'- - p-  P-Y+  li^  i^-  -  4^  p Y+ 

^'  \  du     ov  dudv}\duav  du     ov  j 

,    (  dx     dy         d  y     d xY 
\ du     dv  du     dr ) ' 

Bei  reellen  Flächen  mit  reeller  Parameterdarstellung  ist  also  -D* 
stets  positiv,  sodass  wir  festsetzen  dürfen,  i^  bedeute  alsdann  die 
positive  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdruck  (14).  D  kann 
dann  übrigens  auch  nicht  für  alle  reellen  Punkte  gleich  Null  sein, 
weil  sonst  nach  (14)  die  drei  Functionaldeterminanten  von  je  zweien 
der  Grössen  x,  y,  z  hinsichtlich  u  und  v  gleich  Null  wären,  was 
nach  Satz  55,  I  S.  83,  und  nach  Satz  1,  S.  5,  unstatthaft  ist.  Für 
imaginäre  Flächen  jedoch  ist  dieser  Schluss  nicht  bindend. 

Es  giebt  thatsächlich  imaginäre  Flächen,  auf  denen  D  überall 
gleich  Null  ist  Wir  werden  bald,  auf  S.  29,  erkennen,  was  für 
Flächen  dies  sind. 

Sehr  oft  wird  in  den  Formeln  die  Grösse  D  als  Nenner  vor- 
kommen, was  zur  Folge  hat,  dass  viele  Sätze  der  allgemeinen 
Flächentheorie  für  jene  besonderen  Flächen  nicht  gelten  oder  wenig- 
stens nur  mit  Vorsicht  anzuwenden  sind.  Dasselbe  gilt  bei  be- 
liebigen Flächen  fiir  diejenigen  Punkte  auf  ihnen,  in  denen  D  =  0 
ist  Daher  werden  wir  häufig  den  Fall  D  =  0  ausdrücklich  auszu- 
schliessen  haben. 

Noch  sei  angemerkt,  dass  mit  £f  F,  G  natürlich  auch  die 
Function  I)  von  Ej  F,  G  bei  allen  Bewegungen  ungeändert 
bleibt 

Liegt  die  Fläche  in  der  Form  vor: 

so  hat  1)  nach  (9)  und  (13)  den  Wert: 


(15)  D  =  }^l-hp'  +  g'. 

1.  Beispiel:    Bei    der   Kugel    um    den    Aufangsponkt    mit   Radius  r 
(vgl.  (6)  auf  S.  3): 

X  ^  r  cos  u  cos  r ,        y  =  f  cos  u  sin  r ,        :?  =  r  sin  u 
ist: 

E  r^  r\        jP=0,         Ö  =  r«co8«w,         />  =  r«cosu 

und  das  Quadrat  des  Bogenelcmentes  also: 

(/  s*  =  r'  rf  M*  +  r*  cos*  u  d  r*. 

2.  Beispiel:    Ist  w  die  Bogenlänge  einer  Curve: 
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80  hat  derjenige  Punkt  der  Tangente  der  Stelle  (w),  dessen  Abstand  vom  Be- 
rührungspunkt gleich  V  iatj  die  Coordinaten: 

(16)  x^^-hav,        y  =  t)  +  ßv,        it  =  g4-yp, 

wobei  a  =  g>'(u)y  ß  -  /(ü)^  ^  =  V^iM)  die  Richtungscosinus  der  Tangente  sind. 
Die  Gleichungen  (16)  sind  also,  wenn  u  und  v  als  Parameter  aufgefasst  werden, 
die  der  Tangenten  fläche  der  Curve  (vgl.  1.  Beispiel  S.  10  u.  I  S.  262,  For- 
meln (4)).     Hier  ist  nach  III  (C): 

dx  ,/  öy^w  d  X  n 


du  r  du       ^         r      *         du 


r 


wenn  /,  m,  n  die  Kichtungscosinus  der  Hauptnormale,  r  den  Krümmungsradius 
der  Gratlinie  bedeuten.    Ferner: 

dx  dy       Q  dx 


=  a 


7  =  <^»     ^T  =  y» 


r*  „      .  ^  ^.       r» 


dv  '  dv       '^  dv 

sodass  nach  II  {A)\ 

Jg?=l+~,-,        F^\,        Ö==l,        />*  =  -^ 
und  also: 

ds^  =  |l  -t-  ^)d«*  4-  2rfMrfr  +  rfr* 

ist     Dieä  steht  in  Einklang  mit  Formel  (6)  in  I  S.  26S. 
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Für  den  Fall,  dass  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
X,  y,  z  gegeben  ist: 

haben  wir  in  I  S.  230  den  Begriff  und  den  analytischen  Ausdruck 
ihrer  Tangentenebenen  aufgestellt.  Wir  wollen  jetzt  für  den  Fall, 
dass  die  Fläche  mittels  zweier  Parameter  u  und  v  in  der  Form: 

(1)  a:  =  qp(M,  r),       y  =  ;jr(w,  v),       z  =  t/;(M,  ü) 

vorgelegt  ist,  ihre  Tangentenebenen  bestimmen. 

Gehen  wir  von  dem  Punkte  (?^,  v)  der  Fläche  zu  einem  unend- 
lich benachbarten  Punkte  (w  -f  c?m,  v  +  dv)  über,  so  wachsen  ar,  y,  z 
um  die  Diflferenziale: 

,  dx  j      ,    dx  j  j         dy  j      ,    dy  .  ,         dx  ,      ,    d x  , 

di  =  ^^du  +  g-dv.     d7,=  ^ldu  +  ^-dv,     dz  =  -^du  +  ^-dv. 

Die  Coordinaten  wachsen  also  proportional  den  endlichen  Grössen 

(9\  dx         dx    dv  dy         dy    dp  d  x         dx    dv 

^  '     du         dv    du  '         du         dv    du  '    du         dv    du 
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Daher   hat   die   Gerade   vom   Punkte   {uy  v)   zum   Punkte  [u  +  d  n, 
V  +  dv)  in  den  laufenden  Coordinaten  f,  t),  j  die  Gleichungen: 

dx 


(3) 


I  Bx 


+ 


+ 


3  V 


dy    dr 
17 


du)    ' 

du )    ' 


mit  dem  Parameter  t  Ist  {uy  v)  ein  ganz  bestimmt  gewählter  Punkt 
der  Fläche,  so  haben  hierin  die  Grössen  x,  y,  z  und  ihre  Ableitungen 
nach  u  und  t?  bestimmte  Werte.  Ausser  t  ist  also  rechts  nur  noch 
dv:du  veränderlich.  Je  nachdem  wir  dies  Verhältnis  der  Incre- 
mente  von  u  und  v  wählen,  erhalten  wir  verschiedene  Geraden  (3) 
vom  Punkte  (m,  v)  aus  nach  unendlich  benachbarten  Punkten  der 
Fläche.  Nach  I  S.  232  sind  diese  oo^  Geraden  die  Tangenten 
des  Punktes  {u,  v)  der  Fläche.     Setzen  wir 


dv 
du 


,  t  =  T  , 


so  geben  also  die  Gleichungen: 


(4) 


,  dx    .   ,  dx 

^  au  d  V 

,  dy    .   ,  dy 

'       ^  du  dv     ^ 


h  =  -  + 


du 


'  +  -öl^' 


wenn  in  ihnen  t  und  r  beliebig  gelassen  werden,  alle  oo^ 
Punkte  (f,  t),  j)  aller  oo^  Tangenten  der  Stelle  (?/,  v)  oder  (x,  y,  2). 
Da  die  Elimination  von  t  und  r  aus  diesen  drei  Gleichungen  die 
in  j,  t),  j  lineare  Gleichung 


(5) 


f--i" 


l)-y 


J-'^ 


dz/ 

dy 
du 

d  x 
du 


dx 
dv 

dy 


dv 

dx. 
d  V 


'-     =0 


liefert,  so  folgt,  dass  die  oc^  Tangenten  des  Flächenpunktes  (?/,  v) 
eine  Ebene  erzeugen.  Wir  haben  also  hiermit  auf  anderem  Wege 
als  in  I  S.  232  nachgewiesen,  dass  die  Tangenten  eines  Flächen- 
punktes  im   allgemeinen   eine  Ebene,    die  Tangentenebene  oder 
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Tangentialebene  des  Punktes  (m,  v)  bilden,  von  der  man  sagt, 
dass  sie  die  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkt  berührt.  Man  er- 
kennt nun,  dass  der  obige  Schluss  nur  dann  gilt,  wenn  für  den  be- 
trachteten Punkt  (ar,  y,  z)  weder  die  drei  ersten  partiellen  Ab- 
leitungen der  Coordinaten  nach  u  noch  die  nach  v  gleich  Null  sind. 
Denn  wenn  für  den  betrachteten  Punkt  zunächst  nur: 


dx 
d  V 


=  0, 


dy_ 


=  0, 


dx 
dv 


=  0 


ist,  so  giebt  die  Reihenentwickelung: 

dx  =   W—du  +  4-  1  .   i  du^  +  2-v — ^-dudv  +  -^-  ,  dv^  +  ..., 
du  ^  \du^  dudv  ör'         /  ' 

und  dieselbe  Formel  gilt,  wenn  x  durch  y  oder  z  ersetzt  wird. 
i)a  du^  und  dudv  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  als  du 
sind,  so  hat  man  dann  anzunehmen,  dass  dv^  von  derselben  Ord- 
nung wie  du  ist^  sodass  bleibt: 


,         [dx    ,    .    d^x    Wr)«\   , 


Jetzt  sind  die  Gleichungen   der  Tangente,  die  zu  einem  endlichen 
Werte  k  von  {dv^idu  gehört,  diese: 

,    dx  .   ,    ,   d'x  ,  . 


du 


dv' 

d^y 

dv^ 

d^x 
dv^ 


kt, 


kt 


mit  dem  Parameter  t    Da  die  Gleichungen  in  t  und  k  t  linear  sind, 
80  erfüllen  die  Tangenten  auch  jetzt  noch  eine  Ebene: 


also  auch 


dx 
du 

dx 
d  V 


=  0, 


=  0, 


dx 

d'^x 

du 

dv^ 

dy 

d'y 

du 

dv^ 

dx 

dH 

du 

dv^ 

betrac 

dy 
du 

5litet€ 
0, 

dy  _ 

0, 

=  0. 


Wenn  nun  aber  für  den  betrachteten  Punkt  sowohl: 


dx 
dt* 

dx 
dv 


=  0 


=  0 
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5i;r£tclitiiiigen,  bei  denen  die  Form  (5)  benutzt  wird,  sind  also  nicht 
ine    inreiteres  auf  solche  Punkte  anwendbar. 

^"ir  setzen  deshalb  fest:  Ein  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  soll 
acli  d&nn  singulär  heissen,  wenn  für  ihn  die  ersten  Ablei- 
mgen  nach  einem  der  beiden  Parameter  alle  drei  gleich 
full  sind.  Von  solchen  Punkten  sehen  wir  grundsätzlich  ab,  und 
rir  l>r&iichen  dies  deshalb  später  nicht  mehr  immer  zu  erwähnen. 
lemerkt  sei  nur  nochmals:  Die  Tangenten  der  Fläche  verhalten  sich 
n  einer  solchen  singulären  Stelle  nur  dann  singulär,  wenn  die  Ab- 
n  von  z,  y,  z  nach  beiden  Parametern  gleich  Null  sind.  Die 
n  singulären  Punkte  sind,  kann  man  sagen,  nur  in  Hinsicht 
Inf  das  gerade  benutzte  Parametersystem  singulär.  Denn  man 
hmnn  durch  Einführung  neuer  Parameter  leicht  ihre  Singularität 
Efemicliten. 

Nicht-singuläre    Punkte    heissen    regulär.     Punkte    all- 
[femeiner  Lage  sind  regulär. 

Beispiel:  Ein  Kreis  drehe  sich  am  eine  Secante.    Dadurch  entsteht  eine 
in^flftche,  die  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Secante  singiilftr  ist,  weil 
lie  Tangenten  des  Kreises  Rotationskegel  beschreiben. 

Wir  kehren  zur  Betrachtung  der  Fläche  an  einer  regulären 
B  (x,  y,  z)  zurück.  Dort  ist  (5)  die  Gleichung  der  Tangenten- 
e. 

Ordnen  wir  sie  nach  den  laufenden  Coordinaten  i,  t),  j,  so  hat 
Form: 

rorin  ^,  B,  CyD  nach  (5)  Functionen  von  x,i/,z;  x^,i/^,z^;  x^,  y^,  z^, 

li.  nach  (1)  Functionen  von  u  und  v  sind.    Die  Coefficienten  der 

imeinen   Gleichung  einer   Tangentenebene   enthalten   also   zwei 

irliche  Parameter  u  und  v,  sodass  wir  sagen  können:    Eine 

[ftche  hat,  höchstens  oo^  Tangentenebenen.     Aber  sie  kann 

ib.    weniger  haben,   denn   eine   abwickelbare  Fläche   hat  ja  nur 

i>  rifoDgentenebenen  (vgl.  z.  B.  Satz  15,  I  S.  293). 

JHes  f&hrt  uns  zu  einer  umgekehrten  Fragestellung:  Es  sei  eine 

Schar  von  unendlich  vielen  Ebenen  gegeben.     Es  wird  dann 

ob  es  eine  Fläche  giebt,  die  alle  diese  Ebenen  berührt. 

Da   die  Schar  der  Ebenen   höchstens   von   zwei   willkürlichen 

u  und  V  abhängen  darf,  so  wird  sie  durch  eine  Gleichung 

i,  der  Form  zu  geben  sein: 
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Wenn  nun  von  den  drei  Verhältnissen  der  vier  Grössen 
A,  Bj  C,  D  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen  ^on  u  und  v 
sind,  so  enthält  die  Schar  (6)  sicher  oo^  Ebenen.  Andernfalls  liegen 
nur  cx>^  Ebenen  vor,  und  wir  wissen,  dass  oo^  Ebenen  die  Tangenten- 
ebenen einer  abwickelbaren  Fläche  sind,  vgl.  §  5,  I  S.  289  u.  f.  Da 
dieser  Fall  schon  erledigt  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  der  Ver- 
hältnisse der  Grössen  A,  JS,  C,  D  von  einander  unabhängig  seien. 

Sollen  nun  die  cx>*  Ebenen  (6)  die  Tangentenebenen  einer  Fläche 
sein,  so  muss  jede  der  Ebenen  einen  Punkt  (r,  ?/,  z)  der  fraglichen 
Fläche  enthalten.  Da  eine  Ebene  aus  der  Schar  (6)  durch  Angabe 
der  Werte  von  u  und  v  charakterisiert  wird,  so  werden  die  Werte 
X,  y,  z  auch  Functionen  von  u  und  v  sein.  Wären  sie  bekannt,  so 
läge  die  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor.  Nun  ist  zu  fordern, 
dass  die  zum  Wertepaar  u,  v  gehörige  Ebene  (6)  alle  Tangenten  (4) 
des  Punktes  {x,  y,  z)  enthalte,  d.  h.  dass  ^ 

SA{x  +  xJ  +  x^t)==D 

sei  für  alle  Werte  von  m,  t?  und  von  f,  t,  also  einzeln: 

SAx==D,       SAx^  =  0,       SAx^==0. 

Da   die   erste  Gleichung   die    durch  Differentiation  nach  w  oder  v 
hervorgehenden  Gleichungen: 

S  A^x  +  S  //:r„  =  D,,       S  A^x  +  SAx^  =  D^, 

nach  sich  ziehen  würde,  so  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  Gleichung 
ersetzen  durch: 

Mithin  finden  unsere  Forderungen  in  den  drei  Bedingungen 
(7)  SAx  =  D,       SA^x  ==!),,,       SA^,x=^D^, 

für  X,  y,  z  ihren  vollständigen  Ausdruck, 

Die  Discussion  dieser  Bedingungen  teilt  man  zweckmässig  in 
zwei  Fälle:  Da  von  den  Verhältnissen  von  A,  B,  C,  B  zwei  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  scheiden  wir  so:  Entweder  sind  die 
Verhältnisse  von  A,  i?,  C  allein  (ohne  B)  von  einander  abhängig 
oder  nicht 

Im  ersten  Fall  sind  A^  B,  6',  abgesehen  von  einem  gemeinsamen 
Factor,  von  einander  abhängig.  Da  wir  den  gemeinsamen  Factor 
durch  Division  entfernen  können,  so  können  wir  dann  annehmen. 


*  Das  Summenzeichcn  bezieht  sich  hier  natürlich  auch  auf  cyklische  Ver- 
tauschung  von  A,  By  C, 
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dass  Äy  B,  C  alle  drei  Fimctionen  einer  Function  co{u,  v)  seien,  so- 
dass die  Gleichung  (6)  so  lautet: 

Alsdann  darf  aber  D  nicht  eine  Function  von  cq  allein  sein.  Die 
Bedingungen  (7)  sind  hier: 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  widersprechen  einander,  da  die 
Functionaldeterminante  von  m  und  1)  von  Null  verschieden  ist  Es 
giebt  also  hier  keine  Lösung  unserer  Aufgabe.  Im  vorliegenden 
Falle  sind  alle  oo^  Ebenen  der  gegebenen  Schar  den  Ebenen 

durch  den  Anfangspunkt  parallel.  Diese  letzteren  sind  aber  nur 
00^  Ebenen,  die  also  einen  Kegel  umhüllen. 

In  dem  anderen  Falle,  dass  die  Verhältnisse  von  A,  B  und  C 
allein  von  einander  unabhängig  sind,  gilt  dies  auch  von  den  Ver- 
hältnissen der  Coefficienten  von  f,  5,  j,  sobald  wir  die  Gleichung  (6) 
durch  Division  mit  I)  auf  die  Form 

(8)  Ai  +  B\i  +  Ci^\ 

gebracht  haben.  Diese  Beduction  ist  übrigens  unmöglich,  wenn 
i>  =  0  ist,  d.  h.  alle  00^  Ebenen  die  Ebenen  durch  den  Anfangspunkt 
sind.     Jetzt  haben  die  Gleichungen  (7)  die  Form: 

(9)  SAx=\,       S^„x  =  0,       S^„ar  =  0. 

Ihre  Determinante  hinsichtlich  x,y,z  ist,  wie  man  durch  Aus- 
rechnung sieht,  gleich  der  Funtionaldeterminante  von  A :  C  und  B :  C 
(vgl.  I  S.  81),  multipliciert  mit  C^.  Wäre  sie  gleich  Null,  so  wäre 
entweder  C=0,  was  wir  aber  dadurch  ausschliessen  können,  dass 
wir  die  Coordinaten  vertauschen,  denn  zwei  der  drei  Grössen  A,  B,  C 
sind  ja  von  Null  verschieden,  oder  aber  es  wären  A :  C  und  B :  C  gegen 
die  Voraussetzung  von  einander  abhängig,  nach  Satz  54,  I  S.  82. 
Also  sind  die  Gleichungen  (9)  nach  x,  y,  z  auflösbar. 

Sind  zwei  der  Functionen  x,  y,  z  von  ?/  und  w,  die  sich  aus  (9) 
ergeben,  von  einander  unabhängig,  so  stellen  die  Auflösungen  eine 
Fläche  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z,  ausgedrückt  mittels 
der  Parameter  u  und  v,  dar,  und  die  cx>^  gegebenen  Ebenen  sind 
ihre  Tangentenebenen.  Wenn  dagegen  die  drei  Lösungen  .r,  y,  z  von 
einander  abhängige  Functionen  von  u  und  v  sind,  so  stellen  sie  eine 
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Curve  dar  (vgl,  S.  4),  die  von  den  cx>^  gegebenen  Ebenen  berührt 
wird.  Sind  endlich  die  drei  Lösungen  ar,  y,  z  Constanten,  so  ergeben 
sie  einen  Punkt,  durch  den  alle  oo^  gegebenen  Flächen  hindurch- 
gehen.    Das  Gleiche  liefert  der  Fall  i>  =  0. 

Unser  Ergebnis  ist  somit,  wenn  wir  in  dem  zweiten  Hauptfall 
wieder  von  der  speciellen  Form  (8)  zur  allgemeinen  (6)  zurück- 
kehren : 

Satz  7:  Liegt  eine  Schar  von  oo^  Ebenen  in  den  laufen- 
den Coordinaten  j,  \),  j  vor: 

^(«,  v)l  +  ^(w,  o)\)  +  C{u,  v)i  =  J9(tt,  v), 

ausgedrückt  mittels  zweier  Parameter  u  und  v,  so  giebt  es 
dann  und  nur  dann  eine  Fläche,  die  alle  diese  Ebenen 
berührt,  wenn  die  Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

Ax  +  By  +  Cz  =i>  , 

nach  X,  y,  z  möglich  ist,  und  zwar  stellen  die  Lösungen 
die  Fläche  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z,  ausge- 
drückt mittels  der  Parameter  u  und  t;,  dar.  Diese  Fläche 
reduciert  sich  auf  eine  Curve,  wenn  die  Lösungen  x,  y,  z 
von  einander  abhängige  Functionen  von  ti  und  v  sind,  und 
auf  einen  Punkt,  wenn  die  Lösungen  Constanten  sind. 

Ist  die  Auflösung  der  Gleichungen  unmöglich,  so 
sind  alle  oo^  Flächen  den  Tangentenebenen  eines  Kegels 
parallel. 

Da  parallele  Ebenen  in  der  Auffassung  der  projectiven  Geo- 
metrie (vgl.  I  S.  327  Anm.  u.  I  S.  339)  eine  unendlich  ferne  Gerade 
gemein  haben,  so  ist  der  letzte  Fall  der,  dass  je  oo^  Ebenen  der 
Schar  eine  Gerade  im  Unendlichfemen  gemein  haben,  sodass  es  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  eine  Curve  giebt,  die  von  den  oo*  Ebenen 
berührt  wird,  nämlich  die  Schnittcurve  des  erwähnten  Kegels  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Reduciert  sich  der  Kegel  auf  eine 
Gerade,  so  reduciert  sich  die  unendlich  ferne  Curve  auf  einen 
Punkt. 

Das  Hauptergebnis  unserer  Betrachtungen  ist  dies:  Eine 
Schar  von  oo*  Ebenen  umhüllt  im  allgemeinen  eine  Fläche. 
(Vgl,  I  S.  140.) 
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§  4.   Fortschreitungsrichtungen  von  einem  Flächenpunkte  aus. 

Wir   kehren   zur   Betrachtung  der  Tangentenebenen  einer  ge- 
gebenen Fläche: 

(1)  ar  =  qp(M,  ü),       y=/(M,  t?),       2r  =  1/; (m,  t?) 

zurück,  deren  Bogenelement  ds  durch  die  Formel: 

(2)  ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

ausgedrückt  sei.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Tangentenebene  des 
Flächenpunktes  (m,  v)  in  den  laufenden  Coordinaten  E,  ^,  J  die 
Gleichung  hat  (vgl.  (5),  S.  20): 


[l-x     X^     X 

(3)  t)-y    y„    y, 


U         «7» 

\  —  z     z      z 

0  tt  1 


V 


=  0 


Die  Gerade,  die  im  Berührungspunkt  (u,  v)  auf  der  Tangenten- 
ebene senkrecht  steht,  heisst  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte 
(tf,  v).    Ihre  Richtungscosinus  sind  nach  (3)  den  drei  Grössen: 

yu^r-^uy.»  ^u*.-*u^v*      ^uI/v-Vu^'v 

proportional.  Da  die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Grössen 
nach  (14),  S.  18,  gleich  D^  oder  jEG^  -  i^Mst,  so  sind: 

W  A  =  -^  ,        /=  ^  ,        Lr=.  - 

die  Richtungscosinus  X,  T,  Z  der  Normalen.  Dadurch,  dass 
wir  B  und  nicht  —  D  geschrieben  haben,  ist  der  Normale  im  Fall 
eines  reellen  Flächenpunktes  mit  reellen  Parameterwerten  ein  posi- 
tiver Sinn  beigelegt  worden. 

Wir  merken  hier  einige  öfters  anzuwendende  Formeln  an.  Zu- 
nächst ist  augenscheinlich: 

SJ2=1,      8X1^  =  0,      SZX^  =  0, 
ferner: 

(5)  SX^«  =  0,      S-?:r^  =  0. 

Femer  ist  nach  (4): 
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Wenn  wir   in   der   grossen    Klammer   x^^x^,   addieren   und   subtra- 
hieren, 80  kommt  nach  (7),  S.  15: 

Analog  ergiebt  sich  überhaupt  die  Reihe  von  Formeln: 

■y-  ry  I!/  Xf    —    T    Xu  17  «f  T    Xf    -^     (j  Xy 


(6) 


IT  TT  JtLXf  '^   T  ^u  V"  T  ^  S,-   ~~    C/  Xu    . 


Auch  folgt:   . 

\  X  X      X 

U  V 

(7)  ;/4  .'/.  J^!  =  ^' 


«  V 


z.     Z 


wenn  man  die  Determinante  nach  der  letzten  Reilie  entwickelt  und 
die  Werte  (4)  benutzt 

Die  Formeln  (4)  für  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale 
enthalten  I)  im  Nenner  und  sind  daher  nicht  brauchbar,  wenn  D 
gleich  Null  ist.  Ist  dies  in  einem  Flächenpunkte  (?/,  v)  der  Fall,  so 
hat  dort  die  Tangentenebene  (3)  eine  solche  Gleichung: 

in  der  ^^  +  -S*  +  C?*  =  0  ist  Die  Normale  zu  dieser  Ebene  hat 
keine  Richtungscosinus  und  ist  daher  eine  Minimalgerade  (vgl. 
I  S.  142).  Nax5h  Satz  48,  I  S.  339,  ist  die  Tangentenebene  folglich 
zugleich  Tangentenebene  des  Kegels  von  Minimalgeraden,  die  durch 
den  betrachteten  Flächenpunkt  gehen,  d.  h.  der  Nullkugel  des 
Punktes.  Die  Fläche  wird  also  in  denjenigen  Punkten,  in  denen 
J9  =  0  ist,  von  den  zugehörigen  Nullkugeln  berührt 

Fragen  wir  nach  denjenigen  Flächen,  auf  denen  überall  jÖ  =  0 
ist  Sie  müssen  überall  von  den  zugehörigen  Nullkugeln  berührt 
werden.  Da  nun  alle  Nullkugeln  durch  Schiebung  aus  dem  Kegel 
der  Minimalgeraden  durch  den  Anfangspunkt  liervorgehen  (vgl.  I 
S.  336),  so  sind  die  Tangentenebenen  aller  Nullkugeln  den  Tangenten- 
ebenen dieses  einen  Kegels  parallel.  Nach  dem  letzten  Absatz  des 
Satzes  7,  S.  26,  giebt  es  keine  Fläche,  die  alle  diese  Tangenten- 
ebenen berührt  Hieraus  folgt,  dass  eine  Fläche,  auf  der  überall 
-ö  =  0  ist,  nur  00^  Tangentenebenen  hat,  die  zugleich  Tangenten- 
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ebenen  von  Nullkugeln  sind.  Nach  Satz  15, 1  S.  293,  ist  die  Fläche 
mithin  eine  abwickelbare  Fläche.  Ihre  Gratlinie  wird  überall  von 
der  zugehörigen  Nullkugel  berührt  und  ist  daher  eine  Minimal- 
curve.  Die  Gratlinie  kann  sich  auf  einen  Punkt  reducieren,  dann 
ist  die  Fläche  selbst  eine  Nullkugel ;  insbesondere  gehören  auch  die 
Cylinder  von  Minimalgeraden  hierzu.    Also  haben  wir  gefunden: 

Satz  8:  Die  Grösse  D^^EG  —  F^  ist*  nur  an  solchen 
Stellen  einer  Fläche  gleich  Null,  in  denen  die  Fläche  von 
der  augehörigen  Nullkugel  berührt  wird. 

Satz  9:  Die  Flächen,  auf  denen  überall  D^^EG-F* 
gleich  Null  ist,  sind  die  Tangentenflächen  der  Minimal- 
curven,  insbesondere  die  Nullkugeln  und  die  Cylinder  von 
Minimalgeraden. 

Dass  bei  der  Kugel  auf  S.  18  die  Grösse  D  in  den  Polen 
(m  =  jh  ^  ;r)  gleich  Null  ist,  giebt  deshalb  nicht  zu  einer  Folgerung 
im  Sinne  des  Satzes  8  Anlass,  weil  diese  Pole  bei  der  gewählten 
Parameterdarstellung  nach  S.  6  überhaupt  auszuschliessen  sind. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  -D  =  0  die  Bedingung  dafür  ist, 
dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  als  vollständiges  Quadrat 
{yFdu  +  ^Gdv)    geschrieben  werden  kann.  — 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zur  allgemeine  Betrach- 
tung zurück. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  (1)  lassen  wir  den  Punkt  (m,  v)  sich 
dadurch  bewegen,  dass  wir  nur  u  ändern,  während  v  seinen  Wert 
behalten  soll.  Dann  beschreibt  der  Punkt  eine  Parameterlinie  {v). 
Die  Richtungscosinus  ihrer  Tangente  sind  proportional  den  Ab- 
leitungen x^,  y^y  z^  von  x^  y,  z  nach  m.  Da  die  Summe  der  Quadrate 
dieser  Ableitungen  gleich  E  ist  —  nach  (7),  S.  15  — ,  so  sind 

^^  y^"""'       Ye'^'''       Ye'''' 

die  Richtu-ngscosinus  selbst.  Ebenso  hat  die  Tangente  der  durch 
den  Punkt  (m,  y)  gehenden  Parameterlinie  (m)  dort  die  Richtungs- 
cosinus: 

(9)  y^^«^'         YÖ^''         yö'''' 

Wir  nennen  im  reellen  Fall  diejenigen  Richtungen  der  Tan- 
genten positiv,  für  deren  Cosinus  die  Quadratwurzeln  aus  den 
positiven  Grössen  E  und  G  positiv  sind,  d.  h.  diejenigen  Rich- 
tungen, längs  deren  u  bez.  v  zunimmt.     (Vgl.  I  S.  168). 
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Erinnern  wir  uns  daran,  dass  die  Linien*  (t?)  und  {u)  nach  S.  9 
die    natürliche    Verallgemeinerung    der    Geraden    1/  =  Const.    und 

X  =  Const  in  der  or^-Ebene  sind, 
so  liegt  es  im  reellen  Fall  nahe, 
in  der  Tangentenebene  diejenige 
Drehung  als  positiv  zu  bezeichnen, 
vermöge  deren  die  Tangente  der 
Linie  (r)  in  die  der  Linie  {u)  über- 
geht. Siehe  Fig.  5.  Wir  behaup- 
ten, dass  diese  Drehung,  sobald 
man  sie  von  der  positiven  Seite 
der  Normalen  aus  betrachtet,  in 
demselben  Sinn  stattfindet,  wie  die 
Drehung  in  der  ary-Ebene  von  der 
x-Axe  zur  y-Axe,  sobald  man  die 
ory-Ebene  von  der  positiven  z-Axe 
aus  betrachtet. 
Wenn  wir  nämlich  für  den  Augenblick  das  Axenkreuz  durch 
eine  Bewegung  in  eine  solche  Lage  (f,  t),  j)  bringen,  dass  der  Flächen- 
punkt der  Anfangspunkt,  die  positive  Tangente  der  Curve  (v)  die 
j-Axe  und  die  positive  Normale  die  J-Axe  wird,  so  werden  sich 
JS,  G  und  D^  fEG-  F^  dabei  nach  Satz  6,  S.  16,  nicht  ändern, 
während  f,  ^,  J  jetzt  solche  Functionen  von  u  und  v  sein  müssen, 
für  die  die  Eichtungscosinus  (8)  im  betrachteten  Punkte  die  Werte  1, 
0,  0  und  die  Eichtungscosinus  (4)  die  Werte  0,  0,  1  haben.  Bei 
dieser  Annahme  ist  deshalb  im  Flächenpunkt 


Fig.  5. 


du 


=  P, 


du 
dt 


=  0, 


d  u 


0, 


^±  =  0, 

dv 


sodass  die  Eichtungscosinus  (9)  die  Werte  bekommen: 


Yü    dv 


D 


—  > 


0. 


In  der  neuen  f  ^-Ebene  —  der  Tangentenebene  —  liegt  mithin  die 
Tangente  der  Curve  [ti)  so,  dass  sie  mit  der  positiven  f-Axe  einen 
Winkel  (o  —  im  Sinne  der  Drehung  von  der  j-  zur  Q-Axe  —  bildet, 

für  den 

1      öj  .  D 


COS  (ü 


sinöj  =  — :_— _ 


\Q    dv  \E\Q 

und  daher  sin©  positiv  ist.     Folglich   liegt  «   zwischen  0  und   n, 
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was  eben  aussagt,  dass  die  Drehung,  durch  die  wir  die  Tangente  der 
Curve  (ü)  in  die  der  CuiTe  (m)  überführen,  gerade  im  Sinne  der 
Drehung  der  j-Axe  zur  ^-Axe  hin  stattfindet 

Abgesehen  davon  also,  dass  der  Winkel  der  Parameterlinien  im 
Punkte  (m,  v)  kein  rechter  ist,  sind  jetzt  die  Tangente  der  Curve  (t?), 
die  Tangente  der  Curve  (u)  und  die  Normale  gerade  so  gegen  einan- 
der orientiert,  wie  die  neuen  Coordinatenaxen  und  also  auch  gerade 
80  wie  die  alten  Coordinatenaxen. 

Die  Formel 

(10)  sin  (o  =  ——. — =r 

gilt  nach  Satz  6,  S.  16,  auch  im  alten  Coordinatensystem  (ar,  y,  z\ 
zu  dem  wir  jetzt  zurückgreifen.  Der  Wert  von  cos©  kann  als 
Summe  der  Producte  der  Richtungscosinus  (8)  und  (9)  direct  be- 
rechnet werden: 

cos«  =  S—;=X^—^=X^ 

YE  ''  ye  "" 


cos  ö)  = 


oder  nach  (7),  S.  15: 

(11)  _   ,__ 

Geht  der  Punkt  (m,  v)  in  den  Punkt  {u  +  du,  v)  über,  so  legt 
er  das  Bogenelement  zurück: 

(12)  d^s=^yidu, 

geht  er  dagegen   in   den  Punkt   {u,v  +  dv)  über,   so   legt   er   das 
Bogenelement 

(13)  d^  s  =  ]/Gdv 

zurück.     Sind  du  und  dv  positiv,  so  bilden  die  alsdann  positiven 

Elemente  d^s   und  d^s   den  .  . 

Winkel  co  mit  einander.   Die  y^  y^"^ 

vierte  Ecke  des  durch  beide 

Elemente    bestimmten    Par- 

allelogrammes  (siehe  Fig.  6) 

wird  erreicht,  wenn  sowohl  u 

um  du    als    auch  v  um   dv 

zunimmt. 

Die  Richtung,    die    der 
Punkt  (m,  v)  auf  der  Fläche 
oder    auf  seiner  Tangenten- 
ebene   einschlägt,    wenn    u    und    v    um    Incremente    du    und    dv 
wachsen,  deren  Verhältnis  </r:£/M=Ägegeben  ist,  finden  wir  daher 


(vtdi^ 
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so:  Auf  den  positiven  Tangenten  der  Parameterlinien  (r)  und  {ii) 
des  Punktes  (m,  v)  tragen  wir  von  diesem  Punkte  aus  Strecken 
ab,  die  sich  wie  ^Edu  zu  j/örfr  oder  also  wie  '^E  zu  k'^ G  ver- 
halten, und  vervollständigen  das  durch  diese  beiden  Strecken  be- 
stimmte Parallelogramm,  dessen  Diagonale  dann  die  gesuchte  Rich- 
tung giebt  Je  nachdem  dabei  du  positiv  oder  negativ  angenommen 
wird,  wird  diese  Richtung  im  Sinne  vom  ursprünglichen  Punkt  (m,  v) 
zur  Gegenecke  oder  im  entgegengesetzten  Sinn,  also  nach  rückwärts 
über  den  Punkt  (w,  v)  hinaus,  eingeschlagen. 

Nehmen  wir  zwei  Werte  k  und  x  i^v  dvidu  an,  so  gehören 
zu  ihnen  zwei  Tangenten  des  Punktes  (w,  v).  Längs  der  ersten 
ist  dann 

dxidyidz  =  (a:„  +  kxy.{y^^  +  kyy.[z^  +  Ä^j, 

und  die  Summe  der  Quadrate  der  Klammern  rechts  ist  nach  (7), 
S.  15,  gleich: 

E  +  2Fk  +  Gk\ 

sodass  wir  durch  Division  der  Klammern  mit  der  Quadratwurzel  hieraus 
die  Richtungscosinus  der  Tangente  {k)  erhalten.  Wird  die  Wurzel 
positiv  gewählt,  so  ist  die  Fortschreitungsrichtung  diejenige,  bei  der 
d  u  positiv  ist.  Entsprechendes  ergiebt  sich  bei  der  zweiten  Tangente. 
Für  den  Winkel  a  beider  ist  also: 

^^«  8  {Xu  +  k  Xy)  (Vu  +  X  X,) 

cosc^  =      -— ~   ...      -      -  -• 

y(E  -^2Fk  -{-G h^ iE  ■^2Fx^G x«) 

Nach  (7),  S.  15,  kommt  daher: 

Bat«  10:  Auf  einer  Fläche  mit  den  Parametern  u  und  v 
hat  der  Cosinus  desjenigen  Winkels  a,  den  zwei  vom 
Punkte  (w,  v)  ausgehende  Tangenten  (d  v  :  d  n  =z  k)  und 
{dvidu  ^  x)  mit  einander  bilden,  den  Wert: 

E  -{-  FU:-^  x)  +  Gkx 
COS  a  = 


y(E-{-2Fk-^G  Ä «)  {E-h2F  x  +  'Ö  x«) 

und  zwar  ist  die  Quadratwurzel  im  reellen  Fall  positiv 
amiLiiehiaeny  wenn  bei  beiden  Fortschreitungsrichtungen 
it«  positiY  ist 

Stehen  die  beiden  Richtungen  auf  einander  senkrecht,   so  ist 
QQiii«iO.    Dies  tritt  ein,  wenn 

E+  F{k  +  x)+  Gkx  =  0 
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ist,  Yorausgesetzt  dass   der  Nenner  in  der  Formel  für  coso;  nicht 
auch  gleich  Null  ist    Aber  wenn  etwa  auch 

(15)  E+2Fk+  Gk^^O 

wäre,  so  gäbe  die  Elimination  von  k  aus  beiden  Gleichungen: 

D{F  +  2Fx+  Gx^^O, 

also  entweder  jÖ  =  0  oder 

F+  2Fx+  Gx^  =  0. 

Wäre  letzteres  der  Fall,  so  wäre  hiemach  und  nach  (15): 

sodass   die  Substitution   dieser  Werte  in  (14)  doch  J9  =  0  ergäbe. 
Also  können  wir  sagen: 

Satz  11:  Zwei  Fortschreitungsrichtungen  (A)  und  (x) 
durch  einen  Flächenpunkt  {u,  v)  sind  zu  einander  senk- 
recht, wenn 

F+  F{k  +  x)  +  Gkx^O 


ist,  vorausgesetzt,  dass  dabei  D  =  y£G  —  F^  nicht  gleich 
Null  ist 

Da  eine  Differentialgleichung 

A{u,  v)du*  +  2B{u,  v)dudv  +  C[u,  v)dv^  =  0 

nach  Satz  5,  S.  13,  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven  auf  der 
Fläche  definiert,  so  können  wir  uns  fragen,  unter  welchen  Be- 
dingungen diese  beiden  Scharen  einander  überall  senkrecht  schneiden 
oder  also,  wie  wir  sagen  (vgl.  I  S.  \\0\  ein  Orthogonalsystem 
bilden.  Die  Differentialgleichung  giebt,  als  quadratische  Gleichung 
für  dvidu  aufgefasst,  für  jeden  Punkt  (m,  v)  der  Fläche  die  Fort- 
schreitungsrichtungen (k)  und  (x)  der  durch  den  .  Punkt  gehenden 
Curven  der  beiden  Scharen.     Daher  ist 


Setzen  wir   diese   Werte   in   die  Orthogonalitätsbedingung   des 
Satzes  11  ein,  so  kommt: 

Satz  12:     Die  durch  die  Differentialgleichung 

A{uj  v)du^  +  2B{u,  v)dudv  +  C{u,  v)dv^  =  0 

definierten   beiden   Scharen   von  je  oo^  Curven   auf  einer 

'SCHBFFBBS,    OeOBCU  Diff^.     II.  8 
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Fläche  mit  den  Parametern  u  und  r  bilden,  Toraosgesetzt, 
dass  D  =^}'£G  —~F'  nicht  gleich  Null  ist,  ein  Orthogonal- 
STStem  dann  und  nur  dann,  wenn 

EC--2Fß-\-  GJ  =  0 

für  beliebige  Werte  von  u  und  r  ist 

Da  insbesondere  </r/</r  =  0  die  Differentialgleichung  der  Scharen 
Ton  Parameterlinien  ist  und  hier  also  J  =  C  =  0  zu  setzen  wäre, 
so  folgt: 

Satz  13:  Die  Parameterlinien  u]  und  (r)  einer  Fläche, 
auf  der  2/ =  ]  iTG  — /'*  nicht  gleich  Null  ist,  bilden  ein 
Orthogronalsvstem,  wenn  Z' für  beliebige  Werte  von  u  und  r 
gleich  Null  ist 

Ist  F  nicht  überall  gleich  Null,  so  giebt  die  Forderung  F^O 
als  Gleichung  zwischen  u  und  r  nach  Satz  3.  S.  1 L  im  allgemeinen  eine 
Curve,  in  deren  Punkten  die  Parameterlinien  einander  senkrecht 
schneiden.  Diese  Curve  kann  sich  auf  einen  Punkt  reducieren,  ja 
es  kann  vorkommen,  dass  F  nirgends  ffleich  Null  ist. 

Beispiel:     Auf  der  Kugel 

X  =  #•  cos  1/  cos  r .  y  =  f  ^*os  «  sin  r .  \  —  r  sin  u 

ist  F  nach  S.  18  gleich  Null.     In  Her  That  schneiden  die  Breitenkreiae  und 
Meridiane  einander  senkrecht. 

Wählen  wir  auf  der  Fläche  eine  Schar  von  oc^  Curven  ganz 
beliebig,  etwa  so.  dass  sie  die  Differentialgleichung 

erfüllen,  so  können  wir  die  Differentialgleichung  der  zu  dieser  Schar 
orthogonalen  Schar  leicht  aufstellen.     Hätte  sie  die  Form 

dr  f        , 

du  =  f  ("•  '■ ' 

so  müssten  eben  /.  und  u  nach  Satz  11  die  Bedingung: 

E  +  F[).  +  u)  +  6),fi=^0 

erfüllen.     Hieraus  aber  lässt  sich   die  Function  u  fw,  r)  berechnen. 
Der   unendlich   kleine  Inhalt  dJ  des  in  Fig.  6,  S.  31,    darge- 
stellten  Parallelogramms    mit    den  Seiten   d^^s   und    d^,s   ist   (vgL  I 

s.  HS) 


dJ  SS  d  s  '  d  s  '  sin  oj , 

II  V 
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mithin  nach  (10),  (12)  und  (13) 

(16)  dJ=Ddudv. 

Also; 


Satz  14:  Die  Grösse  D^^ßG-^F^  ist,  m  ultipliciert 
mit  du  lind  dv,  gleich  dem  Inhalt  des  Parallelogramms  der 
vier  Punkte  {u,  v),  {u  +  du,  v),  (m,  v  +  dv),  {u  +  du,  v  +  dv)  auf 
der  Fläche. 

Insbesondere: 

Satz  15:  Das  von  unendlich  benachbarten  Parameter- 
curven  {u),  {u  +  b),  [u  +  2e)  ,  .  .  bez.  (v),  [v  +  e),  (r  +  2«) . .  .  ge- 
bildete Curvennetz  auf  einer  Fläche  besteht  dann  und  nur 
dann  aus  lauter  gleich  grossen  Parallelogrammen,  wenn 
D=  ^EG-^'F^  auf  der  Fläche  constant  ist. 

Beispiel:    In  der  xx-Ebene  sei  eine  Gerade  im  Abstander  parallel  zur 
:;t-Axe  gelegt    Sie  werde  um  die  t^Axq  gedreht,  sodass  sie  einen  Rotations- 
cy linder  erzeugt.    Da  derjenige  Punkt 
der  Geraden,   der  zuerst  die  «-Coordi- 
nate  u  hat,  bei  der  Drehung,  sobald  der 
Winkel  v  zurückgelegt  ist,  in  den  Punkt 


r  sm  V 


X  =  u 


Fig.  7. 


j  =  r  cos  V  ,      y 

übergegangen  ist  (siehe  Fig.  7),  so  sind 
diese  drei  Gleichungen  eine  Parameter- 
darstellung des  Rotationscylinders.  Hier 
ist  ^=1,  F=0,  Ö^r\  daher  D  =  r, 
Die  Sätze  13  und  15  werden  hier  be- 
stätigt. 

Unter  den  Fortschreitun gsrich- 
tungen  {dv.du)  von  einem  Flächen- 
punkte {u,  v)  aus  sind  auch  zwei  enthalten,  für  die  das  Quadrat  des 
Bogenelementes: 

ds^  =  Fdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

gleich  Null  ist.  Dies  kann  natürlich  nur  für  imaginäre  Fortschrei- 
tungsrichtungen  der  Fall  sein,  was  analytisch  auch  daraus  folgt, 
dass  auf  einer  reellen  Fläche  mit  reellen  Parametern  u  und  v  die 
Grösse  FG  —  F^  nach  S.  18  nie  negativ  ist  Die  Differential- 
gleichung: 

Fdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0 

definiert  also  zwei  imaginäre  Scharen  von  je  oo^  Curven  auf  der 
Fläche,  längs  deren  überall  das  Bogenelement  gleich  Null  ist,  also 
zwei  Scharen  von  Minimalcurven  (vgl.  I  S.  164).     Diese  beiden 

*3* 
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Scharen  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  Differentialgleichung 

auf  die  Form: 

{ccdu  +  ßdvY^O 

gebracht  werden  kann,  d.  h.  wenn  EG  —  F^  =^0  ist  (Vgl  S.  29.) 
Daher  nach  Satz  9,  S.  29 : 

Satz  16:  Jede  Fläche  enthält  zwei  Scharen  von  je 
QO^  Minimalcurven,  die  nur  dann  in  eine  Schar,  näm- 
lich in  eine  Schar  von  Minimalgeraden,  zusammenfallen^ 
wenn  die  Fläche  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve 
ist    Die  Differentialgleichung  der  Minimalcurven  auf  der 

Fläche  ist: 

Edu^+2Fdudv+  Gdv^==0. 

Insbesondere  sind  die  Parameterlinien  selbst  die  Minimalcurven, 
wenn  diese  Differentialgleichung  die  Form  dudv^^O  hat     Also: 

Satz  17:  Die  Parameterlinien  {u)  und  {v)  einer  Fläche 
sind  dann  und  nur  dann  ihre  Minimalcurven,  wenn  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form  hat: 

ds*=^2Fdudv, 

d.  h.  von  den  Gliedern  in  du^  und  dv^  frei  ist 

Natürlich  gehören  dann  zu  reellen  Punkten  der  Fläche  imagi- 
näre Werte  der  Parameter. 

§  5.   Flächentreue  Abbildung  von  Flächen. 

Liegt  irgend  eine  Fläche  vor: 

(1)  ar  =  9 (m,  v),       y  ^x ^1  «?),       2^  =  t/; (w,  t;), 

so  kann  man  sie  auf  unendlich  viele  Weisen  Punkt  für  Punkt 
auf  die  Ebene  abbilden,  d.  h.  man  kann  auf  unendlich  viele 
Weisen  jedem  Punkt  (w,  v)  der  Fläche  einen  Punkt  (j,  ^)  einer  Ebene 
mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  ^  und  t)  gesetzmässig  zuordnen. 
Dies  geschieht  einfach  dadurch,  dass  man  %  und  t)  irgend  vde  als 
Functionen  von  u  und  t?  giebt: 

(2)  E=*Kt;),       ^  =  y^(«,r). 

Nur  muss  man  noch  ausmachen,  dass  4>  und  ^  von  einander  un- 
abhängige Functionen  sein  sollen.  Denn  sonst  wäre  etwa  ^^  eine 
Function  von  0  allein: 

(3)  y^=o,(*), 
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sodass  die  Bildpunkte  {]c,  t))  der  Flächenpunkte  nach  (2)  an  die  Gleichung 

gebunden  wären^  geometrisch  ausgesprochen:  auf  einer  Curve  lägen. 
Dann  wären  also  alle  oo*  Punkte  (m,  v)  der  Fläche  vermöge  der 
Formeln  (2)  als  die  cx)^  Punkte  einer  Curve  in  der  Ebene  abgebildet 
Je  OD^  Punkte  der  Fläche  hätten  denselben  Bildpunkt,  nämlich  jedes« 
mal  solche  oo^  Punkte  (m,  v),  für  die  0(w,  v)  den  gleichen  Wert  hat, 
weil  für  solche  oo^  Flächenpunkte  nach  (2)  die  Grösse  f  gleiche 
Werte  hätte  und  ebenso  die  Grösse  ^  nach  (2)  und  (3).  Eine  solche 
Abbildung  heisst  ausgeartet,  da  bei  ihr  die  Fläche  nicht  auf  die 
ganze  Ebene,  sondern  nur  auf  eine  Curve  abgebildet  wird. 

Wir  setzen  deshalb  voraus,  die  beiden  Gleichungen  (2) 
seien  nach  u  und  v  auflösbar.  Allerdings  kann  dann  immer 
noch  für  einzelne  Punkte  {u,  r),  ja  für  oo^  Punkte  (m,  v)  die  Functional- 
determinante  von  0  und  W  gleich  Null  sein.  Es  kann  also  vor- 
kommen, dass  eine  gewisse  Curve  oder  einige  auf  der  Fläche  doch 
nur  als  Punkte  abgebildet  werden.  Ebenso  kann  es  vorkommen, 
dass  einzelne  Punkte  der  Fläche  sogar  als  Curven  abgebildet  wer- 
den, wenn  nämlich  (p  oder  V  für  gewisse  Werte  von  u  und  v  Un- 
bestimmtheiten darbieten.  Es  kann  also  immerhin  bei  einer  nicht 
ausgearteten  Abbildung  doch  ausgeartete  Stellen  (Punkte  oder  Curven) 
geben.  Wir  müssen  uns  auf  einen  solchen  Teil  (u,  v)  der  Fläche 
beschränken,  für  den  0  und  W  bestimmt  bleiben  und  ihre  Functional- 
determinante  nicht  gleich  Null  ist 

Berechnen  wir  u  und  v  aus  (2)  als  Functionen  von  j  und  )) 
und  setzen  wir  die  berechneten  Werte  in  (1)  ein,  so  kommen  drei 
Gleichungen  von  der  Form: 

^  =  f(h  t)),      !/  =  ffih  9)>       ^  =  Ate  ^)- 

Sie  geben  direct  zu  jedem  Bildpunkt  (j,  t))  in  der  Ebene  den  Original- 
punkt {x,  y,  z)  auf  der  Fläche.  Von  solchen  Gleichungen  gingen  wir 
aus,  als  wir  im  I.  Band  in  §  3  des  3.  Abschnittes  diejenigen  Ab- 
bildungen einer  Fläche  auf  die  Ebene  besprachen,  bei  denen  jede 
unendlich  kleine  Entfernung  auf  der  Fläche  auch  im  Bilde  die  wahre 
Grösse  hatte.  Damals  sahen  wir,  dass  nur  gewisse  Flächen,  näm- 
lich die  Tangentenflächen  von  Curven,  eine  solche  punktweise  Ab- 
bildung auf  die  Ebene  gestatten.  Siehe  Satz  10,  I  S.  282.  Deshalb 
konnten  wir  diese  besonderen  Flächen  die  abwickelbaren  Flächen 
nennen. 

Wir  folgern  hieraus,  dass  wir  eine  beliebige  Fläche  (1)  nicht 
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in  der  Weise  auf  die  Ebene  abzubilden  vermögen,  dass  jeder  Cuire 
auf  der  Fläche  in  der  Ebene  eine  gleich  lange  Curve  entspricht 
Diese  Forderung  der  Längentreue,  wie  wir  sie  nennen  können, 
geht  also  zu  weit,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  Fläche  (1)  handelt 
Wohl  aber  können  wir  die  Forderung  der  Flächentreue ^  stellen. 
Es  giebt  nämlich  immer  solche  Abbildungen  einer  beliebigen  Fläche  (1) 
auf  die  Ebene,  bei  denen  jedes  Flächenstück  im  Bilde  denselben 
Flächeninhalt  wie  auf  der  Fläche  selbst  hat  Es  ist  unsere  Absicht, 
dies  hier  zu  beweisen. 

Wir  betrachten  auf  der  Fläche  (1)  vier  unendlich  benach- 
barte Punkte,  nämlich  die  Punkte  {n,  v),  (u  +  du,v),  {u^v  +  dv), 
(w  +  du,  V  +  dv),  siehe  die  Fig.  6  auf  S.  31.  Sie  bestimmen,  wie 
wir  sahen,  ein  unendlich  kleines  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  nach 
(16),  S.  35,  gleich 

D  d  u  d  V 

ist.  Dem  Parallelogramm  entspricht  bei  der  Abbildung  (2)  wiederum 
ein  unendlich  kleines  Parallelogramm  in  der  Et)-Ebene.  Denn  nach 
dem  I.  Band,  §  IG  des  1.  Abschnittes,  bestimmen  die  Gleichungen  (2) 
ein  Netz  von  Parameterlinien  (?/)  und  {v)  in  der  Bildebene.  Diese 
Linien  sind  die  Bilder  der  Parameterlinien  (u)  und  (r)  der  Fläche  (1). 
Wie  das  vorhin  betrachtete  Parallelogramm  auf  der  Fläche  von  den 
vier  Parameterlinien  (m),  {u  +  du)j  (ü),  [v  +  dv)  umschlossen  wird, 
so  wird  das  Bild  dieses  Parallelogramms  in  der  j^-Ebene  von  den 
vier  Bildern  dieser  Parameterlinien  umschlossen;  und  nach  (9), 
I  S.  118,  ist  der  Inhalt  des  Bild-Parallelogramms  gleich 

±{H>^,H^^^H^^^<l\)dndv, 

wie  mau  sieht,  wenn  man  bedenkt,  dass  an  die  Stelle  der  damaligen 
Gleichungen  (1)  auf  S.  112  die  jetzigen  Gleichungen  (2)  treten. 

Das  unendlich  kleine  Parallelogramm  auf  der  Fläche  hat  also 
denselben  Lihalt  wie  sein  Bild  in  der  ft)- Ebene,  wenn 

ist  Gilt  dies  für  alle  Werte  ?/,  v  innerhalb  des  zulässigen  Werte- 
bereiches, so  hat  auch  jedes  endliche  Stück  der  Fläche  denselben 
Inhalt  wie  sein  Bild,  denn  jedes  Flächenstück  lässt  sich  als  Summe 
(Doppelintegral)  solcher  unendlich  kleiner  Parallelogramme  darstellen. 
Die  Gleichung  (4)  ist  also  —  bei  bestimmter  Wahl  des  Vor- 
zeichens —   der  analytische  Ausdruck  dafür,  dass   die    betrachtete 


^  Hier  ist  das  Wort  Fläche  im  Sinne  von  Flächeninhalt  zu  verstehen. 
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Abbildung  (2)  der  Fläche  (1)  auf  die  j^-Ebene  flächentreu  ist 
Wir  wollen  dies  als  Satz  formulieren,  indem  wir  auf  die  Formel  (1 3), 
S.  17,  zurückgehen: 

Satz  18:   Die  Fläche 

ist  dann  und  nur  dann  vermöge  der  Gleichungen 

flächentreu  auf  die  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  j,  l)  abgebildet,  wenn  die  Functionen  0  und  ^^ 
für  beliebige  Wertepaare  u^v  eine  der  beiden  Bedingungen: 


erfüllen. 

Die  frühere  Voraussetzung  der  Unabhängigkeit  von  0  und  ^ 
ist  im  Satze  nicht  nötig,  denn  wenn  0  und  ^  von  einander  ab- 
hängig sind,  so  ist  ihre  Functionaldeterminante  nach  I  S.  83  gleich 
Null  und  mithin  7>  =  0.  Auf  den  Tangentenflächen  der  Minimal- 
curven  (vgl.  S.  29)  hat  aber  nach  Satz  14,  S.  35,  jede  Fläche  den 
Inhalt  Null.  Wenn  wir  also  eine  solche  Fläche  in  ausgearteter  Weise 
nur  als  Curve  in  der  f  ^-Ebene  abbilden,  dürfen  wir  doch  die  Ab- 
bildung flächentreu  nennen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  nur  eine  flächentreue  Abbildung 
der  Fläche  (1)  auf  die  Ebene  zu  kennen  braucht,  um  auch  alle 
angeben  zu  können.  Denn  wir  brauchen  ja  nur  weiterhin  die 
j^-Ebene  flächen  treu  auf  eine  andere  Ebene,  sagen  wir  auf  eine 
|iy-Ebene  abzubilden,  was  nach  Satz  75,  I  S.  123,  keine  Schwierig- 
keiten macht.  Jedem  Punkt  (m,  v)  der  Fläche  entspricht  dann  ein 
Punkt  (f,  ^)  der  ersten  Ebene  und  weiterhin  diesem  Punkt  ein 
Punkt  (I,  7/)  der  zweiten  Ebene,  und  dabei  sind  entspechende 
Flächenstücke  auf  der  Fläche  und  in  den  beiden  Ebenen  einander 
an  Inhalt  gleich.  Der  umgekehrte  Schluss  liegt  auf  der  Hand:  Ist 
die  Fläche  auf  zwei  Ebenen  flächentreu  abgebildet,  etwa  vermöge: 

(5)  l  =  «>  (w,  v\       t)  =  y^  (w,  V) 
und  vermöge 

(6)  I  =  *i(w,  v),        n  =  y/,  (71,  t;), 

so  ergeben  sich   durch  Elimination  von  %t  und  v  zwei  Gleichungen 

die  eine  flächentreue   Abbildung  der  einen  Ebene  auf  die   andere 
bedeuten.     Daher: 
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Sati  19:  Kennt  man  eine  flächentrene  Abbildung  einer 
gegebenen  Fläche  auf  die  Ebene,  bo  erbält  man  alle  ihre 
übrigen  fläcbentreuen  Abbildungen  auf  eine  Ebene  da- 
durch, daas  man  jene  eine  Ebene  weiterhin  in  allgemein- 
ster WeiBe  auf  eine  andere  Ebene  flächentreu  abbildet 

Liegen  zwei  Flächen  vor  und  will  man  die  eine  auf  die  andere 
in  allgemeinster  Weise  äächentreu  abbilden,  so  braucht  man  nur  je 
eine  flächentrene  Abbildung  jeder  der  beiden  Flächen  auf  je  eine 
Ebene  zu  kennen.  Denn  dann  braucht  man  ja  nur  die  eine  Ebene 
in  allgemeinster  Weise  öächentren  auf  die  andere  abzubilden,  so- 
dass nach  Satz  75,  I  S.  12S,  folgt: 

SatE  20:  Das  Problem,  eine  gegebene  Fläche  in  all- 
gemeinster Weise  flächentreu  auf  eine  andere  gegebene 
Fläche  abzubilden,  erfordert  zu  seiner  Lösung  nnr  noch 
Eliminationen,  sobald  man  jede  der  beiden  Flächen  auf 
eine  Art  flächentreu  auf  die  Ebene  abzubilden  vermag. 

Beispiele  hierzu  bringt  der  nächste  Paragraph. 


§  6.   Rächentreue  Abbildung  der  Rotationsflächen. 

Das  Problem  der  flächentreuen  Abbildung  ist  insbesondere  fUr 
die  Botationsflächen  lösbar.  Eine  Rotationsfläche  entsteht  da- 
durch, dass  eine  starre  Curve  um  eine  fest  mit  ihr  verbundene  and 
im  Baume  unbewegliche  Gerade  gedreht  wird.  Diese  Gerade  beisst 
die  Aze  der  Fläche.  Alle  ebenen  Schnitte,  die  die  Axe  enthalten, 
sind  einander  congruente  Curven 
und  heissen  die  Meridiane  der 
Fläche.  Jeder  ebene  Schnitt  senk- 
recht zur  Axe  ist  ein  Kreis  und 
heisst  Breitenkreis.  Diese  Be- 
zeichnungen sind  von  dem  um  die 
Erdaxe  rotierenden  Krdsphäroid  ent- 
nommen. 

Um  eine  Rotationsfläche  ana- 
lytisch darzustellen ,  nehmen  wir 
ihre  Axe  zur  r-Axe,  sodass  die 
X2-Ebene  einen  Meridian  enthält 
(siehe  Fig.  8).  Die  Bogenlänge  dieses  Meridians,  gemessen  von 
irgend  einer  Stelle  aus,  sei  mit  u  bezeichnet,  sodass  etwa: 


Fig.  8. 


(1) 


=  pM. 


=  0, 


=  q{u) 
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die  Gleichungen  dieses  Meridians  sind.  Wird  die  Ebene  dieses 
Meridians  um  den  Winkel  v  um  die  r-Axe  gedreht,  so  sind 

(2)  a:  = /?  (tt)  cos  V,       y  =;?(«)  sin  t?,       r  =  y(tt) 

die  Gleichungen  des  neuen  Meridians.  Giebt  man  dem  Winkel  v 
alle  möglichen  Werte,  so  stellen  die  Gleichungen  (2)  alle  Meridiane 
dar,  d.  h.  die  Gleichungen  (2)  sind,  wenn  u  und  v  beliebig  variieren 
dürfen,  die  Gleichungen  der  Botationsfläche,  ausgedrückt 
mittels  zweier  Parameter  u  und  v. 

Nach  (7)  auf  8.  15  sind  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
hier  diese: 

Die  Formel  ^=0  sagt  nach  Satz  13^  S.  34,  aus,  dass  die  Para- 
meterlinien ein  Orthogonalsystem  bilden.  Dies  kann  man  auch  geo- 
metrisch leicht  sehen,  denn  die  Linien  [u)  sind  die  Breitenkreise 
und  die  Linien  (v)  die  Meridiane. 

Da  u  die  Bogenlänge  der  Gurre  (1)  ist,  giebt  Satz  4,  I  S.  164: 

?'*  +  ?*=  1, 
sodass  wir  haben: 

(3)  ^=1,       i^=0,       G^p\ 

Das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Botationsfläche  (2)  hat  daher 
die  Form: 

Femer  ist  hier: 

D  =  ^EG-'F^  =  ±  ;?  (w)- 

Um  nun  die  Fläche  auf  wenigstens  eine  Art  flächentreu  auf  die 
Ebene  abzubilden^  kommt  es  nach  Satz  18,  S.  39,  darauf  an,  zwei 
Functionen  0  und  ¥^  von  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass 

(4)  <^„ '^^  - '^„  *.,  =  ± ;» («) 

wird.  Diese  Forderung  lässt  sich  leicht  erfüllen,  wenn  man  direct 
0  =  ü  setzt,  da  dann  einfach  W^=z  zf  p  {u)  bleibt,  sodass  z.  B. 


u 


W=^fp{u)du 

0 

gesetzt  werden  darf.     Daher: 

Satz  21:  Die  Rotationsfläche 

X  =  p  (w)  cos  V,       y  =  P  (m)  sin  Vj       z  =s  q  (u), 
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bei   der   u   die   Bogenlänge   des   Meridians    bedeuten    soll, 
wird  vermöge  der  Gleichungen: 


u 


E=«: 


5  =  {p{u)du 

0 


^ 


flächentreu  auf  die  jtj-Ebene  abgebildet. 

Die   Meridiane  (t?)  bilden   sich   als   die   Gerade  j  =  w  parallel 
zur  t)-Axe  ab.    Geht  man  von  t?  =  —  ;r  bis  ü  ==  +  ;r,  so  erhält  man 

alle  reellen  Meridiane  und  ihre  Bilder. 
Diese  Bilder  bedecken  einen  Streifen 
der  Ebene.  Wenn  wir  diesen  Streifen 
als  Abwickelung  eines  Rotationscylinders 
auffassen,  dessen  Grundkreis  also  die 
Breite  2  n  des  Streifens  zur  Gesamtlänge 
und  mithin  den  Radius  Eins  hat,  so 
können  wir  vermittels  dieses  Cylinders 
die  Üächentreue  Abbildung  so  herstellen 
(siehe  Fig.  9):^ 

Wir  construieren  denjenigen  Rota- 
tionscylinder  mit  dem  Radius  Eins,  dessen 
Axe  die  Axe  der  Fläche  ist  Als  Grund- 
kreis f  des  Cylinders  sei  derjenige  Kreis 
bezeichnet;  in  dem  die  Ebene  des  Brei- 
tenkreises {u  =  0)  den  Cylinder  schneidet 
Von  diesem  Breitenkreise  an  werden  die 
Längen  u  auf  den  Meridianen  gemessen. 
Nunmehr  fassen  wir  insbesondere  den 
Meridian  [v  —  0)  ins  Auge,  der  in  der 
.rr-Ebene  liegt  Er  sei  mit  m  bezeichnet 
Die  Ebene  dieses  Meridians  trifft  den  Cylinder  m  zwei  Geraden,  von 
denen  wir  eine,  m,  auswählen.  Dem  Punkte  U  des  Meridians  m, 
dessen  Bogenlänge  A  U  gleich  u  ist,  ordnen  wir  denjenigen  Punkt  U 


Fig.  9. 


'  Die  Fig.  9  ist  für  die  Rotationsfläche,  genannt  Catenoid,  entworfen, 
die  darch  Drehung  einer  Kettenlinie  m  um  ihre  Leitlinie  entsteht.    Hier  ist: 

p  (m)  =  >  1  +  ?>,      q  {u)  =  log  (w  4-  1  "l  +  W-) , 

sodass  der  Meridian  m  die  durch  Elimination  von  u  hervorgehende  Gleichung 
in  X  und  x  hat: 

In  diesem  besonderen  Fall  liegen  die  Punkte  ^\  und  A^  von  denen  oben  die 
Rede  ist,  zusammen. 
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der  Geraden  nt  zu,  dessen  Abstand  3t U  vom  Grundkreis  f  gleich 
dem  Integral  von  0  bis  u  über  p[u)du  ist  Nach  (1)  ist  p(ti)  die 
Abscisse  x  von  U,  du  das  Bogenelement  auf  m.  Jetzt  ist  jedem 
Punkt  U  des  Nullmeridians  m  ein  Punkt  U  der  Geraden  m  zugeordnet. 
Lassen  wir  m  und  m  um  die  Axe  (z-Axe)  rotieren,  so  wird  jedem 
Punkte  der  Fläche  ein  Punkt  auf  dem  Cjlinder  zugeordnet  sein. 
Wird  endlich  der  Cylinder  in  die  Ebene  ausgebreitet,  so  liegt  die 
gewünschte  Abbildung  vor.  Der  Grundkreis  f  und  die  Gerade  m 
sind  die  j-  und  t|-Axe  in  der  Ebene. 

Nach  den  Erörterungen,  die  zu  Satz  19,  S.  40,  führten,  folgt 
aus  dem  Satz  21,  dass  man  alle  übrigen  flächentrauen  Ab- 
bildungen der  Rotationsfläche  (2)  auf  die  Ebene  bloss  durch 
Eliminationsprocesse  finden  kann. 

Dies  gilt  insbesondere  von  den  flächentreuen  Abbildungen 
der  Kugel.  Solche  Abbildungen  sind  namentlich  für  geographische 
Zwecke  wichtig.^  Wir  wollen  daher  einige  der  beim  Entwerfen  von 
Landkarten  gebräuchlichen  oder  doch  vorgeschlagenen  flächentreuen 
Abbildungen  der  Kugel  hier  ableiten. 

Beispiele:  Die  Rotationsfläche  (2)  ist  eine  Kugel  am  den  Anfangspunkt 
mit  dem  Radius  Eins,  wenn  die  Gleichungen  (Ij  des  Nullmeridians  die  des 
Kreises  mit  der  Bogenlänge  u  sind: 

X  »  cos  1^1      ^  "=  0,      X  =  Sinti. 

Wir  setzen  also  p  =  cos  u^  ^  =  sin  m  ,  wodurch  die  Gleichungen  (2)  in  der 
That  in  die  schon  auf  S.  3  gefundenen  Gleichungen  der  Kugel 

X  =  cos  u  cos  r,      y  =  cos  u  sin  v,      *  =  sin  u 

mit  der  geographischen  Breite  u  und  Länge  v  übergehen.  Die  im  Satz  21  ge- 
nannte Abbildung  hat  hier  die  Gleichungen: 

(5)  f  =  «'j       l)  =  siuw. 

Wenn  wir  hier  dieselbe  Fig.  9  wie  vorhin  entwerfen,  so  sehen  wir,  dass  die 
einander  zugeordneten  Punkte  U  und  U  gleiche  Höhe  über  der  a;^- Ebene 
haben.  Mithin  kann  diese  einfachste  flächentreue  Abbildung  der  Kugel  so 
hergestellt  werden: 

Wir  legen  um  die  Kugel  den  längs  des  Äquators  {u  =  0)  berührenden 
Rotation scy linder  und  ordnen  jedem  Punkte  U  der  Kugel  denjenigen  Punkt  11 
des  Cylinders  zu,  in  dem  das  über  U  hinaus  verlängerte  Lot  von  ü  auf  die 


^  Die  flächentreuen  Abbildungen  der  Kugel,  die  man  auch  weniger  glück- 
lich als  äquivalente  Abbildungen  bezeichnet,  wurden  zuerst  von  Lambert, 
„Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der  Land-  und  Uim- 
melscharten*^  in  seinen  „Beyträgen  zum  Gebrauche  der  Mathe- 
matik*', 8.  Teil,  Berlin  1772,  untersucht  Siehe  auch  Ostwald*s  Klassiker 
Nr.  54.  Diese  Abhandlung  enthält  die  ersten  allgemeinen  Untersuchungen  über 
das  Problem,  die  Gradnetze  für  geographische  Karten  zu  entwerfen. 


Master  Abaclmiti:    Das  Bogendemetit  der  Fläche. 


Nord-SDd'Azfl  (x-Äie)  den  Cjlinder  triffL  Alsdann  wird  der  Cylinder  in 
Ebene  ausgebreitet.  Dies  ist  eine  der  Slteeten  ÜSchentreuea  Abbildungen.'  Sie 
iBt  in  Fig.  10  dargeatellt.  Zum  besBeren  Erkennen  der  Verzerrongen  sind  die 
Meridiane   und   Breitenkreise   im   Abstand   von  je  zehn   Grad  und  die  Länder. 

naasen  aaf  der  Erdoberfläche  in  das  Bild  eingezeichnet.'     Diese  Abbildung  I&) 
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Fig.  10. 

ist  übrigens  periodisch,  da  ain  tc  die  Periode  2n  hat.  Die  Figur  enthüll  also 
mir  uine  Periode  dea  Bildes,  die  rechte  und  links  noch  beliebig  oft  angesetzt 
wurden  kann. 

Um  sonstige  flUchentreue  Abbildungen  der  Kugel  herzualelIeD,  haben  wir 
jelit  weiterhin  nach  S.  39  die  ;T|-EheDe  Hächentreu  auf  eine  andere  Ebene  zu 
lieiiehen.  In  dieser  Ebene  seien  {  und  r/  rechtwinklige  Coordinateu.  Wir 
Kelieu  auf  Säte  T5,  I  6.  123,  «urUck  uud  haben  nur  statt  »,  p  und  x,  y  dort 
jj',  II  und  f,  i  oder  also  nach  (&)  statt  u  und  n  die  geographische  Lfinge  v  and 
dun  Sinus  der  geographischen  Breite  u  und  statt  x,  y  die  neuen  Coordin«ten 
f ,  1/  XU  setzeu.  Wir  verstehen  demnach  unter  »  irgend  eine  Function  tod  V 
iiml  f.  fllr  die 


l'l) 

lit.     Darauf  setzen  wir  an: 


dtef 


-4=0 


und  Idien  beide  Gleichungen  nach  i  und  i/  auf.  Hierdurch  erhfillt  mau  nur 
dlillHnltCon  IlftcheDtreuen  Abbildungen  nicht,  bei  denen  die  Meridiane  in  die 
Knradim  {  »  Const.  übergehen.  Aber  durch  Vertauschen  von  4  uud  'j  gehen 
atitih  dIPin  iiervor. 

'  Man  benennt  sie  nach  Laubekt  (vgl.  die  oben  erwähnte  Abb.),  der  sie 
Niuilrflekllch  als  Abbildung  anfUhrt  Aber  ihr  Grundgedanke,  dass  DBmlich 
dl«  Fllohfl  eiuer  Kugelzone,  die  von  Ewei  Ebenen  parallel  zum  Äquator  be- 
gnuMt  wird,  ginieh  der  Flllche  der  entaprech enden  Zone  des  Ungs  des  Äqna- 
lun  ivmsehrlebeuen  Cylindei-s  ist,  war  schon  ABcuiuanEs  bekannt. 

*  Mau  lieht,  dass  sich  diese  Art  der  Abbildung  nur  filr  solche  Lfinder 
id(U«l,  dU  oioh  nicht  allzusehr  vom  Äquator  entfernen,  da  die  Pole  ansg«- 
WWI  stnd.  Auch  die  apfiter  zu  besprechenden  Methoden  der  Abbildung  eignen 
»|«4i  tiiun«!'  nur  fUr  Teile  der  Erdkugel,  dennoch  stellen  wir  immer  zur  besseren 
VviwutuU  Um  Abbildnngsgesetzee  in  den  Figuren  die  ganze  Erdkugel  dar. 
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Setzen  wir  i 


u  die  allerdingB  rieinlich  complicierte  Function: 

»-l/irrT._{„„„|-, 

so  folgt  aus  (7): 

.ln...i)/^3^Ti,       ,,.„00.4 

oder  durch  Auflösen  nach  {  und  jj: 
(9)  i  =  rcoB«,         .;-"■ 

Bei  dieser  Abbildung'  erscheinen  die  Breitenkreise  (u)  als  parallele  Geraden 
17  =  CoDBt.  in  ihren  wahren  auf  der  Kugel  geoneeaenen  Abständen  von  einander, 
n&hrend  die  Meridiane  (f)  durch  Curven  dargestellt  werden,  die  in  der  (i;- 
Ebene  die  Oleichnngen  (9)  mit  dem  Parameter  u  haben,  die  alio  —  nach  Eli- 
-  auch  BO  geacbrieben  werden  können: 
l  =  .^c<.s,. 


dem   Bilde   des  Längenk reise b  {r  ~  1),  durch  constanto  VergrösBerung  der  Ab- 


seiBsen  hervorgehen.    In  Fig.  II  ist  das  Bild  gegeben.'    Die  Meridiane  schnei- 


'  Die  erste  Anwendung  dieser  Abbildungsart  findet  sich  1603  auf  einem 
Blatte  einer  Ausgabe  von  Mbrcatob's  Atlas  nach  dem  Tode  Mebcitoh's.  Wer 
den  Entwurf  dort  hergestellt  hat,  ist  nicht  sicher  bekannt  Sanson  wandte 
dieae  Abbildungsart  zuerst  systematisch  in  seinem  im  17.  Jahrhundert  in  Frank- 
reich erschienenen  Atlas  an.     Daher  wird  sie  nach  ihm  benannt. 

'  Die  Figuren  10~l(i  sind  BÜmtlich  in  demselben  Maassstab  entworfen. 
Bei  allen  wSre  wie  bei  Fig.  10  zu  bemerken,  dass  die  Abbildung  insofern 
periodisch  ist,  als  die  KugelllSche  im  Bilde  unendlich  oft  wiederholt  erscheint 
—  wenn  auch  nicht  gerade  eongment  wie  in  Pig.  11  — ,  da  die  Gleichungen  der 
Abbildung  periodisclie  Functionen  enthalten.  Piir  die  Zwecke  der  Karto- 
graphie benntit  man  nur  die  in  unseren  Figuren  gegebenen  Perioden,  ja  auch 
diese  nur  teilweia  wegen  der  an  den  Rändern  auftretenden  grossen  Venterrungen. 
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den  im  Bilde  anf  den  Breitenkreisen  Strecken  ab,  die  von  derselben  Länge 
wie  die  betreffenden  Stücke  der  Breitenkreise  auf  der  Kugel  sind. 

Man  bemerkt,  dass  die  auf  (7)  begründete  Methode  zwar  ohne  Integrationen, 
durch  Elimination  allein  alle  flächentreuen  Abbildungen  der  Kugel  liefert,  aber 
nicht  gerade  durch  einfache  Gleichungen  darstellbare  Abbildungen  durch  ein- 
fache Annahmen  für  die  zu  wählende  Function  u  (r,  1). 

Geht  man  darauf  aus,  gewisse  besondere  Arten  von  flächentreuen  Bildern 
der  Kugel  zu  bestimmen,  so  wird  man  daher  das  directe  Verfahren  anwenden, 
das  allerdings  Integrationen  verlangt: 

Die  Gleichungen 

(10)  j=0(«,r),        i)=W{u,v) 

stellen  ja  allgemein  eine  flächentreue  Abbildung  der  Kugel  mit  der  Breite  u 
und  Länge  v  dar,  wenn  nach  (4)  und,  weil  jetzt  p  «  cos  u  ist: 

0„  W,  -  V^„  0.,  =•  ±  cos  u 

ist.  Ob  wir  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wählen,  ist  gleichgültig,  da  wir 
den  einen  Fall  aus  dem  andern  durch  Vertauschen  von  ;  mit  l)  ableiten  können. 
Wir  wollen  die  Forderung  so  stellen:  ^ 

(11)  0u  ^K  -  ^u  ^,  =  -  cos  u . 

Benutzen  wir  in  der  Ebene  statt  der  rechtwinkligen  Cooräinaten  jr,  Q 
Polarcoordinaten  r,  (f,  so  sind  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  durch  andere  zu 
ersetzen.     E»  ist  ja: 

(12)  j  =  /-cos<jp,         l)  =  rsing), 

sodass  nach  (10)  auch  r  und  tp  Functionen  von  u  und  r  sind: 
13)  r  =  Ä(w,  F),         (p^F(u,v), 

Die  Bedingung  für  diese  Functionen  (12)  können  wir  leicht  aus  (11)  ableiten. 
Denn  nach  (12)  ist: 

0„  ^,  -  ^^  0,  =  j„  \),  -  i)„  j:.,  - 

r„  cos  (p  —  i"  <Pu  sin  tp         r,  cos  (p  —  r  (f,.  sin  q^ 
/*„  sin  </■  4-  /*  qPu  cos  (p         /*,.  sin  <p'  +  /•  ijp,  cos  (jp 

=  -  r{ffn  f\  -  r,(p,)=  -  R  (Fu  B,.  -  Ji^  F,), 

sodass  wir  statt  (11)  zu  fordern  haben: 

(U)  B  {Fu  Rr  -   Ru  F.)  =   C08U, 

In  Polarcoordinaten  r,  9)  stellen  also  die  Gleichungen  (13)  eine  flächen- 
treue Abbildung  der  Kugel  dar,  wenn  die  Bedingung  (14)  erfüllt  ist. 

Zunächst  fragen  wir  jetzt  nach  den  flächentreuen  Bildern,  bei 
denen  die  Breitenkreise  als  conccntrische  Kreise  und  die  Meri- 
diane als  ihre  Radien  erscheinen.  Hier  benutzen  wir  natürlich  Polar- 
coordinaten r,  <jp,  indem  wir  verlangen,  dass  jeder  Breitenkreis  {ti)  als  ein  Kreia 
/•  «  Const.,  jeder  Meridian  (r)  als  eine  Gerade  (p  =  Const.  erscheinen  soll.  Wir 
unterwerfen  also  die  Functionen  (13)  der  Beschränkung,  dass  R  nur  von  u  und 
F  nur  von  c  abhängen  soll.     Dann  reduciert  sich  (14)  auf: 

-  R  R' {ti)  F' iv)  =  cosM, 
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"wonina  einzeln  folgt: 

JR  JT (m)  -  -  a cos M,        F'  (r)  =             (a  =  Const), 

i?«  =  2(6  -  a sin m),        F{v)  =-  ^  +  c        (6,  c  =  Const). 

^Haeh  (13)  sind  also: 

....                   «j 

fl5)              r  =  y2  (6  -  a  sin ii),         g:  =  —  +  c        (a,  6,  c  =  Const) 

et 

die  GleicboDgen  der  gesuchten  Abbildung.^ 

Sie  enthalten  drei  willkfirliche  Constanten  a,  6,  c.  Offenbar  können  wir 
durch  Drehung  des  Anfangsstrahles  der  Polarcoordinaten  erreichen,  dass  der 
Knllmeridian  (p  =  0)  gerade  als  der  Strahl  (<)n  »  0)  abgebildet  wird.   Wir  dürfen 

älao  in  (15)  ohne  weiteres  0  ■■  0  annehmen.     Die  Pole  [ti  =  ±  -  j  der  Kugel 

liilden  sich  als  die  Kreise  mit  den  Radien: 


y2  {h  T  a) 

mb,  arten  also  in  der  Figur  aus.    Der  Nordpol  Im«  ^-|    thut    dies   nur   dann 

nicht,    wenn   6  =  a   ist      Bei    dieser  besonderen    Annahme   können   wir    die 
Formeln  (15)  so  schreiben:' 


(16) 


Ffir  a  =  1  und  a  ^  2  stellen  die  Figuren  12  und  13  auf  S.  48  die  Karten  dar. 

Jetzt  wollen  wir  die  flftehentreuen  Bilder  suchen,  auf  denen  die 

Breitenkreise  als  parallele  Geraden  erscheinen.'   Dabei  benutzen  wir 

»at&rlich  gewöhnliche  Punktcoordinaten  ;,  ^,  sodass  die  Formeln  (10)  und  (11) 

anzuwenden   sind.     Wir  verlangen,   dass  jedem  Breitenkreis  {u)  eine  Gerade 

^  «B  Const.  entspreche.    Mithin  muss  V  eine  Function  von  u  allein  sein,  sodass 

nu  (11)  folgt: 

d  0        cos  u 

I>a  reehts  nur  u  auftritt,  so  folgern  wir  weiter: 

^.      f  cosu  .      ,  - 
^=  V^tö      ^^"'^* 

Dabei  bedeutet  cu  eine  beliebige  Function  von  u.    Also  haben  wir: 

r  cosu 


(17) 


1  = 


^'(u) 


+  (0(tt),       l)=   ^{it) 


^  Sie  rfihrt  her  von  Albers  in  der  Monatl.  Korrespondenz  für  Erd-  und 
Himmelflkmide  Bd.  XI  und  XII,  1805. 

*  Diesen  Specialfall  von  Albers  Methode  hat  schon  Lambert  1772  (vgl. 
die  Anm.  S.  48). 

•  Ein   Specialfall  hiervon  ist  die  auf  S.  45  gefundene  SANsoN'sche  Ab- 
bildung. 


Erster  Abschnitt:    Das  Bogenelement  der  Fläche. 


■la  Qleichimgeii  aller  Abbildimgen  der  gesuchten  Art     Auch  di«  FonctiOD   V   | 
von  u  kann  irgend  wie  gewählt  Verden. 

Wir  wollen  inabeeondere  noch  verlangen,  dass  die  Heridiajie  als  Qersden 
doTch  einen  Pnnkt  —  daa  Uild  des  Nordpols  —  erscheinen.     Wir  denken  uns 


die  1)-Aie  durch  diefien  Bildpiinkt  gelegt,  sodoKs  i  =  0,  \j  ^  b  die  Coordinatut 
dea  Polbildea  aind,  Jeder  Meridian  (r)  aoU  ala  eine  Gerade  j:(t)  —  6)  —  CoiHt. 
abgebildet  werden,  d.  h.  dies  Verhältnis  aull  eine  Function  V  von  C  allem  aeiii, 
woraus  noch  (17)  folgt: 


Da  die  linke  Seite  linear  in 


iat,  ao  gilt  dasselbe  von  V: 

r  +  c      (II,  c  =  Conat). 
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Jetzt  muss  einzeln  sein: 

-^,-  =  a(V-6),      ^  =  e{W-b), 

und  die  hierin  anftretenden  Functionen  W  und  o)  h&ngen  nnr  von  u  ab.    Die 
erste  Formel  giebt: 

cos«-  aCV'-  b)  W 

oder  integriert: 


sin«  +  Const.  -  ^{^ -  b)* 


oder: 


«*«      >       -m  /  2  sin  tt       ,         ^      ^ , 

V  =  ft  ±  1/  o  +  — :: —      (o  -  Const.), 


,     _  ,  2  sin  tt 

6)  =  ±  Cl/    ff    + 


a 
w&rend  die  zweite  Formel  nun  liefert: 

/ 

Nach  (17)  kommt  somit: 

.   /        .     M  /  2  sin  tt  r  .  -.  /      .    2  8intt 

J  =  ±{av  +  c)y  a  +        ^      ,         l)«6±l/  a  +  — ^— . 

Weil  (;  »  0,   t)  =  6)  das  Bild  des  Nordpols  im  »  -^]  sein  soll, 

2 
a  SS sein.    Natürlich  können  wir  annehmen,  dass  die  ;-Aze  gerade  das 

Bild  des  Äquators  (m  »  0),  also  b  ±  Yä^  0  sei.    Ist  6,  wie  wir  ofifonbar  ohne 

Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  voraussetzen  dürfen,  positiv  gewählt,   so 

werden  wir  daher  bei  der  Quadratwurzel  das  Minuszeichen  benutzen  und  ausser- 

2  2 

dem  oc  =3  6'  setzen.    Dann  ist  a  => =  — r^ ,    Ausserdem   darf   angenom- 

men  werden,  dass  die  t)-Axe  gerade  der  Nullmeridian  (v  »  0),  daher  0  =>  0  sei. 
Mithin  kommt: 


so  muBS 


j  =  -^  t7  |/l  —  sin  M ,  l)  =  6  (1  —  yi  —  sin  tt) 


oder  auch: 

(18) 


Die  Constante  6  kann  irgendwie  gewählt  werden.  Deshalb  können  wir  es  so 
einrichten,  dass  die  Meridiane  I  r  =>  =t  -^]  als  Greraden  erscheinen,  die  mit  der 
l)-Axe  Winkel  von  45°  bilden.  Dies  tritt  nämlich  ein,  wenn  sich  j  für  tt  =  0, 
p  =■  ±  —  auf  ±  b  reduciert,  d.  h.  für  6  =  Yn,    Dann  ist: 

SCHBFFBRS,  Geom.  Diffir.    II.  4 
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Dies 

KArtenbild 

Gerade  i|  =  -  J/71  (Vs  -  l)  vereerrt,   nnd 
die  ganze   KugelflSche    wird   auf  das    In- 
nere eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ab- 
gebildet,  dessen  Grundseite  diese  Gerade 
in    der    Länge    \\in     und    deasen    Höbe 

m 

gleich  1/2^  ist. 

^^^M 

V 

Die  Formeln  (1")  führen  zu  einer  an- 

^^^^m 

.,>v 

^H    ' 

'■*'; 

s  \ 

versuchen,  die  Functionen  V  und  oi  von  u 

.    v\^ 

\.                                   so  Ell  wählen,   doss   die   Mendiane   aJa  E1- 

^^^B 

■~sV 

A                                lipaen    erscheinen,    die    eine   Aie  mit   dpn 

^^^H 

'   ■    S 

\;  ^                              Endpunklen  (j  =  0,  l)  —  ±  6)  gemein  habeu. 

^^^^V 

■   \s 

*^  \  i                           Diese  gemeinsame  Aie  hat  dann  die  Länge 

^^^^^ 

,     -^S 

<x\                         26,     wahrend    die    andere    Axe    ftir  jeden 

■ 

,  N^ 

>  X  ^                     Meridian  (f)   eine   besondere   Länge   haben 

kiL 

J 

■■  ^^^                   ^'aA.    Die  Länge  der  zweiten,  in  der  f-Aie 

1B(^ 

^K^^k                 gelegenen     EUipsenaie     ist     demnach     als 

-Hb 

■!fp 

:  ^  nm^     «°^^» 

3 

£ 

^■^^^k               fi +  -"!-  =  ! 

'. " 

J 

pSäN|f       das  Bild   des  Meridians  (r)  ist     Es  &agt 

-  -' 

■ 

wj^^Km           »ch  also,  ob  wir  in  (17)  die  Panctionen  V 

^^^^ 

-  jM 

Sfl^^^F             und  u   von  u  so  wählen  können,    dass  ; 

^^^^L 

-^R 

^^H^              und  1)  bei  geeigneter  Wahl  der  Fanction  V 

^^^H 

-|W 

S^H^                von  V   die  letzte  Gleichung  erfüllen.     Da 

^^H 

-■;* 

^ 

■Hv                    die  letzte  Gleichung  giebt: 

■ 

\'' 

'>i 

W           m         i-lyr--^'. 

■ 

'''K 

:'/, 

'4 

f                            »  „l..g,.  wi,  ...h  (.7): 

^w  *"<"'= -^^'"- *•'"'■ 

■ 

'm 

Zuerst   aeigt  sich,   daas  V  linear  in  r  sein 

■ 

W 

V  =  av  +  e        (n,  e  =  Const,). 

■ 

7 

Alsdann  kommt  einzeln: 

F  _ 

y 

Ät-I-V».-»",    „.-l-yi-r^, 

F 

'  Zuerst  angegeben  von  Colliqnon,   „Eecherclies   Bur  la  repriiseii-     | 

n  plane  d 

e  la  aurface  du  globe  terrestre",  Journ.  de  TEcoie  polyL      1 

L: 

24.  1866. 

_                 J 

^H 

rf 
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und  die  hierin  auftretenden  Functionen  ^  und  cu  hflngen  nur  von  u  ab.    Die 
erste  Gleichung  kann  so  geschrieben  werden: 


a 


0 

und  giebt  integriert: 

(21)  sini*  +  Const  =*  ^  '^  V6«  -  ^*  +  -?^  arc  sin  -|^ . 

Dies  ist  eine  Bedingung  f&r  die  Function  W  von  u,  während  alsdann  die 
Gleichung 

(22)  0,  = -^  y 6«  -  if^« 

o 

noch  die  Function  (o  von  u  ergiebt 

Die  Bedingung  (21)  für  W  vereinfacht  sich  noch  durch  einige  besondere 
Festsetzungen :  Ohne  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu  beschränken,  dürfen 
wir  annehmen,  dass  sich  insbesondere  der  Nullmeridian  (r  =  0)  als  die  ^-Axe 
abbilde,  also  ^  —  0  sei  für  v  «■  0,  d.  h.  nach  (17)  auch  a  »  0  oder  also  0^0. 

Femer  seien  die  Bilder  der  Meridiane  (r  =■  ±  —  j  Kreisbögen,  also  F'=  ±  6  für 

V  «  ±  — .    Da  V  =:  av  ist,  sei  also  a  =  2b:n,     Der  Äquator  (t*  =  0)   habe 

gerade  die  ;-Axe  zum  Bilde,  was  eintritt,  wenn  ^  oder  V'  für  ti  »  0  ver- 
schwindet, wenn  also  die  willkürliche  Constante  in  (21)  gleich  Null  gewählt 
wird.    Endlich  seien  die  gemeinsamen  Scheitel  Or  »  0,   ^  =  ±  6)  der  EUlipsen 

die  Bilder  der  Pole  lu=  ±  -ä)'  ^*®8  ^^  <^®'  F*^^>  wenn  '^  für  «  =  ±  —  gleich 
±  6,  also  6  »  }/¥  ist    Jet2t  haben  wir  statt  (21)  und  (22): 


^ 


n 


i-  »^1/2  -  ^^  +  arcsin-^  -  ^sin«,      w  -  0 
2  |/^2         2 


und  statt  (17)  wegen  (20): 

2 


71 

Die  Formeln  werden  etwas  bequemer,  wenn  wir  vermöge: 

l)  ^ 

— ^  =»  -— r  =  sin  g>  (u) 

yY    }/2 

statt  ^  eine  neue  Function  g>  von  u  einführen.    Denn  jetzt  haben  wir: 

I  2 1/2 

j  =  — - —  9  cos  9  , 

(23)  -J  ^  2<jp  +  sin  2<y)  B  n  sin «. 

I      t)  »  y  2  sin(]p. 

Die  Gleichung  rechts  zur  Bestimmung  der  Function  g>  (u)  ist  transcendent, 
doch  lässt  sich  für  jeden  Wert  von  u  der  zugehörige  Wert  von  <jp  durch  An- 
näherung ohne  Mühe  mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen.  Bei  dieser  in 
Fig.  15,  S.  52,  dargestellten  Abbildung  ist  die  ganze  Kugelfläche  flächentreu  auf 
das  Innere  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  21/2  und  y  2  ausgebreitet.^ 

'  Zuerst  angegeben  von  Mollweidb  in  der  Monatl.  Correspondenz  für 
Erd-  und  Himmelskunde  Bd.  XII,  1805. 

4* 


Erster  Ähsehnitt:    Das  BogtHfhmf.nt  der  Fläthe. 


Schlieselicb  kommen  wir  zu 

fUchentreuen  Abbildung  d 
als  conccDtrivchc  Kreisi.'  erscliei 


iu  der  Praxis  am  meisten  gebratteh 
Kugel:  Die  Breitenkreise  sollen  in  der  Art 

,   dass   sich   die   Radien   der   Bilder  zi 


Breitenkreise  gerade  um  den  wi 
echeiden.  Da  it  der  Bpliäriaclie 
soll  der  Radius  r  seines  Bildes 


hren  sphärischen  Abst&nd  beider  Kreise  tintft^   ■ 

Ahataud   des  Kreises  (u)  vom  Äquator  ist. 


Wir  verwendea  natürlich  Polarcoordinaten  r,  i(,  i 
jener  coneeutrischen  Kreise  ist.  und  gehen  dabei 
zurück.     Da  jetzt  Ä  «  (t  -  h  ist,  so  giebt  (14) 


eren  Ursprung  der  Mittelpunkt 
auf  die  Formeln  (IS)  and  (!<}  1 


^    3     —    -      --      + 


Hier  ist  u  eine  beliebige  FuDction  von 

(p  =>  0)  als  die  Gerade  (<p  »  0)  abbilden,  s 


(26) 


Soll  sich  I 


mn   der  NaUmori^B 
setzen,  also: 


Dieee  Abbildung '  varüe; 
als  die  Punkte  (r  =  ci  t 
Curven.    iiie  icbneidea. 


noch  mit  der  Conetauten  u.  Die  Pole  bilden  meb 
-,  ?■  =  0)  ab,  und  die  Meridiane  werden  transceudentO 
ie  man  leicht  sieht,  anf  den  Breitenkreisen  audi  ii 


Bilde  die  wahren  Lfingen  ab.     Im  Fall  n  '-  [ 


I  IS.  Ja 


Methode   wurde   auerst   von  Bohne   in  der  zweiten  H&lfte  de« 

18.  Jahrhunderts  angewandt,   weshalb   sie   nach  ihm  benannt  worden  ist.     FOr 

Jahrhundert  wurden  die  Länderkarten  iu  den  Allanlen  fast   ausachtiewlieh 

nach  dieser  Methode  entworfen. 


Flädtentreue  Abbildung  der  BolationsfläDhBn, 


erscheiDt  der  Nordpol  als  Mittelpunkt  iler  ( 
Fig.  16. ' 


intriBchen  BreitenkreUe.    Stehe 


I  Hiermit  wollen   wir  diese   sehi'  beBchränkte  Auswahl   aua 

flächen  treuen  Abbildungen  der  Kugel  abechliessen.  Nach  unseri 
örterungen  (auf  S.  ii)  erfordert  die  Aufstellung  aller  SBchentj 
HUT  EltmiuaüoQea  und  keine  Integrationen.* 


Fig.  16. 


der  Zahl  aller 
n  früheren  Er- 
eueü   Entwürfe 


( 


'  Dies  ist  der  erste  fl&chenireoe  Karten entwurf,  der  überhaupt  angegeben 

~  '  '     ~        Vorschlage  von  Stab  auBgerührt  von  Wesnrr, 

in  [irinium  librum  geogr.  Cl.  Ptolbmabi; 

inie  terr.  orbis  descriptionibue",  Nüm- 

Entwerfen   der  Gradnetze  verweisen   wir  auf 


nprojei 


I 

l 


worden  ist    Er  wnrde  nach  di 
„Annotationes  Joak.  Veshebi 
libelluB  de  qnataor  alü»  pl 
berg  laU. 

'  Besüglich  der  Lehre  vuir 
die  Bücher; 

Hekz,  „Lehrbuch  der  Landka: 

TiBÄOT,  j.Die  Netzentwürfe  geo 
von  Hamueb,  Stuttgart  1967. 

ZfipraiTz,   „Leitfaden   der   Kartenei 
bearb.  von  Blddau,  Leipzig  1833. 

Femer  erwähnen  wir,  dasa  Gbav£  IS96 
erwähnten   Arbeit   die   Aufgabe   gelöst  hat,  i 

Igen  der  Kugel  auf  die  Ebene  zu  heHtimmen, 
Breitenkreise  sämtlich  wieder  als  Kreise  ersclieinei 

Über  ni cht- flficbeu treue  Gradnetzentwürfe,  die 
Schäften  haben,  sprechen  wir  später. 


urfslehre",   1.  Teil,  2.  Aufl. 

leiner  auf  B.  121  des  I.  Bandes 
diejenigen  flSchentreuen  Ab- 
I,  bei  denen  die  Meridiane  und 

tidere  ausgezeichnete  Eigen- 
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§  7.    Isothermen  auf  einer  Fiäche. 

Eis  liege  irgend  eine  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor: 

(1)  x=^q)  (m,  v)j       y  =  / (m,  v),       z  =^  ^p[u,  v), 

und  das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  sei: 

(2)  ds^  =^  £du^  +  2Fdudv  +  Gdv^. 

In  Bezug  auf  das  System  der  Parameterlinien  {ü),  (v)  können  wir 
ähnliche  Betrachtungen  wie  in  der  Ebene,  im  1.  Bd.  §  17  des  ersten 
Abschnittes,  anstellen:  Wollen  wir  dem  Parameter  u  eine  Reihe  von 
Werten  geben,  von  denen  jeder  folgende  unendlich  wenig  vom  vor- 
hergehenden abweicht,  so  geschieht  dies  dadurch,  dass  wir  den  Zu- 
wachs du  des  Parameters  u  gleich  einer  Function  von  ti,  multi- 
pliciert  mit  einer  unendlich  kleinen  Grösse  e,  setzen: 

(3)  du  =  a{u)B. 

Lassen  wir  auch  den  Parameter  v  gesetzmässig  immer  um  unendlich 
wenig  wachsen: 

(4)  dv^ßiv)e, 

so  wird  hierdurch  ein  unendlich  dichtes  Netz  von  Parameterlinien 
bestimmt.  Die  Diagonalcurven  des  Netzes  sind  die  Linien,  auf 
denen  u  und  v  gleichzeitig  um  ±  a{u)e  und  ±  ß(v)€  wachsen,  längs 
deren  also  entweder: 

du  dv 


oder: 


a(u)         ßiv) 


=  0 


du  dv    __  ^ 


ist     Integrieren  wir  diese  Gleichungen: 

SO   erhalten   wir   die   Diagonalcurven,    ausgedrückt   durch    endliche 
Gleichungen  zwischen  u  und  v  (vgl.  I  S.  114). 

Längs  einer  Diagonalcurve  ist  eine  der  beiden  Grössen: 

(6)  U=^J  -^^^^^  - J  ^^^^  ,       r  =  J  ^^ Jly  +  J  -^J^ 

constant,  und  vermöge  der  Gleichungen  (G)  können  wir  umgekehrt 
u  und  V  als  Functionen  von  U  und  /'  definieren.     (Vgl.  I  S.  115.) 
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Führen  wir  diese  Functionen  in  die  Gleichungen  (l)  ein,  so  werden 
X,  y,  z  ebenfalls  Functionen  von  U  und  F,  Wir  kommen  somit  zu 
einer  neuen  Parameterdarstellung  unserer  Fläche.  Die  neuen  Para- 
meterlinien {U)  und  {F)  sind  die  Diagonalcurven  (5)  des  durch  (3) 
und  (4)  definierten  Netzes  der  alten  Parameterlinien  (u)  und  (v). 

Nach  Satz  13,  S.  34,  schneiden  die  Parameterlinien  (u)  und  (v) 
einander  senkrecht,  wenn 

du    dv         du    dv         du    dv 

ist  Dementsprechend  schneiden  die  Diagonalcurven  (U)  und  {F) 
einander  senkrecht,  wenn 

/«x  d_x^   dx^        d_y_   djf^        dx_   dx  _  ^ 

^^  du  dV'^  du  dV  '^  du  dV  "^ 

ist     Wie  in  I  S.  116  finden  wir  aus  den  Formeln: 

dx^-g^du  +  -^dv=^^dU+^dF 

u.  s.  w.  und  aus  (6): 

005        1  (     dx       Q  dx\  dx        1  /     öa?        p  dx\ 

dü^iK'Fu^P'di]'        dV^2['^Ji  +  PTi)' 

sowie  die  entsprechenden  Formeln  in  y  und  z  statt  x.  Die  Be- 
dingung (7)  kann  daher  so  geschrieben  werden: 

oder  nach  (7),  S.  15,  so: 

(8)  a^E^ß^G^O     oder:     E:G=^-^i-^. 

Ist  sie  erfüllt,  so  schneiden  die  Diagonalcurven  des  Netzes  der 
Parameterlinien  (m)  und  (t?)  einander  senkrecht;  mit  anderen  Worten: 
Das  Netz  besteht  dann  aus  unendlich  kleinen  Rhomben  (vgLI  S.  115). 
Daher: 

Satz  22:  Damit  sich  die  Parameterlinien  (u)  und  (v) 
einer  Fläche  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz  von 
unendlich  kleinen  Rhomben  bilden,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  das  Verhältnis  der  beiden  Fundamental- 
grössen  E  und  G  gleich  dem  Verhältnis  aus  einer  Function 
von  u  allein  zu  einer  Function  von  v  allein  sei. 

Wenn  ausserdem  F  =^  ist,  so  schneiden  auch  die  Parameter- 
linien (u)  und  (i;)  einander  senkrecht;  die  Rhomben  sind  dann 
Quadrate  (vgl.  I  S.  117),  sodass  wir  sagen  können: 
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Satz  23:  Damit  sich  die  Parameterlinien  {u)  und  {v) 
einer  Fläche  so  anordnen  lassen,  dass  sie  ein  Netz  von 
unendlich  kleinen  Quadraten  bilden,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Fundamentalgrössen  Ej  Fy  G  Be- 
dingungen von  der  Form 

erfüllen.     Hierin   bedeutet  a  eine   Function   von   u   allein 
und  ß  eine  Function  von  v  allein: 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  natürlich  der  Fall 
a  =  ß  =i  0  ausgeschlossen  sein  soll. 

Ein  Netz  von  Parameterlinien,  das  aus  unendlich  kleinen  Qua- 
draten besteht,  heisst  wie  in  der  Ebene  ein  Isothermennet2 
(vgl  I  S.  118).^  Der  Satz  23  giebt  also  die  Bedingungen  für  ein 
Isothermennetz  auf  der  Fläche  an. 

Sind  die  Bedingungen  des  Satzes  erfüllt,  so  haben  E,  F,  G 
die  Form: 

wobei  A  irgend  eine  Function  von  n  und  v  sein   kann.    Das  Qua- 
drat (2)  des  Bogenelementes  ds  der  Fläche  hat  daher  jetzt  die  Form: 


(10)  ds^  =  Xi{u,v) 


du*  dv* 

«« (w)    ■*■  "^  (v) 


Es  liegt  nunmehr  nahe,  neue  Parameter  einzuführen ,  ohne 
aber  dabei  neue  Parameterlinien  zu  schaffen  (vgl.  S.  10),  nämlich 
dadurch,  dass  wir  (wie  in  I  S.  125)  setzen: 

und  nun  ü  und  v  als  Parameter  benutzen,  ü  hängt  nur  von  ti,  f 
nur  von  v  ab.  Umgekehrt  können  wir  uns  vorstellen,  dass  u  als 
Function  von  ü  und  v  als  Function  von  v  njich  Ausführung  der 
Quadraturen  (11)  berechnet  seien.  Wenn  wir  diese  Functionen  in 
die  Gleichungen  (1)  der  Fläche  einführen,  so  werden  ar,  y,  z  Func- 
tionen der  neuen  Parameter  ?/,  v.  Aber  die  alten  Parameterlinien 
u  =  Const.  und  v  =  Const.  sind  identisch  mit  den  neuen:  ü  =  Const 
und  ??  =  Const  Auch  in  die  Function  )^[uyv)  denken  wir  uns  die 
Werte  von  u  und  r,  ausgedrückt  durch  ü  und  t-,  eingesetzt,  wodurch 

^  Geschichtliche  Hinweise  siehe  in  der  Anmerkung  zu  I  S.  124. 
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eine  Function  ii  (ü,  I?)  hervorgeht.  Das  Quadrat  des  Bogenelementes 
hat  nun  nach  (10)  die  Form: 

(12)  ds^  =  n{ü,  d)  {dü^  +  dv^. 

(Vgl.  (8)  in  I  S.  126.)     Also: 

Satz  24:  Wenn  sich  aus  den  Parameterlinien  {ü)  und  (v) 
einer  Fläche  ein  Isothermennetz  bilden  lässt,  kann  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  dadurch,  dass  geeignete  Func- 
tionen ü  und  V  von  u  bez.  v  allein  als  neue  Parameter  ein- 
geführt werden,  auf  die  Form  gebracht  werden: 

ds^  =  ii{ü,  f?)  [dü^  +  </!?*) . 

Die  Fundamentalgrössen  haben  jetzt  für  die  neue  Parameter- 
darstellung der  Fläche  die  Werte: 

E^n,        /'=0,         ö=ß, 

sodass  E  =  0,  P=  0  ist.  — 

Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  auf  der  Fläche  (1)  irgend 
zwei  von  einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  v  als  neue 
Parameter  ü,  v  eingeführt,  und  dabei  habe  sich  ergeben,  dass  die 
Fundamentalgrössen  E,  E,  Q  für  die  neue  Parameterdarstellung  die 
Eigenschaften  haben: 

(13)  J?=Ö,        E=^0. 

Wir  fragen  uns,  was  wir  hieraus  schliessen  können.  Wegen  E  =  0 
durchschneiden  die  neuen  Parameterlinien  {ü)  und  {p)  einander  senk- 
recht —  nach  Satz  13,  S.  34.  Wenn  wir  femer  die  Parameterlinien 
(ü)  und  (I?)  so  anordnen,  dass  ü  bez.  {^  von  Curve  zu  Curve  um 

du  =rz  B     bez.     dd  =  c 

wächst,  wobei  e  ein  und  dieselbe  unendlich  kleine  Grösse  bedeute, 

so  sind,  da  jetzt  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  der  Gleichungen 

(3)  und  (4)  treten,  mithin  für  cc  und  ß  Eins  zu  setzen  ist,  nach  (5) 

die  Curven: 

f?  ip  f  =  Const 

die  Diagonalcurven.  Statt  (6)  haben  wir  also  jetzt  flir  ü  und  F 
die  Werte  a  —  d  und  ii  +  f.  Nun  war  (8)  nur  eine  andere  Form 
von  (7),  d.  h.  von  der  Bedingung  flir  die  Orthogonalität  der  Diagonal- 
curven, und  sie  hat  jetzt  die  Gestalt 

Die  erste  Gleichung  (13)  sagt  also  aus,  dass  die  Diagonalcurven 
einander  senkrecht  schneiden.     Mithin  haben  wir  in  (13)  auch  die 
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notwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  die  Curven  (ü)  und  (f>)  ein 
Isothennensystem  bilden.     Also: 

Satz  25:  Dafür,  dass  sich  die  Parameterlinien  (ü)  und 
(p)  einer  Fläche  zu  einem  Isothermennetz  anordnen  lassen, 
in  dem  ü  bez.  D  von  Curve  zu  Curve  um  dieselbe  unendlich 
kleine  Grösse  wächst,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass 
die  zugehörigen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E, 
Pj  0  die  Bedingungen 

erfüllen. 

Solche  Parameter  ü  und  ^  heissen  wie  in  der  Ebene  (vgl.  I 
S.  127)  thermische  Parameter.  Der  dortige  Satz  77,  I  S.  128, 
lässt  sich  hier  ebenfalls  beweisen,  sodass  also: 

11  =:  ^  aü  +  Const ,     V  =  ±  av  +  Const 


(14) 


und  [  (ar=  Const) 

71  =  ±  av  +* Const,     r  =  ±  aß  +  Const 


die  allgemeinsten  thermischen  Parameterpaare  sind,  die  zu  dem- 
selben Isothermennetz  wie  die  thermischen  Parameter  ü  und  ^  ge- 
hören.   Dabei  können  die  Vorzeichen  beliebig  gewählt  werden. 

Hat  man  von  einer  analytisch  definierten  Fläche,  auf  der  man 
thermische  Parameter  ü  und  d  kennt,  ein  Modell  hergestellt  und 
will  man  auf  dem  Modell  das  zugehörige  Isothermennetz  veran- 
schaulichen, so  wird  man  natürlich  ein  Netz  mit  Maschen  von  end- 
licher Seitenlänge  einzeichnen,  so  wie  wir  dies  in  der  Ebene  in 
den  Figuren  81  bis  34,  I  S.  128  bis  184,  gethan  haben.  (Man  ver- 
gleiche die  damaligen  Anmerkungen  zu  den  Figuren.)  Dies  geschieht, 
indem  man  die  Curven  {u)  bez.  (v)  so  auf  einander  folgen  lässt,  dass 
ihr  thermischer  Parameter  ü  bez.  t?  von  Curve  zu  Curve  um  die- 
selbe endliche  Grösse  m  zunimmt,  also  arithmetisch  wächst  Dann 
erhält  man  ein  Netz  von  Maschen,  die  man  als  endliche,  aber 
krummlinige  Quadrate  bezeichnen  könnte.  Die  Diagonalcurven 
des  wirklichen,  unendlich  dichten  Isothermeunetzes  sind 
auch  bei  diesem  Netz  von  endlichen  Maschen  Diagonal- 
curven. 

1.  Beispiel:     Auf  der  Rotationsfläche: 

(15)  a;  =  p  (ti)  cos  r ,        y  =  p(i*)8inr,        *  =  ^(m), 

wo  u  die  Bogenlänge  der  Meridiane  bedeutet  (siehe  (2),  S.  41 ),  ist: 

(16)  (l  8*  =  (/  w«  +  p«  (m)  (l  r« . 
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Führen  wir 

J  pM 

als  neue  Parameter  ein,  so  ist: 

OM  =  — 7-r-,        d^  =  av, 

pM 

und  also  kommt  statt  (16): 

(18)  ds^^p*  (w)  (d  M«  ■»-  d  ^•) . 

Natürlich  kann  hier  p*  (u)  als  Function  Si  (Ü)  von  u  infolge  der  ersten  Glei- 
chung (17)  aufgefasst  werden.    Wir  haben  jetzt  die  Fandamentalgrössen: 

^  =  Ö  =  i2(tt)  -  p«(tt) ,        ^  =1  0 . 

Jetzt  sind  ü  und  ^  thermische  Parameter.  Da  die  Curven  (ü)  und  (ff) 
nach  (17)  die  alten  Parameterlinien  {u)  und  (v)  sind,  so  folgt:  Wir  können 
die  Breitenkreise  und  Meridiane  einer  Rotationsfläche  stets  so 
anordnen,  dass  sie  die  Fläche  in  unendlich  kleine  Quadrate  zer- 
legen. Von  Curve  zu  Curve  wächst  ü  bez.  9  dabei  um  dieselbe  unendlich 
kleine  Grösse  6.  Da  v  den  Winkel  der  Ebene  des  Meridians  (9)  mit  der  des 
Meridians  (f  »  0)  bedeutet,  so  müssen  wir  also  alle  Meridianschnitte  herstellen, 
die  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  e  mit  einander  bilden.  Da  femer  p  (u) 
gleich  dem  Badius  des  Breitenkreises  (u)  und  u  die  Bogenlänge  auf  dem 
Meridian  ist,  so  folgt  femer  aus 

.  _        du 
e  ^  au  =      .  .  , 
P(w) 

dass  man  einen  Meridian  so  einzuteilen  hat,  dass  das  Verhältnis  aus  dem  un- 
endlich  kleinen   Bogenstück    dividiert   durch   den    zugehörigen    Breitenradius 
gleich  8  ist,  und  alsdann  durch  die  Teilpunkte  die  Breitenkreise  ziehen  muss. 
Z.  B.  auf  der  Kugel  (vgl.  S.  48) 

X  =  cos  u  cos  F ,      y  ^  cos  u  sin  t^ ,      x  ^  sinu 
ist  p  (u)  =  cos  u,  sodass  nach  (17): 

(19)  5  =  log  tg  f -^  +  -|-j  ,        f  =  r 

thermische  Parameter  sind.  Dabei  ist  u  die  geographische  Breite,  v  die 
geographische  Länge.  Die  Seite  des  unendlich  kleinen  Quadrates  an  der 
Stelle  {äj  d)  hat  nach  (18)  die  Länge  p{u)dü  oder  p{u)e,  ist  also  propor- 
tional dem  Badius  des  Breitenkreises,  insbesondere  bei  der  Kugel  proportional 
dem  Cosinus  der  geographischen  Breite.  Nach  den  Polen  zu  werden  also  die 
Maschen  des  Netzes  immer  kleiner.  In  den  Polen  selbst  artet  das  Isothermen- 
netz aus,  indem  dort  die  Quadratseite  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung 
als  e  wird. 

2.  Beispiel;  Im  1.  Band,  auf  S.  157,  sprachen  wir  in  Satz  8  von  einer 
stetigen  Schraubung.  Unterwerfen  wir  eine  Curve  einer  stetigen  Schraubung,  so 
beschreibt  sie  eine  Seh  rauben  fläche.  Insbesondere  betrachten  wir  folgenden 
Fall:  Die  x-Axe  sei  die  Axe  der  Schraubung,  und  die  Schraubung  werde  auf 
diejenige  Gerade  ausgeübt,  die  zuerst  in  der  o^Axe  liegt.  Alle  Punkte  dieser 
Geraden  beschreiben  gemeine  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe  um  die 
^-Axe.     Nach  den  Formeln  (8)  auf  der  genannten  Seite  wird  derjenige  Punkt 


^)  E^'*^r  .! ',*?»/».* ~;    IßH  E'.*:*'t*^^t^^^n^  -ifr  Flädki. 


der  Dr»av:iik»I  j«»  W^ri  r  «rebcs.r  bax.  si  ioi  Ponks 

ah^Tfgtg:kn^'in  Mizu  d*»n  j<=at  Lsc  r  ioreh  ••  ixad  <f  dsrck  r  wa  ttwetnn  Die 
f>roM«  2.T7  ux  iüi  H'>ii«  ein*»«  ScimaiKiiam^siges  und  q  eine  Coostintei 
W»ini  wir  nun  in-iO-  «ien  GrydMsi  <«  Tin>i  r  TvIIige  VecinderiicIikeiK  xuthieibqi. 
so  hräac  4:*a.  du«  wir  alle  Ponkte  'ier  TenduaBbcen  Geraden  in  allen 
Ticaiiien  der  sTetzj^en  S>?braabaxi^  beoraehcen  w>>llen.  Mit  anderen  Worten: 
LKe  Gleiehnngen  20  «teilen  zsiccelj  zreier  Parameter  «  and  r  die  FUdie 
dar.  die  jene  Gerade  beeciireibt.  TKrM  FJ&che.  die  offenbar  onendlieh  fiele 
Gera.irm  «nthüt.  die  die  Schraobesaxe  fenkxecht  schneiden,  and  also  eine 
sreradlinige  Fliehe  irzl.  I  S.  äTO  ift.  heissi  eine  gemeine  Schrauben- 
fliehe,     fia  bei  ihr 

äz  ^  C05  r  d  II  —  u  »n  r  'j  r  .       «i y  =  sin  r  rf  «  +  11  coa  r  d  r , 

dt  =  qd  r 

!••-  >to  ist  daa  Qriadrat  ihres  B'jgenelemente«: 

21.  </**  =  rftt- -r.y*  +  g'idr*. 

mithin: 

bu4  /'  «  0  iitt,  sagt  nach  Satd  13.  S.  34.  an«,  daas  die  Parameterlinien  >)  und 
>■  einander  fenkrecht  achneiden.  Die  Linien  lu)  sind  die  Corven,  die  von  den 
^Atixf.lu^n  Punkten  der  nrsprüDgiich  in  der  x-Axe  gelegenen  Geraden  beschrieben 
«erden,  d.  h.  es  sind  gemeine  Schraubenlinien  mit  gleicher  Ganghöhe  2119 
nm  die  x-Axe.  liie  Linien  in  sind  die  durch  die  Schraubung  ans  der  nrsprfing- 
ii'^hen  ^;eraden  her\'orgehenden  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fliehe.  (Sidie 
Ir'iy:.  17.  S.  fßli.     Wenn  wir  setzen: 

^^  "  I    .     •  =  log  0/  -f  ]  */•  +"?•),      ?  =  r, 

V/  r.irriint  das  Quadrat  des  Bo^enelementes  nach  (21)  die  Form  an: 

Alv,  Bind  «  und  r  th«:nni8che  Parameter.  Die  gemeinen  Schraubenlinien  (m) 
und  di«?  t(«:radlinigen  Erzeugenden(r)  der  gemeinen  SchranbenfUche 
bild«Mj  also  ein  Isothermen  System.  Um  das  Isothermennetz  zu  erhalten, 
withleii  wir  alle  diejeni^ren  Geraden  rrj  oder  {?)  auf  der  Fliehe  aus,  die  jedes- 
mal durr-h  die  .Schraubung  mit  dem  unendlich  kleinen  Winkel  dP  =  e  aus 
#!iiiandirr  li'irvorgehen.  Femer  wählen  wir  auf  der  x-Axe  diejenigen  Punkte, 
d#:r«rn  Ahscisw-n  // jedesmal  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dw  wachsen,  für  die 

,  _  //  // 

alifo 

ist.     Si«?  liiischreiben  bei  der  stetigen  Schraubung  die  zweite  Curvenschar  dei 
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Netzes.  Man  sieht,  dass  die  Maschen  des  Netzes  dicht  an  der  Schraubenaze 
die  Seitenlänge  eq  haben  und  dass  die  Seitenlänge  um  so  grösser  wird,  je 
grösser  die  Entfernung  u  von  der  Axe  wird.    In  die  folgende  Figur  ist  ein  Netz 


Fig.  17. 

von  endlicher  Maschengrösse  eingezeichnet  worden,  bei  dem  die  thermischen 
Parameter  ü  und  9  arithmetisch  wachsen. 


§  8.   Bestimmung  der  Isothermennetze  auf  einer  FIftche. 

Liegt  eine  Fläche  vor^  die  analytisch  mittels  zweier  Parameter 
u  und  V  ausgedrückt  ist  und  deren  Bogenelement- Quadrat  die 
Form  hat: 


(1) 


rf*"  =  Edu'  +  2Fdudv  +  Gdv^, 


SO  soll  jetzt  die  Frage  beantwortet  werden,  wie  man  die  Isothermen- 
netze der  Fläche  findet,  wenn  überhaupt  welche  vorhanden  sind. 
Wenn  ü  und  i;  thermische  Parameter  sein  sollen,  so  müssen  u  und 
V  gewisse  uns  allerdings  noch  unbekannte  Functionen  von  ü  und  9 
sein,  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  durch  Einführung  der 


62  Erster  Abschnitt:   Das  Bogefielemeni  der  Fläche, 


Parameter  ü  und  {?  die  in  Satz  24,  S.  57,  angegebene  charakteristi- 
sche Form  bekommt: 

(2)  ds^^Q  (fi,  fJ)  (dü^  +  rff *), 

wo  nun  auch  i2  eine  uns  noch  unbekannte  Function  von  ü  und  ^ 
bedeutet.    Hierfür  lässt  sich  schreiben: 

ds^  =  i2{ü,  v)  {du  +  idff)  (du  —  irff). 
Wenn  man 

(3)  ü  +  id  =  n,       Ä  —  id  =  ü 
setzt,  so  kommt: 

(4)  ds^^iidndt), 

und  man  wird,  sobald  £2  {ü,  v)  bekannt  ist,  auch  in  Q  die  Veränder- 
lichen u  und  t)  einführen  können. 

Umgekehrt:  Nehmen  wir  an,  es  sei  uns  gelungen,  statt  u  und  v 
solche  neue  Parameter  u  und  t)  einzuführen,  dass  ds^  die  Form 

ds^  =  iidndt) 

annimmt,  die  also  nur  das  Product  der  Differentiale  enthält,  so 
können  wir  auch  sofort  thermische  Parameter  ü  und  t?  finden.  Wir 
setzen  nämlich  die  Gleichungen  (3)  an  oder  ihre  Auflösungen: 

(5)  «=   J(u  +  t)),        f  =  -A(u«ü); 

denn  dann  wird: 

ds^^  n{dn^  +  dv^). 

Hieraus  folgt:  Es  kommt  zunächst  darauf  an,  solche 
Parameter  u  und  t)  zu  finden,  in  denen  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  nur  das  Product  der  Differentiale  enthält: 

ds*  =  i2dvLd\). 

Nach  Satz  17,  S.  36,  können  wir  auch  sagen: 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  Minimal- 
curven  u  =  Const  und  ü  =  Const  auf  der  Fläche. 

Bedenken  wir  nun,  dass  uns  ds^  in  der  Form  (1)  gegeben 
ist,  so  lehrt  Satz  16,  S.  36,  dass  die  Gleichung 

(6)  JEdu^  +  2Fdu  dv  +  G  dv^  =  0 

die  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  auf  der  Fläche  definiert,  und 
zwar  fallen  die  beiden  Scharen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  linke 
Seite  von  (6)  ein  vollständiges  Quadrat,  also  i>  =  0  ist  In  diesem 
Falle  aber  ist  die  Fläche  die  Tangentenfiäche  einer  Minimalcurve. 
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Die  cx)^  Tangenten  dieser  Curve  sind  Minimalgeraden.  Ausser  ihnen 
und   ihrer   umhüllenden    enthält   die   Fläche   keine    Minimalcurve. 

Um  thermische  Parameter  ü  und  v  zu  erhalten,  müssen  wir  die 
Formeln  (5)  ansetzen.  Weil  aber  ü  und  v  von  einander  unabhängig 
sein  müssen,  so  haben  wir  dasselbe  von  u  und  t)  zu  verlangen. 
Also  sehen  wir  bei  den  Isothermensystemen  von  den  Tangenten- 
flächen der  Minimalcurven  grundsätzlich  ab. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  fUr  beliebige  Werte  von  u  und  v 
die  Function 

sei.  Nach  Satz  5,  S.  13,  zerlegen  wir  die  Gleichung  (6)  in  ihre 
linearen  Factoren: 

I  I!du  +  {F+iD)dv  =  0, 

^^  \  I!du  +  {F''iD)dv  =  0. 

Dies  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  beiden  Scharen  von 
Minimalcurven  u  =  Const  und  t)  =  Const  Also  sind  u  und  t)  In- 
tegrale dieser  Gleichungen.  Es  seien  X  {u,  v)  und  fjt  (u,  v)  zugehörige 
Multiplicatoren  (vgl  I  S.  91),  d.  h.  es  seien 

j  dvi^X[Edu  +  {F+iJD)dv], 

vollständige  Differentiale. 

Die  Bestimmung  der  Multiplicatoren  oder  der  Integrale  ver- 
langt natürlich  die  Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  (7). 
Wir  wollen  annehmen,  sie  sei  geleistet,  sodass  u  und  t)  als  Func- 
tionen von  u  und  v  bekannt  seien. 

Ehe  wir  in  der  Theorie  fortfahren,  möge  dies  zunächst  an  einem 
Beispiel  erläutert  werden. 

Beispiel:  Auf  der  Kugel  (S.  43) 

x^coancoBv,        y  =  cost^sinr,        x^sinu 

ist 

ds^  =  du^  •¥-  coB^udv*  =  (rfM  +  ieoBtidv)  (du  —  icosudv). 

Die  DiffereDtialgleichangen  der  Minimalcurven: 

du  ±  i cos M rft7  =a  0 

haben  hier  den  gemeinsamen  Multiplicator 

,                   1 
X  =  u  = , 

C08U 

da 

cos  u  cos  u 
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vollständige  Differentiale  sind.    Es  kommt: 

Also  sind  die  Curyen: 

log*g  [-7  +  2/  ^  *^  ■"  Const 

die  Minimalcurven  der  Kugel.     Da  wir  diese  Gleichungen  auch  so  schreiben 
können: 


e 


*"'tg(^  +  -j)  =  Const, 


80  können  wir  als  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  der  Minimal- 
carven  auch 


(9) 


;}  =  e*'"tg(-;-4-;')  =  (co8r±.-Binr)tg(^  +  |) 


benutzen,  was  zu  bequemeren  Formeln  fQhrt.    Hiernach  ist  nämlich: 


oder: 


(10) 


.     /  71    .    w  \       - . —  ^  .  u 


u  +  ö 


Ut)  -  1  2  VuD 

Bin  u  =s —  ,  cos  u  =  —    — - , 

UD  +  1'  UD,  +  1' 

-  t(u  -  Ö)  U  +  t) 

sm  V  «■  —      __^ —  ,  cos  V  = 


2  l/iTö"      '  2 1/üT ' 

sodass  sich  x,  y,  x  in  den  neuen  Parametern  u,  ü  so  ausdrücken: 
,,,.  u  +  ö  .u  —  Ö  UÜ  —  1 

(11)  a?  =  — -— — ,      y  =  -*-^7-r»      *  =  — -j 


uö  +  1  '       "^  uö  +  1  '  uö  +  1 

Diese  Gleichungen  stellen  also  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  Eins  dar  und  zwar  ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  t),  sodass 
die  Parameterlinien  (u)  und  (D)  die  Minimalcurven  der  Kugel  sind.  Da  die 
Verhältnisse 

frei  von  ü  sind,  so  sind  die  Minimalcurven  (u)  Geraden,  ebenso  die  Curven  (D). 

Satz  26:  Die  Kugel  enthält  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden. 

Die  Kugel  ist  folglich  in  zwei  Arten  als  eine  geradlinige  Fläche  auf- 
zufassen (I  S.  270),  aber  nicht  als  abwickelbare  Fläche,  denn  sonst  müssten 
die  Minimalgeraden  einer  Schar  eine  Curve,  also  eine  Minimal curve,  umhüllen 
—  die  Kugel  enthält  aber  ausser  den  Geraden  keine  Minimalcurve  -^  oder  die 
Minimalgeraden  einer  Schar  müssten  einen  Kegel  bilden  —  was  auch  nicht 
der  Fall  ist.    Eine  beliebige  Ebene 

(12)  Ax-\-  By  ■{-  Cx^  D 

schneidet  die  Kugel  in  einem  Kreis,  der  sich  in  u  und  D  nach  (11)  80 
darstellt: 

(13)  (C-  D)viX>  -^{A-  t5)u  +  U  +  tB)D-(C+/>)  =  0, 
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d.  h.  die  allgemeine  bilineare  Gleichung  in  u  und  D: 
(14)  5(110 +  93u  +  ©ö  +  3)  =  0 

stellt  einen  Kreis  auf  der  Kugel  dar.  Insbesondere  zerf&llt  diese  Glei- 
chung in  zwei  lineare  Gleichungen  u  =  Const.  und  D  &=  Const,  wenn 

oder  nach  (13): 

^«  +  -B"  +  C»  =  Z>« 

ist  Dann  aber  berührt  die  Ebene  (12)  die  Kugel,  da  ihr  Abstand  vom  An- 
fangspunkt gleich  Eins  ist.  Nach  I  S.  7  sehen  wir  also:  Die  Tangentenebenen 
der  Kugel  schneiden  die  Kugel  in  Nullkreisen  oder  circulftren  Geradenpaaren 
oder  also  in  Paaren  von  Minimalgeraden.  Noch  anders  ausgesprochen:  Die 
Minimalgeraden  der  Kugel  sind  die  Schnittlinien  der  Kugel  mit 
ihren  Tangentenebenen. 

Die  durch  (8)  definierten  neuen  Parameter  u  und  t)  sind,  wie 
wir  wissen,  von  einander  unabhängig.     Wenn  wir  jetzt  nach  (5): 


ö  =  -^(u  +  t)),      u  =  -4-(u-t)) 


setzen,  so  werden  auch  ü  und  f?  von  einander  unabhängige  und 
zwar  thermische  Parameter  sein.     Also  folgt: 

.  Satz  27:   Liegt   eine   Fläche   vor,   bei   der  das  Quadrat 
des  Bogenelementes 

ds^  =  Ildu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

nicht  das  vollständige  Quadrat  eines  in  du  und  dv  linearen 
Ausdrucks,  also  D  ^0  ist,  so  findet  man  ein  thermisches 
Parameterpaar  ü  und  15  für  die  Fläche,  indem  man  In- 
tegrale u  und  ü  der  beiden  in  der  Gleichung 

JEdu^  +  2Fdu  dv+  Ödv^^O 

enthaltenen  Differentialgleichungen  der  Minimalcurven 
bestimmt  und  dann 

f*  =  y(u  +  t)),       i;  =  --l(u-t)) 

setzt. 

Die  Frage  nach  allen  Isothermennetzen  auf  der  Fläche  ist 
nun  schnell  zu  erledigen:  Wir  haben  die  Methode  in  allgemeinster 
Weise  anzuwenden.  Von  u  und  ü  wurde  nur  das  Eine  verlangt^ 
dass  sie  Integrale  der  Differentialgleichungen  (7)  sein  sollen.  Nach 
Satz  59,  I  S.  90,  ist  das  allgemeinste  Integral  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen  ein^ 
beliebige  Function  irgend  eines  Integrals  der  Gleichung.  Mithin, 
wenn  u  und  ü  zwei  Integrale  von  (7)  sind,  so  sind  beliebige  Func- 
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tionen  Ä  (u)  und  B  (t))  von  ihnen  die  allgemeinsten  Integrale.  Nach 
(3)  ergiebt  sich  demnach  das  allgemeinste  Paar  von  thermischen 
Parametern  Ü  und  V  aus: 


(15) 


U  +  iV ^  Ä{vi)  =-  Ä[ü  +  iv), 

Also  gilt  der 

Satz  28:  Sind  ü  und  ^  thermische  Parameter  für  eine 
Fläche,  so  ergiebt  sich  ihr  allgemeinstes  Paar  von  ther- 
mischen Parametern  IT  und  F,  wenn  man  Ü  +  iV  gleich 
irgend  einer  Function  von  ü  +  iv  und  Ü  —  iV  gleich  irgend 
einer  Function  von  ü  —  i  r  setzt. 

Der  Satz  78,  IS.  130,  ist  ein  besonderer  Fall  hiervon,  denn 
in  der  ory- Ebene  sind  die  Coordinaten  x  und  y  selbst  thermische 
Parameter. 

Nehmen  wir  an,  es  liege  eine  reelle  Fläche  vor,  und  es  seien 
ü  und  {)  reelle  thermische  Parameter,  d.  h.  es  seien  z,  y,  z  reelle 
Functionen  von  ü  und  i;.  um  dann  das  allgemeinste  Paar  von 
reellen  thermischen  Parametern  zu  bekommen,  muss  man  dann 
die  Functionen  Ä  und  B  in  (15)  so  wählen,  dass  Ü  und  F  reell  in 
ü  und  V  sind.  Hieraus  folgt  —  wie  insbesondere  für  die  Ebene  der 
Satz  79,  I  S.  131,  —  der 

Satz  29:  Sind  ü  und  v  reelle  thermische  Parameter  für 
eine  reelle  Fläche,  so  erhält  man  das  allgemeinste  reelle 
thermische  Parameterpaar  Ü,  T  für  die  Fläche,  wenn  man 
17  gleich  dem  reellen  u,nd  eF  gleich  dem  rein  imaginären 
Teil  irgend  einer  Function  von  ü  +  iv  setzt 

Beispiel:  Bei  der  Kugel 

X  =  cos  u  cos  r ,      y  =  cos  u  sin  v ,      %  =  sin  u 

fanden  wir  in  dem  Beispiel  auf  S.  64  oben: 


:i -'■>»«  (7-1) 


sodass  hier 

?*  =  -  y(ii  -  ö)  =  t' 

reelle  thermische  Parameter  sind.  Wir  fanden  sie  auch  im  1.  Beispiel  auf  S.  59 
auf  directem  Wege.  Auf  der  Kugel  bestimmt  sich  mithin  das  allgemeinste 
reelle  thermische  Parameterpaar  ü^  V  aus  den  beiden  Gleichungen: 
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in  denen  A  eine  beliebige  Function  des  angegebenen  Argomentes  ist.    So  2.  B. 
folgt  aus: 

&±  »•  r=  e  '"«*«(t  +  f)  ±  "  -  tg  (~  +  y)  .(C08*  ±  »einr) 
das  reelle  thermische  Parameterpaar: 

§  9.    Gonforme  Abbildung  von  FIftchen. 

Wir  erinnern  an  die  einleitenden  Bemerkungen  in  §  5,  wo  wir 
eine  beliebige  Fläche: 

(1)  ar  =  qp(M,  v),       y  =  /(w,  r),       z  ==  xfj{uj  v) 

flächentreu  auf  die  Ebene  abbildeten. 

Jetzt  wollen  wir  diejenigen  punktweisen  Abbildungen  der  Fläche 
(1)  auf  die  Ebene  untersuchen,  bei  denen  jedes  unendlich  kleine 
Stück  der  Fläche  in  der  Ebene  ein  Bild  hat^  das  dem  Original  ähn- 
lich ist     Solche  Abbildungen  heissen  conform.^ 

Zunächst  ist  es  unsere  Aufgabe,  die  conformen  Abbildungen 
analytisch  zu  definieren. 

Ist  eine  Fläche  gesetzmässig  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Ebene 
abgebildet  und  sind  x,i/jZ  rechtwinklige  Punktcoordinaten  der  Fläche, 
dagegen  u,  v  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  der  Bildebene,  so 
ist  auch  jedem  Bildpunkt,  also  jedem  Wertepaar  u,  v,  gesetzmässig 
ein  Flächenpunkt,  also  ein  Wertetripel  x,  t/,  z  zugeordnet,  mit  an- 
deren Worten:  Dann  sind  x,y,z  Functionen  von  u  und  r,  wie 
oben  in  (1). 

Wir  können  daher  vorerst  annehmen,  die  Fläche  (1)  mit  den 
Parametern  u,  v  sei  dadurch  auf  eine  Ebene  abgebildet,  dass  die 


^  Die  Aufgabe,  eine  Fläche  conform  auf  eine  andere  Fläche  abzubilden, 
wurde  in  voller  Allgemeinheit  zuerst  (1822)  von  Gauss  gelöst  in  seiner  Preis- 
schrift: „Allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe:  Die  Teile  einer  ge- 
gebenen Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  abzu- 
bilden, dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  wird'S  zuerst  erschienen  in  den  Astron.  Abhandl.  von  Schu- 
macher, 8.  Heft  1825,  wieder  abgedruckt  in  den  Werken  Bd.  IV  und  in  Osr- 
wALD^s  ELlassikem  Nr.  55.  Doch  ist  zu  bemerken,  dass  Laobange  in  seiner 
weiter  unten  (S.  75)  zu  nennenden  Abhandlung  der  Lösung  schon  nahe  ge* 
kommen  war. 

5* 
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Parameter  u,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  der  Bildebene  ge- 
deutet werden.  Die  Frage  ist,  unter  welchen  Umständen  diese  Ab- 
bildung conform  ist. 

Es  sind  (m,  v),  (m  +  rfw,  v  +  dv),  {u  +  Suy  v  +  Sv)  drei  be- 
liebige unendlich  benachbarte  Punkte  der  Fläche,  wenn  du^  dv  bez. 
Su,  dv  beliebige  unendlich  kleine  Incremente  von  u  und  v  bedeuten. 
Ihnen  entsprechen  in  der  t^v- Ebene  drei  ebenfalls  unendlich  be- 
nachbarte Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinaten  die  betreffenden 
Parameterwerte  sind.  Wir  verlangen,  dass  das  unendlich  kleine 
Dreieck  auf  der  Fläche  dem  Bilddreieck  in  der  Ebene  ähnlich 
sei.  (Siehe  Fig.  18.)  Dazu  ist,  weil  wir  das  Flächendreieck  als 
eben  auffassen  dürfen,  zweierlei  notwendig  und  hinreichend:  Erstens 
müssen  die  beiden  vom  Punkte  {u,  v)  der  Fläche  ausgehenden  Seiten 
in  demselben  Verhältnis  zu  einander  stehen  wie  ihre  Bilder,  und 
zweitens  muss  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  gleich  dem 
Winkel  im  Bilde  sein.  Da  es  zwei  Arten  von  Ähnlichkeiten  giebt: 
gleichsinnige  und  ungleichsinnige,  so  kommen  die  Vorzeichen  der 
Seiten  und  Winkel  hierbei  nicht  in  Betracht.  Wir  stellen  daher 
die  Forderungen  so: 

Erstens  sollen  die  Quadrate  der  vom  Punkte  {uj  v)  anis- 
gehenden Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  demselben  Verhältnis  stehen, 

und  zweitens  sollen  die  Cosinus 
.^^^^  ^^        der  Dreieckswinkel  im  Punkte  (ic,  c) 

^^^^^         .^<f((fUvtdu)      beider   Dreiecke    denselben   Wert 


W^' 


r    .-«yiii,  haben. 

/iifö^>^  Auf  der  Fläche  seien  ds  und 

Uvff/^  ^^  ^e  YQm  Punkte  (m,  v)  nach  den 

Fig.  18.  Punkten    (m  +  £/?«,     »  +  dv)    und 

(w  •\-  Suy  r  +  8v)  gehenden  Drei- 
ecksseiten, in  der  Ebene  mögen  ihnen  d^  und  S^  entsprechen. 
Auf  der  Fläche  ist  dann,  wenn  E,  Fj  G  ihre  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  sind: 

ds^  =  Edii^  +  2Fdudv  +  Gdv-, 

ds'-  =  Ef)u^  +2Fäu()v+  GSv^, 
dagegen  in  der  Ebene: 

d^^  =  du^  +  dv^,       ö^^=:äu^  +  dv\ 
Die  erste  Forderung  ist  also  diese:   Es  soll 

Ed u^  +  2Fä ud V  -{-  O d V*  __  d tf*  +  d r^ 
Eöu'  +  2Fd  140  0  +  a  d  r»   ""  ~d  w«  +  Ö  f« 
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8ein  und  zwar  für  jedes  unendlich  kleine  Dreieck,  d.  h.  wie  auch 

die  Verhältnisse 

dv   »  5p   

du  '        öu 

gewählt   sein  mögen.     Es   soll   also   für  beliebige  Werte   von  k 
und  X  stets: 

E  -{•  2Fk  +  Gk^  _  ^^ 
E+  2Fx  +  Öx*""  r+^ 

sein.    Dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn 
(2)  I!:=G    und    F^O 

ist 

Ist  a  der  Winkel  von  ds  und  Ss  auf  der  Fläche  und  a  der 
Bildwinkel^  d.  h.  der  Winkel  von  d^  und  S^  in  der  Ebene,  so  ist 
nach  Satz  10,  S.  32: 

r.os^=  —  i;-h^(fc  +  x)-K?^'x 

>/(-£'+  2i^A*  +  Ok*)(F+  2Fx  +  Ö x«y  * 

In  der  «v-Ebene  sind 

du  dv  -y  1  k 

oder 


Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  z/-Axe  mit  d%  und  analog 


}/T+  X*  V 1  +  X* 

Cosinus  und  Sinus  des  Winkels  der  u-Axe  mit  8i,    Also  ist: 

^*  +  X 
cosa  = 


Die  zweite  Forderung  drückt  sich  daher  so  aus:  Für  jedes 
Wertepaar  k  und  x  soll: 

E  -\-  Fjk  +  x)_+  (?  ifc  X k  -hx 

y(EV2Fk  +  öT«Hi~+  2Fx  +  Q^)  ""  1/(1  +  Jfc«)  (iTT«) 

seinJ    Dies  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn: 

F=^G    und     F^O 

ist.  Damit  kommen  wir  auf  (2)  zurück.  Wir  sehen  somit,  dass 
von  den  beiden  Forderungen  nur  eine  notwendig  und  hinreichend 
ist,  da  sie  die  andere  nach  sich  zieht. 

Satr  30:    Dafür,  dass  eine  Abbildung  einer  Fläche  con- 
form  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  entweder  je 
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zwei  Ton  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehenden  Bogen- 
elemente  stets  —  abgesehen  vom  Vorzeichen  —  im  selben 
Verhältnis  zu  einander  stehen  wie  ihre  Bilder  oder  der 
Winkel  je  zweier  solcher  Bogenelemente  —  abgesehen 
vom  Vorzeichen  —  gleich  dem  Winkel  im  Bilde  ist 

Als  lüerkmal  der   conformen  Abbildung   benutzen   wir  in  der 
Folge  die  erste  Forderung: 

ds*  _  d^ 


die  wir  auch  so  schreiben  können: 


dg«        3«" 

In  dieser  Form  sagt  sie  aus^  dass  das  Verhältnis  aus  einem  Bogen- 
element-Quadrat  der  Fläche  zum  entsprechenden  Bogenelement- 
Quadrat  der  Ebene  dasselbe  sein  soll  wie  das  analoge  Verhältnis 
gebildet  hinsichtlich  eines  beliebigen  anderen  von  demselben  Punkte 
{u,  v)  ausgehenden  Bogenelementes.     Wir  können  also  sagen: 

Satz  31:  Dafür,  dass  eine  Abbildung  einer  Fläche  con- 
form  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  das  Ver- 
hältnis aus  dem  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche 
zum  Quadrat  des  zugehörigen  Bogenelementes  im  Bilde 
für  alle  von  ein  und  demselben  Punkte  der  Fläche  aus- 
gehenden Elemente  dasselbe  ist.  Doch  darf  sich  dies  Ver- 
hältnis von  Punkt  zu  Punkt  ändern. 

In  Formel:     Es  soll 

da*  _  üdu*  +  2Fdudv  +  Odv*  _  E  -h  2Fk-h  Qk* 
d^*  ""  du*  -^  dv*  ""  i  +  k* 

von  k  unabhängig  sein,  was  eben  für  ^  =  G^,  F  =^Q  der  Fall  ist 
Alsdann  kommt: 

sodass  ^E :  1  das  Verhältnis  ist,  in  dem  die  unendlich  kleine  Um- 
gebung des  Flächenpunktes  [uj  v)  auf  die  unendlich  kleine  Umgebung 
des  Bildpunktes  ähnlich  abgebildet  wird.  Dies  Verhältnis  ändert 
sich  im  allgemeinen  von  Stelle  zu  Stelle,  da  E  eine  Function  von 
n  und  V  ist.  Nur  wenn  ii'=Const.,  also  G  gleich  derselben  Con- 
stauten  und  i''  =  0  ist,  ist  der  Ahnlichkeitsmaassstab  überall  derselbe. 
Durch  passende  ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der 
Bildebene  lässt  sich  dann  erreichen,  dass  die  Abbildung  überall  so- 
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gar  congruent  ist  Nach  Satz  10,  I  S.  282,  tritt  dieser  Fall  nur 
für  abwickelbare  Flächen  ein. 

Die  in  Satz  31  aufgestellte  Forderung  zieht  die  der  Übereinstim- 
mung der  Winkel  im  Original  und  im  Bilde  nach  sich  und  umge- 
kehrt die  letztere  Forderung  die  erstere.  Die  letztere  Forderung 
kann  als  die  der  Winkeltreue  bezeichnet  werden,  weshalb  man  statt: 
conforme  Abbildung   auch:   winkeltreue  Abbildung   sagen   darfl 

Aus  der  Winkeltreue  folgt,  da  ein  Isothermennetz  als  Ortho- 
gonalnetz mit  orthogonalem  Diagonalnetz  definiert  werden  kann 
(S.  56):; 

Satz  32:  Bei  einer  conformen  Abbildung  einer  Fläche 
bildet  sich  jedes  Isothermennetz  als  Isothermennetz  ab. 

Da  die  Gurren  u  =  Const,  v  =  Const.  in  der  u  v-Ebene  ein  Iso- 
thermennetz bilden,  so  folgt,  dass  auch  die  Parameterlinien  (ii)  und 
{v)  der  Fläche  (1)  ein  Isothermennetz  bilden  müssen,  wenn  die  Ab- 
bildung conform  sein  soll.  Thatsächlich  sagen  die  gefundenen  Be- 
dingungen (2)  nach  S.  58  sogar  noch  mehr  aus:  u  und  v  müssen 
thermische  Parameter  auf  der  Fläche  sein.    Mithin: 

Satz  33:     Bildet  man  eine  Fläche 

dadurch  auf  die  Ebene  ab,  dass  man  dem  Flächenpunkt  (u,v) 
denjenigen  Punkt  der  Ebene  zuordnet,  der  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  u  und  v  hat,  so  ist  die  Abbildung  dann 
und  nur  dann  conform,  wenn  u  und  v  thermische  Para- 
meter der  Fläche  sind. 

Bedenken  wir,  dass  wir  auf  der  Fläche  neue  Parameter  ein- 
führen können,  so  folgt  hieraus: 

Satz  34:  Um  eine  Fläche  in  allgemeinster  Weise  con- 
form auf  die  Ebene  abzubilden,  bestimmt  man  in  allge- 
meinster Weise  thermische  Parameter  auf  der  Fläche  und 
deutet  sie  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  der  Ebene. 

Wir  können  die  Lösung  der  Aufgabe  der  conformen  Abbildung 
ohne  Mühe  verallgemeinem:  Es  mögen  zwei  Flächen  vorliegen. 
Die  eine  soll  punktweis  auf  die  andere  so  abgebildet  werden,  dass 
jeder  unendlich  kleine  Teil  der  einen  Fläche  dem  entsprechenden 
unendlich  kleinen  Teil  der  anderen  Fjäche  ähnlich  ist.  Eine  solche 
Abbildung  heisst  eine  conforme  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die 
andere.     Sie  ist  in  folgender  Weise  herzustellen: 

Da  zwei  Figuren,   die   einer  dritten  ähnlich  sind,   auch   unter 
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einander  ähnlich  sind,  so  vermitteln  wir  zwischen  beiden  Flächen 
dadurch,  dass  wir  beide  conform  auf  ein  und  dieselbe  Ebene  ab- 
bilden. Vgl.  hierzu  die  entsprechenden  Bemerkungen  f&r  fl&chen- 
treue  Abbildungen  auf  S.  40. 

Jedem  Punkt  der  ersten  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt  der 
Ebene,  und  letzterem  Punkt  entspricht  ein  Punkt  der  zweiten  Flächei 
sodass  die  conforme  punktweise  Beziehung  zwischen  beiden  Flächen 
hergestellt  ist  So  erhält  man  offenbar  alle  conformen  Abbildungen. 
Ea  leuchtet  ein,  dass  die  Sätze  30,  31,  32  auch  für  conforme 
Abbildungen  einer  Fläche  auf  eine  Fläche  gelten;  daher  ist  in 
ihnen  absichtlich  das  Wort:  Ebene  unterdrückt  worden.  Aus  Satz  34 
folgt  noch: 

Satz  35:  Um  eine  Fläche  in  allgemeinster  Weise  auf 
eine  andere  Fläche  conform  abzubilden,  bestimmt  man  auf 
der  einen  ein  thermisches  Parameterpaar  und  auf  der  an- 
deren das  allgemeinste  thermische  Parameterpaar.  Darauf 
setzt  man  die  Parameterpaare  einander  gleich. 

Es  mögen  zwei  Flächen  vorliegen,  die  eine  habe  die  Gleichungen: 

(3)  2-  =  qp  (m,  v),         7/  =  X  i^f,  v),         z  =  xp  (m,  v) 
und  die  andere  die  Gleichungen; 

(4)  x  =  (p  {ti,  r),         y  =  /  (m,  v),         z^ip  (m,  t;). 

Indem  wir  bei  beiden  Flächen  die  Parameter  gleich  bezeichnet 

haben,  nämlich  mit  u  und  v,  ist  schon  jedem  Punkte  {u^v)  der  einen 

Fläche   ein  Punkt   der   anderen   gesetzmässig  zugeordnet.     Fragen 

wir  uns,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Abbildung  conform  ist 

Es  seien: 

ds^  =  Ed?i^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Qdv^ 

die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen.  Nach  Satz  31 
haben  wir  zu  verlangen,  dass  das  Verhältnis: 

d.^  __  Edu*  +  2 F du  dt  +  Odv^  _  ^  +  2FÄ'  +  ö^' 
(/5«'  ""  Edu^  +  2Fdu  dv  +~(fdv*  "  E+2Fk'  +  Ök* 

für  alle  Richtungen  k  =  dv:du  dasselbe  sei.    Es  ist  also  zu  fordern: 

(5)  E:F:G=.  E:F:G, 

Satz  36:  Um  zwei  Flächen  conform  auf  einander  abzu- 
bilden, hat  man  solche  Parameter  auf  beiden  Flächen  ein- 
zuführen,   in    denen    die   Verhältnisse    der    Fundamental- 
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grossen  erster  Ordnung  auf  der  einen  Fläche  gleich  den 
Verhältnissen  der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
auf  der  anderen  Fläche  sind.  Alsdann  entsprechen  die- 
jenigen Punkte  beider  Flächen  einander,  die  zu  denselben 
Parameterwerten  gehören. 

Die  Minimalcurven  der  einen  Fläche  sind  diejenigen  Curven, 
längs  deren  ds^  =^  0  ist  Entsprechend  sind  die  Minimalcurven  der 
zweiten  Fläche  diejenigen,  längs  deren  dP  =  0  ist.  Man  sieht 
hieraus^  dass  infolge  von  (5)  die  Minimalcurven  der  einen  Fläche 
bei  der  conformen  Abbildung  in  die  der  anderen  übergehen. 

Dies  lässt  sich  umkehren:  Um  dies  zu  zeigen,  fragen  wir, 
unter  welchen  Umständen  die  Abbildung  der  Fläche  (3)  auf  die 
Fläche  (4)  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Minimalcurve  der  einen 
Fläche  eine  Minimalcurve  der  anderen  entspricht  Das  Bogen- 
element  ds  wird  als  das  Bogen element  ds  abgebildet  Die  vom 
Punkte  {u,  v)  einer  Fläche  ausgehende  Richtung  dv :  du  ist  die  einer 
Minimalcurve,  wenn  für  sie  das  Bogenelement  gleich  Null  ist  Wir 
haben  also  zu  fordern,  dass  der  Ausdruck  für  ds*  gleich  Null  wird, 
sobald  dvidu  so  gewählt  wird,  dass  der  Ausdruck  für  ds*  gleich 
Null  ist.  Diese  Forderung  führt  wieder  auf  die  Bedingung  (5). 
Also: 

Sats  37:  Die  conformen  Abbildungen  einer  Fläche  auf 
eine  andere  Fläche  können  auch  als  diejenigen  Abbil- 
dungen definiert  werden,  bei  denen  den  Minimalcurven  der 
einen  Fläche  die  Minimalcurven  der  anderen  entsprechen. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen:  Auf  zwei  Flächen  ist  je 
ein  Isothermensystem  gegeben.  Gesucht  werden  alle  diejenigen  con- 
formen Abbildungen  der  einen  Fläche  auf  die  andere,  bei  denen 
das  eine  Isothermensystem  gerade  dem  anderen  entspricht 

Es  seien  u,  v  solche  thermische  Parameter  auf  der  einen  Fläche, 
die  zu  dem  gegebenen  Isothermensystem  gehören,  entsprechend  ü,  i; 
auf  der  anderen  Fläche.  Die  Quadrate  der  Bogenelemente  haben 
dann  nach  Satz  25,  8.  58,  die  Form: 

ds*=  i2{u,v){d?t^+dv^,         dP=G{üjd){dü*+de*), 
sodass 

ds''  __    Si{ti,r)       du^-^  dr* 
c/5*  ~~    &{ü,d)    '  dü*+  dv* 

ist  Um  eine  Abbildung  zu  gewinnen,  müssen  wir  ü  und  i)  als 
Functionen  von  u  und  v  definieren.    Wenn  die  Curven  (w)  des  einen 
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Isothermennetzes  als  die  Carven  {ü)  des  anderen  abgebildet  werden 

sollen,  so  mnss  ü  =  Const  sein,  wenn  u  =  Const  gesetzt  wird.    Also 

moss  ü  eine  Fonction  von  u  allein  sein;  ebenso  9  eine  E\uiction 

von  V  allein: 

f*  =  A(M),         t;  =  ju(»), 

sodass  kommt: 

dg«  _  i^O«»  ^      _   du^+dti^         ^   Sl (m, r)         1  -h  ik« 

Dies  Verhältnis  soll  nnn  nach  Satz  31  von  k  unabhängig  sein.  Dies 
ist  nur  dann  der  Fall,  wenn 

und  daher  jede  dieser  beiden  Grössen,  weil  die  eine  nur  Yon  «,  die 
andere  nur  von  r  abhängt,  constant  ist    Demnach  kommt  (wie  in 

(14)  auf  S.  58): 

ft  =  A (m)  =^±:au  +  Const,      I;  =  fi (r)  =  ±  ar  +  Const   (a  =  Const). 

Hätten  wir  verlangt,  dass  die  Curven  {u)  als  die  Curven  (f)  und  die 
Curven  (r)  als  die  Curven  {ü)  abgebildet  werden  sollen,  so  hätten  wir 
nur  7/  mit  v  zu  vertauschen.     Demnach: 

Satz  38:  Um  alle  diejenigen  conformen  Abbildungen 
einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  zu  erhalten,  bei  denen 
ein  gegebenes  Isothermensystem  der  einen  Fläche  als  ein 
gegebenes  Isothermensystem  der  anderen  abgebildet  wird, 
bestimmt  man  thermische  Parameter  u,  r  und  ft,  f>  zu  den 
beiden  Systemen  und  setzt  entweder: 

w  =  ±  a M  +  Const,         V  =^±_av  +  Const 
oder: 

fi  =±av  +  Const,         «5  =  ±  AM  +  Const     (a  =»  Const). 

Dabei  können  die  Vorzeichen  nach  Belieben  oombiniert 
werden. 

Kehren  wir  schliesslich  zu  den  conformen  Abbildungen  einer 
Fläche  auf  die  Ebene  zurück.  Wenn  auf  der  Fläche  u  und  v 
thermische  Parameter  sind,  die  zu  einem  bestimmten  Isothermen- 
system gehören,  und  wenn  die  Fläche  so  auf  die  Ebene  abgebildet 
werden  soll,  dass  dies  System  in  ein  System  von  zwei  zu  einander 
senkrechten  Geradenschareb  übergehen  soll,  das  ja  das  einfachste 
Isothermensystem  in  der  Ebene  ist,  so  haben  wir  zu  bedenken,  dass 
die    gewöhnlichen    rechtwinkligen   Coordinaten  £,  t)    in    der   Eboie 
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thermische  Parameter  eines  Systems  der  letzteren  Art  sind.    Nach 
dem  Satz  38  haben  wir  daher  entweder: 


oder: 


j  =  ±  a  M  +  Const,         5  =  ±  fl  r  +  Const. 

f  =  -j-  a  r  +  Const,         ^  =  ±  a  u  +  Const      (a  =  Const) 

zu  setzen.  Die  additiven  Constanten  sind  unwesentlich,  da  sie  durch 
Schiebung  des  Axenkreuzes  in  der  ^  Q-Ebene  entfernt  werden  können. 
Die  Vertauschung  von  u  mit  v  kommt  auf  die  Vertauschung  von  "^ 
mit  Q  hinaus,  d.  h.  darauf,  dass  man  die  Ebene  von  der  anderen 
Seite  betrachtet.  Alle  jene  Abbildungen  sind  also  nichts  wesentlich 
anderes  als  die  eine: 

j=»±aM,         5=±at7        (a  =  Const). 

Sie  unterscheidet  sich  von  der  speciellen: 
(6)  E  =  u,         5  =  r 

nur  dadurch,  dass  das  ganze  Bild  ähnlich  yergrössert  wird,  wodurch 
die  Winkeltreue  ja  offenbar  nicht  gestört  wird.    Daher  folgt: 

Sati  39:  Alle  diejenigen  conformen  Abbildungen  einer 
Fläche  auf  die  Ebene,  bei  denen  ein  bestimmtes  Isothermen- 
system der  Fläche  in  ein  System  zweier  zu  einander  senk- 
rechten Geradenscharen  übergeht,  sind  mit  einander  in 
gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinn  ähnlich. 

Wir  werden  uns  also  auf  die  Annahme  (6)  beschränken  dürfen. 

§  10.    Conforme  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene. 

In  dem  1.  Beispiel  auf  S.  59  ergaben  sich  durch  Quadratur 
thermische  Parameter  auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche.  Nach 
S.  58  können  wir  daher  alle  thermischen  Parameterpaare  für  diese 
Fläche  und  mithin  nach  Satz  34,  S.  71,  alle  conformen  Abbil- 
dungen der  Rotationsfläche  auf  die  Ebene  angeben.^  Ins- 
besondere gilt  dies  auch  für  die  Kugel. 

Wenn  man  jedoch  den  conformen  Abbildungen  noch  beson- 
dere Bedingungen  vorschreibt,  so  treten  neue  Probleme  auf,  die 


^  Die  Aufgabe,  eine  beliebige  Rotationsfläche  conform  auf  die  Ebene  ab- 
zubilden, wurde  im  wesentlichen  vollständig  zuerst  von  Lagramge  gelöst:  „Sur 
la  construction  des  cartes  g^ographiques'S  Nouv.  M^m.  de  TAcad.  de 
Berlin,  ann^e  1779  (BerJin  1781),  wieder  abgedruckt  in  den  Oeuvres  T.  IV, 
übersetzt  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  55. 
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durch  diese  allgemeinen  Betrachtungen  noch  nicht  erledigt  sind. 
Wir  wollen  hier  einige  derartige  Aufgaben  über  die  conforme  Ab- 
bildung der  Kugel  auf  die  Ebene  lösen. 

Zunächst  können  wir  die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der 
Kugel 
(1)  z  =  cos  u  cos  V ,      y  =  cos  i/  sin  r ,       z  ^  sin  u 

m 

auf  die  ^Q-Ebene  auf  Grund  des  Satzes  37,  S.  73,  sehr  einfach  aus- 
drücken, indem  wir  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene  die  Minimal- 
geraden als  Parameterlinien  wählen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir 
die  Kugel  nach  (11),  S.  64,  mittels  der  Parameter  u  und  t)  so  dar: 

Alsdann  sind  die  Parameterlinien  (u)  und  (ü)  die  Minimalgeraden 
der  Kugel.     In  der  jr^-Ebene  sind  die  Linien 

^  ±it)  =  Const 

die  Minimalgeraden.  Nach  dem  angeführten  Satze  erhalten  wir  nun 
die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der  Kugel  (2)  auf  die  ^^-Ebene, 
wenn  wir  i  +  it)  und  y  —  i^  gleich  irgend  welchen  Functionen  von 
je  nur  einem  der  beiden  Parameter  u  und  ü  setzen,  wenn  wir  also 
entweder: 

(3)  i  +  2r)^U{n),       i-it)  =  r(t)) 

oder 

(4)  y-.,'t)  =  r(u),      E  +  it)  =  r(ö) 

setzen,  wobei  V  eine  beliebige  Function  von  u  und  /'  eine  be- 
liebige Function  von  t)  bedeutet.  Doch  dürfen  diese  Functionen 
keine  Constanten  sein.    Es  muss  also 

(5)  u'dpo,      r  +  o 

sein. 

Jetzt  wollen  wir  die  Aufgabe  lösen,  alle  diejenigen  con- 
formen  Abbildungen  der  Kugel  auf  die  Ebene  zu  be- 
stimmen, bei  denen  sich  jeder  Kreis  der  Kugel  wieder  als 
Kreis  darstellt.^ 

Dabei   machen    wir   davon  Gebraucli,   dass   ein  Kreis  auf  der 

^  Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  mau  beweisen  kann,  dass  eine  solche  Ab- 
bildung der  Kngel  auf  die  Ebene,  bei  der  alle  Kreise  wieder  als  Kreise  er- 
scheinen, überhaupt  stets  couforni  sein  muss. 
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Kugel  (2)  dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  nach  S.  65  eine  beliebige 
bilineare  Gleichung 

(6)  siuö  +  ssu  +  et)  +  2)  =  0        (?r,g5,e,S)  =  oonst) 

zwischen  u  und  t>  herstellt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dadurch,  dass 
man  t)  gleich  einer  linear  gebrochenen  Function  von  u  setzt: 

..yv  __    Const.  u  +  Const 

^   '  ~~    Const  u  +  Const 

In  der  i  Q-Ebene  gilt  dasselbe,  wenn  man  anstatt  u  und  ü  die  Grösse 
j  +  it)  und  j  —  1^  benutzt  Unsere  Aufgabe  kann  daher  analytisch 
so  ausgesprochen  werden: 

Man  soll  L^(u)  und  V[)ci)  in  allgemeinster  Weise  so  bestimmen, 
dass  jede  bilineare  Gleichung  zwischen  j  +  «^  und  J  — i^  infolge 
von  (3)  oder  (4)  mit  einer  bilinearen  Gleichung  zwischen  u  und  D 
identisch  ist     Oder:  So,  dass  jede  Gleichung  von  der  Form: 

/J^^  Y  ^   Const  U  +  Const 

^  '  ""    Const  ü  +  Const  ' 

in  der  links  nur  0  und  rechts  nur  u  auftritt,  mit  einer  Gleichung 
von  der  Form  (7)  oder  —  was  dasselbe  ist  —  von  der  Form  (6) 
identisch  ist. 

Um  dies  Problem  zu  lösen,  leiten  wir  zunächst  einen  Hülfssatz 
ab:  Ist  t)  eine  linear  gebrochene  Function  von  u,  d.  h.  besteht  eine 
Gleichung  von  der  Form  (6),  so  giebt  sie,  dreimal  total  nach  u 
differenziert,  drei  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  ö',  ö*',  t)'" 
von  D  nach  u,  nämlich: 

2l(  ö  +ut)'  )  +  g5  +  eö'  =0, 
2l(2t)'  +  uö")  +Sö"-0, 

2l(3ö"+uü'")  +eö'"=0. 

Sie  sind  linear  und  homogen  in  St,  93,  (£  und  aus  ihnen  folgt  daher 
das  Verschwinden  der  Determinante  hinsichtlich  9,  93,  (£.  So  kommt 
man  zu  der  Gleichung: 

(9)  3ö"«-2ö't)"'  =  0. 

Umgekehrt:  Ist  ö  eine  solche  Function  von  u,  deren  Differential- 
quotienten diese  Bedingung  erfüllen,  so  ist 

3  A,-  .  2  V  =  0 

oder: 

3  log  ö'  -  2  log  o"  =  Const, 
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also: 


oder: 


also: 


—-^  =  Const 

=  Const  u  +  Const, 

^^  ^  1 ^ 

(Const.  u  +  Const.)*  ' 


woraus  durch  nochmalige  Integration  folgt,  dass  t>  die  Form  (7)  hat 
Wir  haben  also  den  Hülfssatz  gefunden: 

Satz  40:  D  ist  dann  und  nur  dann  irgend  eine  linear 
gebrochene  Function  von  u,  wenn  zwischen  den  Ablei- 
tungen ö',  t)",  t)'"  von  t)  nach  u  die  Beziehung 

besteht 

Nach  dem  Obigen  kommt  es  daher  darauf  an,  U  und  F  so  als 
Functionen  von  u  bez.  D  allein  zu  bestimmen^  dass  jede  bilineare 
Gleichung 

Ä  UF+  JBU+CF+  J)=^0      {A,£,C,D=^  Const) 

eine  solche  Function  t)  von  u  definiert,  deren  Differentialqaotienten 
t)',  t)",  t)"'  die  soeben  gefundene  Bedingung  (9)  erfüllen.  Nun  erhfilt 
man  t)',  t)'\  ü'"  aus  den  Gleichungen,  die  aus  der  vorstehenden  Glei- 
chung durch  dreimalige  totale  Differentiation  nach  u  hervorgehen. 
Diese  Gleichungen  sind  linear  und  homogen  in  Ä,  JBy  C,  nnd  es 
muss  daher  ihre  Determinante  hinsichtlich  A,  B,  C  gleich  Null  sein. 
Die  so  hervorgehende  Gleichung: 


düV 

du 

dV 

du 

du 

du 

d^üV 

d^U 

f/*V 

du* 

rfu« 

rf:i« 

;  d^uv 

d^U 

*/*r 

rfu« 

du^' 

du* 

=  0 


ist  alsdann  die  einzige  zwischen  t)',  t}",  t)'"  bestehende  Relation,  die 
bei  allen  beliebigen  Annahmen  der  Constanten  A,  B,  C,  D  gilt  Wir 
haben  zu  fordern,  dass  diese  Gleichung  die  Form  (9)  habe.  Aus- 
führlich geschrieben  lautet  die  Determinantengleichung  so: 

v  r+  u  r  ö'  u'  r »'  j 

u" r+  2 U' /'' ö'  +  u y"'o'' + ur  0"  u"  r  0'«  +  /' t>"        ! 

u"'j'+  W'J'M'  +  3C/"r"D'»  +  m""'o'^  +  u'"  /-" t,-»  +  s/""»'*)"  +  " ^" 

+  3  VF  ö" +wr' »'  ö"  +  ur »'"  +  j" »'" 
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Wenn  man  von  der  ersten  Reihe  die  mit  V  multiplicierte  zweite  und 
die  mit  U  multiplicierte  dritte  Beihe  abzieht,  vereinfacht  sich  die 
Determinante  bedeutend.    Ihre  Ausrechnung  ergiebt  die  Gleichung: 

+  i7'»r»(3ö"«-2ö'O  =  0 

zwischen  ö',  ü",  ü'".  Da  sie  die  Form  (9)  haben  soll,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  (5),  dass 

3  f/"*  -  2f/'  £^'"  =  0,     3  r'»  -  2  r  r"'  =  o 

sein  muss.  Dies  aber  sagt  nach  Satz  40  aus,  dass  U  eine  linear 
gebrochene  Function  von  u  und  F  eine  linear  gebrochene  Function 
Yon  t)  sein  muss.  Gehen  wir  jetzt  auf  (3)  und  (4)  zurück,  so 
kommt: 

Satz   41:   Alle   diejenigen   conformen   Abbildungen   der 
Engel 

U  +  t)  .U  —  D  UÖ  —  1 

uü  +  1  -^  UÖ  +  1  uö  +  1 

f 

auf  die  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordiüaten  £,  t), 
bei  denen  sich  jeder  Kreis  als  Kreis  abbildet,  ergeben  sich, 
wenn  man  ;  +  zt)  und  ^  —  tt)  gleich  beliebigen  linear  ge- 
brochenen Functionen  von  je  einem  der  beiden  Parameter 
U  und  t)  setzt. 

Nehmen  wir  etwa  an: 

SO  ist  der  Kreis 

(11)        A(^  +  it))(E  -  ir))  +  JB{^  +  it))  +  C(j:  -  it))  +  i>  =  0 

in  der  ^^-Ebene  das  Bild  des  Kreises: 

j        A(a,n-h  b,){a,t)  +  b,)  +  JB{a,u  +  b,){c,t>  +  d^)  + 

auf  der  Kugel.  Insbesondere  werden  sich  gewisse  Ejreise  der  Kugel 
als  die  Geraden  der  Ebene  darstellen.  Da  letztere  bei  der  An- 
nahme A  =  0  aus  (11)  hervorgehen,  so  haben  diese  Kreise  der  Kugel 
nach  (12)  Gleichungen  von  der  Form: 

£{a^Vi  +  b^){c^  t)  +  d^)  +  C{c^  u  +  d^){a^t)  +  b^)  + 
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Wie  auch  die  Constanten  B,  C,  D  gewählt  sein  mögen,  stets  whi 
die  Gleichung  befriedigt,  wenn  man  u  und  t>  so  wählt,  dass 

c^  u  +  c?i  =  0,       Cg  t)  +  rf,  =  0 

ist,  d.  h.  wenn  man: 

dl  cL 

U  =  —     '  ,       t)  =  —  — 

setzt.    Daher  gehen  diejenigen  oo^  Kreise  der  Kugel,  deren  Bili 
die  oo'  Geraden  der  Ebene  sind,  durch  den  Punkt  Ä  mit  di< 
Coordinaten  hindurch. 

Wir  können  annehmen,  dass  wir  diesen  Punkt  A  durch  Drehung 
der  Kugel  in  sich  in  die  r-Axe  gebracht  haben,  d.  h.  wir  könneft 

A  als  Nordpol  wählen.    Für  ihn  ist  dann  die  Breite  u  ^  ^f 

nach  den  Formeln  (9),  S.  64,  der  Parameter  u  und  der  Parameter  t: 
unendlich  gross.  Mithin  kommt  diese  besondere  Wahl  des  Fi 
metersystems  darauf  hinaus,  dass  wir  c^  und  c^  gleich  Null 
nehmen,  sodass  wir  die  Gleichungen  (10)  der  Abbildung,  die  selbst 
nicht  specialisiert  worden  ist,  so  vereinfachen  können: 

Femer   können  wir   das   Axenkreuz   in  der  jrQ -Ebene  soweit 
schieben,  dass  sich  diese  Gleichungen  noch  weiter  vereinfachen: 

E  +  tt)  =  aiU,       E-it)  =  a,t). 

Der  Längenkreis  (v  =  0),  für  den  nach  (9),  S.  64,  die  Parameter 
und  t)  einander  gleich  sind,  bildet  sich  hiemach  als  die  Gerade 


a. 


a* 


ab.    Wir  können  die  ^t)- Ebene  um  ihren  Anfangspunkt  drehen.  Im 
diese  Gerade  die  ^-Axe  wird,   d,  h.  wir  dürfen  a^  =  o,  annehmok 

Nun  bleibt: 

l  +  i\)  =  a\i,       j-it)=:aö 
oder: 


a 


l  -  Y  ("  +  ")• 


ia 


i)  =  -^(tt-»). 


Indem  wir  die  i  Q-Ebene  ähnlich  vergrössem,  was  ja  bei  confomMr  i 
Abbildung   statthaft   ist,   können   wir   insbesondere   a  «  1    madhflflu 
Also  haben  wir: 


(13) 


E=  .!(«  +  0),      ») «{«-»). 
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ich  (2)  bestehen  daher  zwischen  den  Coordinaton  ;r,  y,  z  eines 
mktea  der  Engel  ond  den  Coordinaten  ;,  t)  seines  Bildponktes 
e  Beziehungen: 

'  j'  +  9'  +  1  ■"         j"  +  y«  +  1   '  f'  +  ?•  +  1 

renn  wir  jetzt  die  j  ^Ebene  direct  mit  der  ary- Ebene  zur  Deckung 
ängen,  und  zwar  auch  bioBichtlich  der  Azen,  so  litfist  sich  die 
enehnng  zwischen  Oiiginalpunkt  [x,  g,  z)  und  Bildpunkt  (;,  ^) 
mmetriach  leicht  herstelleii.     Da  nämlich 

x:y:(2-l)  =  E:9:-l 

t,  SO  liegen  die  drei  Punkte  {x,  y,  z),  ({,  ^,  0)  und  (0,  0,  1)  auf 

ner  Geraden.     Der  dritte  Punkt  (0,  0,  1)  ist  der  oben  erwähnte 

cffdpol^.  (Siehe  Fig.  19.)  Wenn 

lao  also  Tom  Kordpol  aus  die 

orade  durch  einen  Punkt  (x,  y,  z) 

sr  Kogel  zieht,  so  schneidet  sie 

ie  Äquatorebeae  (z  =>  0)  in  dem 

Igehörigen  Bildpunkt  (^,  ^,  0). 

ndeiB  ausgesprochen :  Die  Ab- 

Idnng  wird  dadurch  gewonnen, 

US  man  die  Kugel  vom  Nord- 

)1  —  ala  ProjectionBcentmm  — 

BrspectiT   auf  die  Äquator-  Fig.  I9. 

ime  projicierL  Wird  die  Äqua- 

rebene  durch  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  ersetzt,  so  wird  das  Bild 

ir  ftlmlich  vergrössert    Ausserdem  muss  man  Bich  daran  erinnern, 

tas  wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln  einen  bei  der  Abbildung 

ugezeichneten  Funkt  als  Nordpol  wählten.    An  die  Stelle  des  Nord« 

ib  kann  also  irgend  ein  Punkt  der  Eugel  treten,  die  Bildebene 

t  alsdano  eine  zu  seinem  Durchmesser  senkrechte  Ebene.    Femer 

erken  wir  noch  an,  dass  die  durch  (4)  vermittelten  Abbildungen 

IS  den  durch  (3)  Termittelten  dadurch  hervorgehen,  dass  man  die 

(-Ebene  von  der  anderen  Seite  betrachtet    Daher  können  wir  das 

cgebnis  allgemein  so  aussprechen: 

Bmtt  48:  Die  allgemeinste  conforme  Abbildung  der 
Dgel  auf  eine  Ebene,  bei  der  sich  alle  Kreise  wieder  als 
reise  darstellen,  erhält  man,  wenn  man  die  Kugel  von 
nem  ihrer  Punkte  aus  perspectiv  auf  eine  zum  Durch- 
esser dieses  Punktes  senkrechte  Ebene  projiciert 
BcmmrwmMt,  Geom.  IMffr.  n.  6 
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Die  perspective  Projection  der  Kugel  von  einem  Punkte  der 
Kugel  aus  auf  eine  zu  seinem  Durchmesser  senkrechte  Ebene  heisst 
die  stereographische  Projection  der  Kugel.    Also: 

Satz  43:  Die  stereographischen  Projectionen  der  Kugel 
sind  die  einzigen  conformen  Abbildungen  der  Kugel  auf 
die  Ebene,  bei  denen  jeder  Kreis  wieder  als  Kreis  er- 
scheint^ 

Wir  wollen  jetzt  überhaupt  nach  allen  denjenigen  per- 
spectiven Bildern  der  Kugel  fragen,  die  conform  sind. 

Wird  die  Bildebene  durch  eine  parallele  Ebene  ersetzt,  so  vnrd 
das  perspective  Bild  nur  ähnlich  vergrössert.  Wir  dürfen  also  an- 
nehmen,  dass  die  Bildebene  durch  die  Mitte  der  Kugel  gehe,  da 
diese  Mitte  selbst  sicher  nicht  das  Projectionscentrum  ist,  wie  man 
sofort  einsieht.  Sie  werde  alsdann  als  ory- Ebene,  die  Kugelmitte 
als  Anfangspunkt  gewählt.  Das  Projectionscentrum  habe  die  Coordi- 
naten  a,  b,  c.  Nun  soll  der  Bildpunkt  (^,  t),  0)  des  Kugelpunktes 
[x,  y,  z)  auf  der  Geraden  durch  das  Projectionscentrum  {a,  b,  c)  und 
den  Punkt  {x,  y,  z)  liegen.     Also  ist  zu  fordern: 

•  X  —  a        y  —  b        X  —  c 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Da  nun  bei  jeder  conformen  Abbildung  Gleichungen  von  der  Form 
(3)  oder  (4)  bestehen,  so  muss  also  mit  Rücksicht  auf  (2)  jede  der 
beiden  Grössen 

ja  +  /6)(uto  -  1)  -  2/;u  ja  -  //>)(ut?  -  1)  -  2cto 

(1  -  c)  u  ö  -  (1  -f  c)       '  (1  -  f)  U  D  -  (1  +  c) 

von  nur  je  einem  der  beiden  Parameter  u  und  t)  abhängen.  Eis 
muss  also  entweder 

a  =  &  =  0,       c=l       oder:       a  =  ^  =  0,       c=  —  1 


^  Dass  bei  der  stereographischen  Projection  die  Winkel  in  wahrer  Grösse 
und  die  Kreise  als  Kreise  erscheinen,  ist  leicht  elementargeometrisch  einsa- 
sehen.  Diese  Projection  soll  denn  auch  schon  von  Hipparch  (um  160  v.  Chr.) 
erfanden  worden  sein.  Ihre  Bezeichnung  rührt  her  von  Aoüillon,  „Optica'S 
1613.  Die  umständliche  Ableitung  dieser  Abbildung,  wie  wir  sie  oben  ge- 
geben haben,  hat  den  Zweck,  den  nicht  so  elementaren  Satz  zu  beweisen,  daas 
es  ausser  der  stereographischen  Projection  keine  conforme  Abbildung  giebt, 
bei  der  die  Kreise  wieder  als  Kreise  erscheinen.  Dieser  Satz  ist  implicite  in 
der  oben  (S.  75,  Anm.)  genannten  Arbeit  von  Lagrange  enthalten. 


r 
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Bein,  d.  h.  daa  Projectionscentriun  ist  einer  der  Schnittpunkte  der 
z-Axe   mit   der   KugeL      Wir   kommen    daher   wieder    zur    Stereo« 

{rraphischen  Projection; 

Satz  44:  Die  conformen  perspectiven  Bilder  der  Kugel 
ergeben  sich  sämtlich  durch  die  stereographische  Pro- 
jection. 

Bei  stereognaphischer  Projection  wird  die  ganze  Kugel  ein- 
deutig auf  die  unbegrenzte  Ebene  abgebildet.  Die  Halbkugel,  die 
dem  Centrum  A  der  Projection  gegenüberliegt,  erfährt  weniger 
starke  Verzerrungen  ah  die  andere.  Zu  kartographischen  Zwecken 
bedient  man  sich  daher  meistena  der  stereographisclien  Projection 
nur  flir  jene  Halbkugel.    So  ist  auch  in  Fig.  20  die  stereographische 


Pig.  20. 


Fig.  21. 


Projection  einer  Halbkugel  vom  Südpol  aas  und  in  Fig.  21  von 
einem  Punkte  des  .^quatora  aus  dargestellt '  Die  Bildseite  ist  dabei 
diejenige  Seite  der  jedesmal  senkrecht  zum  Durchmesser  des  Pro- 
jectionscentrums  gelegten  Ebene,  auf  der  dies  Centrum  nicht  liegt. 
Die  Breitenkreise  und  Meridiane,  die  ja  ein  Isotherraensystem  bilden, 
nach  S.  59,  müssen  sich  auch  in  der  Ebene  als  ein  laothermen- 
system  vou  Kreisen  darstellen.  Diese  Systeme  bei  unseren  jetzigen 
Figuren   wurden  im   ersten  Band  in  Fig.  31,  S.  128,  und  Fig.  33, 


'  EMese  Figoren,  sowie  Fig.  22  mdA  23  sind  in  solcher  GrOsse  entworfen 
worden,  class  Jedetnial  die  Kartenmitte  mit  den  früheren  Sficbentreuen  K&rten 
(Fig.  10—16,  8.  44—53)  in  der  FlUchi^DgriiMe  übereinstimmt. 


L 
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8.  134,  angegeben.  Bei  der  stereographischen  Projection  von  irgend 
einem  Punkte  der  Kugel  aus  tritt  ebenfalls  das  in  der  dtiertet 
Figur  83  dargestellte  Isothermensystem  auf,  während  die  in  Fig.  8^ 
I  S.  131,  und  Fig.  34, 1  S.  134  angegebenen  Isothermenqrsteme  offiBS- 
bar  nicht  auftreten. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aufgabe^  lösen,  alle  diejenigen  coa* 
formen  Abbildungen  der  Kugel  auf  die  Ebene  za  bestim- 
men, bei  denen  die  Längenkreise  und  Breitenkreise  wieder 
als  Kreise  abgebildet  werden,  während  wir  es  dahingestellt 
sein  lassen,  wie  sich  die  übrigen  Kreise  der  Kugel  im  Bilde  zeigok 

Nach  Satz  81,  I  S.  133,  werden  sich  die  Längenkreise  and 
Breitenkreise,  da  sie  ein  Isothermensystem  bestimmen,  in  der  Bild- 
ebene, der  ^^-Ebene,  als  Kreise  darstellen,  deren  Oleichungen  aof 
die  Form  gebracht  werden  können: 

(15)  f  +  9'  -  2;>E  =  n\      E«  +  9«  -  2^^  =  -  n\ 

Dabei  ist  n  eine  bestimmte  positive  Constante,  während  p  und  f 
willkürliche  Constanten  bedeuten.  Die  Kreise  der  ersten  Schar  habea 
die  reellen  Punkte  (jr ->  0,  ^  &=  ±  n)  der  ^-Axe  gemein,  die  der 
zweiten  die  imaginären  Punkte  (;  ->  ±  tn,  9  »  0)  der  jr-Axe;  p  and 
q  sind  die  Abscisse  bez.  Ordinate  der  auf  der  {-Axe  bez.  ^Axe  ge- 
legenen Kreismitten.    Wir  fanden  in  den  Formeln  (18),  I  S.  133,  daM 

u  =— arctg^,      V  «-r— log^ — 

thermische  Parameter  des  Netzes  (15)  sind«  Lösen  wir  diese  61a*j 
chungen  nach  p  und  q  auf,  so  kommt: 

(16)  p  =  ntgnw,       y  =  -  71  f»«^.^^* 
Andererseits  sind  auf  der  Kugel: 

(17)  x  =  cos7£COsr,      y  =  cos  ?/ sin  t? ,       z^sinu 
nach  (19),  S.  59, 

(18)  "  =  logtg(^-  +  |-),      t?  =  » 

thermische  Parameter  des  Netzes  der  Breitenkreise  und  Meridiiaei 
Nach  Satz  38,  S.  74,  erhalten  wir  daher  die  gewünschten  Abbildongo^ 
wenn  wir  entweder 

m'  =  ±  a  ii  +  Const,       ?/  =  ±  a  i?  +  Const 

oder 

m'  =  ±  fl  r  -h  Const.,      ?»'  =  ±  a  ß  +  Const    (a  «  Const) 

^  Diese  Aufgabe  wurde  von  Laoranoe  in  seiner  in  der  Anm.  auf  &  TS 
erwtthutt'n  Abhandlung  gestellt  und  gelöst. 
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Da  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  u  oder  v'  nach  (16) 

auf  eine  Änderung  des  Vorzeichens   von  p  oder  q^  d.  L  auf 

Yertanschung  einer  Axenrichtung  mit  der   entgegengesetzten 

ilimaaakoinmt,  und  da  das  Bild  nur  ähnlich  vergrössert  wird,  wenn 

ji^  q  und  n  alle  drei  mit  derselben  Constanten  multipliciert  werden, 

Bd.  h.  wenn  nach  (16)  die  Grössen  u'  und  v  mit  derselben  Constanten 

[multipliciert  werden,  so  dürfen  Wir  uns  auf  die  beiden  Annahmen 

beschränken: 

m'  =  —  Ä  +  Const,         r  =       iJ  +  Const 
mnd 

t«'  =      15  +  Const,         r  =  —  fl  +  Const. 

Bezeichnen  wir  die  Consianten  mit  a  und  ß^   so   giebt  (18)  ent- 
weder: 

«'  =  i^-.logtg(^  +  |),      v^v  +  ß 

oder: 

u'^v  +  ß,  ^'  =  ««logtg(-J  +  |),    . 

aus  (16)  entweder: 

ntg    iia-nlogtg(-J+  j)  ] , 


(19) 


?=  -n 


,n(t;  +  Ä  _  --!•(» +  /J) 


oder: 


(20) 


p  =  iitgn(r +  /9), 

na  -  «log  tg  [^  •^-  +  ^)  -  «a  +  nlogtg  (^-^  +  -"- ) 

e  "v  e 


?=  -n 


na -nlogtg 


(v  "  t) 


—  n  a  -h  ti  log  tg 


—  e 


(t--) 


folgt.  Diese  Gleichungen  (19)  bez.  (20)  genügen  zur  Herstellung  der 
Abbildungen,  da  sie  zur  gegebenen  Breite  u  und  Länge  v  die  Mittel- 
pimktflcoordinaten  p  und  q  der  Kreise  (15)  in  der  Bildebene  liefern. 
Die  Constanten  a^  ßj  n  sind  dabei  irgendwie,  aber  bestimmt  zu 
wILhlen. 

Bei  der  Abbildung  (19)  stellen  sich  die  Breiteukreise  {u)  als 
die  Kreise  der  ersten  Schar  (15)  dar,  also  als  Kreise  durch  zwei  ge- 
meinsame reelle  Punkte,  während  die  Bilder  der  Meridiane  nicht 
—  wie  auf  der  Kugel  —  gemeinsame  reelle  Punkte  haben.  Für 
kartographische  Zwecke  benutzt  man  daher  lieber  die  Abbildung  (20), 
i    der  die   Bilder  der  Pole   die   beiden   reellen  Punkte  (j  =  0, 
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t)  =  ±  n)  sind.  Bei  dieser  Abbildung  wird  der  Winkel  v,  den  d« 
Meridian  (r)  auf  der  Kugel  im  Nord-  oder  Südpol  mit  dem  N«U- 
meridian  einschliesst,  verzerrt.  Denn  die  Bilder  der  Meridiane  (i) 
sind  die  Kreise,  die  durch  die  erste  Gleichung  (15)  definiert  werden; 
der  zu  p  gehörige  Kreis  aber  hat  im  Punkte  (jr  b  0,  9  =^  ")  ^^ 
Tangente,  deren  Winkel  co  mit  der  |:-Axe  durch 

P 


tgö) 


n 


bestimmt  wird.  Hierfür  kann  nach  der  ersten  Gleichang  (20)  ge- 
schrieben werden: 

fo  =:  n{v  +  ß)  ^  nv  +  nß. 

nß  ist  bloss  eine  additive  Constante.  Daher  sieht  man:  Der  Winkel 
unter  dem  sich  zwei  Meridiane  auf  der  Kugel  im  Nordpol  schneideiii^ 
erscheint  im  Bilde  in  n-facher  Grösse.  Die  Abbildung  ist  deshalb 
für  den  Nordpol  und  ebenso  für  den  Südpol  nicht  mehr  conform, 
wenn  n  nicht  etwa  gerade  gleich  +  1  oder  —  1  ist 

Nehmen  wir*  etwa  n  =  )-  an.  Femer  sei  der  Meridian,  der  sich 
als  Kreis  um  den  Anfangspunkt  der  ^  Q-Ebene  mit  dem  Radios  n  ab-' 
bildet,  der  Meridian  {v  =  \n).  Es  sei  also  p  =^  0  ßlT  v^\n.  Nach  (20) 
tritt  dies  fllr  ß  =  0  ein.  Wir  wählen  deshalb  /?  =  0.  Der  Äquator 
{u  s  0)  möge  sich  als  die  ;-Axe  abbilden,  d.  h.  als  der  zur  zweite! 
Gleichung  (15)  für  9  =  00  gehörige  Kreis.  Zu  diesem  Zweck  wftUsaj 
wir  nach  (20)  die  Constante  e^  =  0.  Jetzt  vereinfachen  sich  dis' 
Gleichungen  (20)  so: 

;>  =  itg-J,        ?  =  ictg-J. 

Diese  conforme  Abbildung  ist  in  Fig.  22,  S.  87,  dargestellt 

Die  Formeln  (20)  dienen  dazu,  die  ganze  Kugelfläche  conform 
und  eindeutig  auf  das  Innere  eines  beliebigen  ebenen  Kreiszweiecki 
abzubilden,  wobei  die  Meridiane  als  die  Kreise  durch  die  Ecken 
und  die  Meridiane  als  die  dazu  senkrechten  Kreise  erscheinen. 

Es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  wir  bei  der  Lösung  un- 
seres Problems  von  vornherein  annahmen,  das  Bild  der  Breiten-  und 
Längenkreise  sei  ein  allgemeines  Isothermensystem  yon  EreissB 
in  der  Ebene,  denn  neben  diesem  giebt  es  ja  nach  I  S.  184  noch 
drei  specielle  Gestalten,  dargestellt  durch  die  Figuren  Sl,  82,  S^ 
I  S.  128—134.  Die  Fälle  der  Figuren  32  und  84  gehen  f&r  n-O 
bez.  n  =  00  hervor.  Im  Fall  n  =  0  wird  offenbar  die  Abbilduig 
im  Nordpol  ausgeartet,  im  Fall  n  =  oo  liegt  das  Bild  des  Nordpds 
unendlich  fem.    Der  Fall  der  Figur  31  geht  nicht  so  einfach  dnrdi 
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le  Wahl  der  CoDstanten  n  hervor.    Da  sich  dieser  Fall  jedoch 
aoalog  erledigen  läset,  wenn  maa  auf  das  1.  Beispiel,  I  S.  128, 
lOkgebt,  so  Übergehen  wir  ihn. 

Noch    sei    angemerkt,    dass    die    gefundenen    Äbbildongeii   ins- 
mdere  für  n  =  +  1  die  stereographischen  Projectionen  ergeben.  — 


Fig.  ; 


Wir  erwähnen  noch  einige  Probleme:  Man  kann  nach  allen 
denjenigen  conformen  Abhildungen  der  Kugel  fragen,  bei  denen  sich 
die  er'  grössten  Kreise  der  Kugel  als  die  Geraden  der  Ebene  dar- 
stellen, aber  es  giebt  keine  solche  Abbildung,  was  schon  daraus 
folgt,  dass  die  Winkelsamme  io  einem  ebenen  Dreieck  stets  zwei 
Rechte  beträgt,  aber  nicht  in  einem  sphärischen  Dreieck.  Die 
Winkeltreue  kann  also  nicht  gewahrt  bleiben,  wenn  sich  die  % 
Kngelkreise  als  Oeraden  abbilden  sollen. 
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Dagegen  führt  ein  anderes  Problem  zu  einer  wichtigen  Ab- 
bildung: Gesucht  diejenigen  conformen  Abbildungen  der 
Kugel  auf  die  Ebene,  bei  denen  die  Loxodromen  als  Ge- 
raden erscheinen. 

Unter  einer  Loxodrome  versteht  man  eine  Curye  constanter 
Himmelsrichtung  auf  der  Erdkugel,  mathematisch  ausgesprochen  eine 
solche  Curve  der  Eugel,  die  alle  Breitenkreise  oder  Meridiane  unter 
constantem  Winkel  schneidet.  Zu  den  Loxodromen  gehören  die 
Breitenkreise  und  Meridiane;  alle  übrigen  Loxodromen  dagegen  sind 
Gurren,  die  die  Pole  der  Kugel  zu  asymptotischen  Punkten  (I  S.  18) 
haben,  sodass  also  die  grössten  £j-eise  der  Kugel  —  ausser  den 
Meridianen  und  dem  Äquator  —  keine  Loxodromen  sind.  Da  sich 
die  Loxodromen  als  Geraden  darstellen  sollen,  so  ist  dies  insbeson- 
dere von  den  Breitenkreisen  und  Meridianen  zu  fordern.  Wegen 
der  Winkeltreue  müssen  sie  also  als  zwei  Scharen  zu  einander  senk- 
rechter paralleler  Geraden  erscheinen. 

Bei  einer  conformen  Abbildung,  bei  der  die  Breitenkreise  und 
Meridiane  in  dieser  Weise  auftreten,  erscheinen  die  Loxodromen 
wegen  der  Winkeltreue  als  Linien,  die  eine  Schar  paralleler  G^ 
raden  unter  constanten  Winkeln  schneiden,  mithin  als  Geraden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  jetzt  gesuchten  Abbildungen  unter  den 
oben  besprochenen  enthalten  sind  (nämlich  für  n  =  oo).  Es  ist  aber 
bequemer,  sie  direct  zu  bestimmen:  Denn  auf  der  Kugel  (17)  sind 
die  Grössen  (18)  thermische  Parameter  der  Breitenkreise  und  Meri- 
diane.    Daher  geben  nach  S.  75  die  Gleichungen: 

(21)  l^v,       9  =  log  tg  (^  +  l) 

eine  Abbildung  der  gesuchten  Art    Nach  Satz  39.  S.  75,  folgt 

Satz  45:  Alle  diejenigen  conformen  Abbildungen  der 
Kugel  mit  der  Breite  u  und  der  Länge  v  auf  die  {Q-Ebene, 
bei  denen  die  Loxodromen  als  Geraden  erscheinen,  sind 
der  Abbildung 

E  =  t;,       5  =  logtg(^4- y) 
gleich-  oder  gegensinnig  ähnlich. 

Die  Abbildung  (21)   heisst   die  Karte   von  Meecator.^     Siehe 


^  Kbbmeb,  genannt  Mercator,  veröffentlichte  1569  seine  Weltkarte,  auf 
der  er  zwar  ihre  Vorzüge  angab,  aber  über  die  Art  ihrer  Construction  nichts 
mitteilte.  Nach  seinem  Tode  fand  Wriqht  1599  ein  Xäherungsverfahren,  aber 
erst  1645  gab  Bond  den  exacten  mathematischen  Ausdruck  für  die  Abstftnde 
der  Breitenkreise  an  in  einem  Anhange  zu  Nobwood's  „Epitome  of  navi- 


§  10.    (Jonfonm  Ahtnldmig  der  Kugel  auf  die  EUm.            89 

Fig.  23.    Das  Bild  erfilUt  den  ganzen  Streifen  zwischen  der  Geraden 
j=±n    bis    ins    Unendliche'    und   wiederholt   sich    beiderseits 
periodisch.     Ks  sei  noch  hervorgehoben,   dass  sich  diese  Abbildung 
natürlich  nicht  etwa  einfach  dadurch  herstellen  lässt,  dass  man  die 
Kngel  auf  einen  längs  des  Äiiuators  berührenden  Cylinder  von  der 
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erspectiv  projiciert  und  alsdann  den  Cylinder 
letztere  Verfahren  giebt  dieselben   Meridia 
eiten  wenig  abweichende  Bilder  der  Breitenk 
Brzichten    auf  die   Betrachtung  sonstiger  con 
er  Kugel. 

abwi 
reise. 

^kelt. 

für 

Ab- 

gation".    Den  ersten  Beweis  dafür  gab  endlich  Hallei,  „An  eagy  demon- 
•  tration   of  the   logarithruic   tangents   to   the  metidian  line",   Pbaofl. 
TnuuiactioQs   für   1695-97,   Vol.  18.      Wegen    ibrea   Nutzens    für    die   Seefahrt 
beÜBt  die  MMCiTOBBche  Karte  schlechtweg  die  Seekarte.    Sie  gestattet  die 
TOD  der  Seefahrt  bevorzugteu  Linien  constanten  Cursea,  die  Loiodromen,  wegen 
ihrer   Geradlinigkeit    und    Winkeltreue    direct    mittels    des    Compasaes    einiu-          ^^m 
Miehncn,  sobald  das  Kartenblatt  selbat  orientirt  ist.                                                         J^^l 
>  Die  Fig.  23  gellt  von  SO"  nrirdlicher  bis  zu  80"  sQdlichcr  Breite.                 1  ^^| 
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§  11.    Beliebige  punictweise  Abbiidungen  von  Flächen. 

In  den  Paragraphen  5,  6,  9  und  10  haben  >vir  einige  besondere 
Arten,  eine  Fläche  auf  eine  andere  Punkt  für  Punkt  zu  beziehen, 
in  Betracht  gezogen.  Jetzt  wollen  wir  einige  Sätze  aufstellen,  die 
für  jede  beliebige  punktweise  Abbildung  gelten. 

Es  liege  eine  Fläche  in  Parameterdarstellung  vor: 

(1)  x  =  9>(m,  r),       y  =  /(M,  t7),       z^\p{u,v). 

Wenn  die  Fläche  nach  irgend  einem  Gesetz  auf  eine  andere  Fläche 
abgebildet  wird,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  (or,  y,  z)  der  Fläche  ein 
Punkt  {x,yjZ)  auf  der  zweiten  Fläche.  Daher  sind  dann  x,  y,  z  Func- 
tionen von  Xj  y,  z  oder  nach  (1)  Functionen  von  u  und  v,  £^  seien 
dies  die  Functionen: 

(2)  Ä-  =  ^(M,r),       y  =  /(M,t7),       z^\f[u,v). 

Diese  Gleichungen  ergeben,  wenn  u  und  v  alle  möglichen  Werte 
annehmen,  die  Coordinaten  aller  Punkte  (x,  y,  z)  der  zweiten  Fläche. 
Mithin  ist  (2)  eine  Parameterdarstellung  der  zweiten  Fläche.  Zu 
jedem  Wertepaare  u,  v  gehören  einander  entsprechende  Punkte  {z,  y,  z) 
und  {x,  y,  z)  oder  P  und  P  der  beiden  Flächen  (1)  und  (2). 

Es  seien 

ds^  =  Edn^  +  2Fdu  dv  +  Gdv*, 
dp  =  £du^  +  2Fdu  dv  +  Ödv^ 


(3) 


die  Quadrate  der  Bogenelemente  der  beiden  Flächen. 

Andern  wir  u  und  t*  unendlich  wenig,  so  ändern  sich  auch  die 
Punkte  P  und  P  unendlich  wenig.  Das  als  eben  aufzufassende 
unendlich  kleine  Stück  der  ersten  Fläche  in  der  Umgebung  eines 
beliebigen  Punktes  P  bildet  sich  als  das  ebenfalls  als  eben  auf- 
zufassende unendlich  kleine  Stück  der  zweiten  Fläche  in  der  Um- 
gebung des  zugeordneten  Punktes  P  ab.  Wir  wollen  die  Beziehung 
zwischen  diesen  beiden  unendlich  kleinen  Bereichen  untersuchen, 
verstehen  also  unter  m,  v  zwei  allgemein,  aber  bestimmt  gewählte 
Werte  der  Parameter  und  setzen  nach  (1)  und  (2)  an: 

dx  =  X ^  du  +  x^  dv,     dy  =  y^  du  +  y,.  dv,     dz  =  z ^  du  +  z^dv\ 
dx  =  f  ^  du  +  x^  dv,     dy  =  y,^  du  +  y^. dv,     dz  =  z^  du  +  z^dv. 


(4) 


Hierin  haben  jetzt  die  partiellen  Ableitungen  von  x,  y,  z  und  x,  y,  z 
nach  u  und  v   bestimmte  Werte,   während  die  Differentiale  ver- 
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änderlich  bleiben.  Es  sind  dx,  dy,  dz  rechtwinklige  Ponktcoordi- 
naten  für  das  unendlich  kleine  Stück  der  ersten  Fläche  in  dem- 
jenigen Äxenkreuz,  das  dem  ursprünglichen  parallel  ist  und  seinen 
Anfangspunkt  im  Punkte  P  oder  {x,  y,  z)  der  Fläche  hat  Analoges 
gilt  von  dxj  dy,  dz.  Wir  sehen  aus  (4),  dass  diese  rechtwinkligen 
Coordinaten  linear  und  homogen  von  den  Hülfsveränderlichen  du 
und  dv  abhängen. 

Jeder  Fortschreitungsrichtung  {dx :  dy :  dz)  auf  der  ersten  Fläche 
vom  Punkte  P  aus  entspricht  hiemach  eine  Fortschreitungsrichtung 
[dx :  dy :  dz)  auf  der  zweiten  Fläche  vom  Punkte  P  aus. 

Wenn  wir  du  und  dv  so  annehmen,  dass  dvidu  einen  be- 
stimmten Wert  k  hat,  so  ist  der  zugehörige  Punkt  {u  +  du,  v  +  dv) 
oder  (x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  der  ersten  Fläche  an  diejenige  Tan- 
gente des  Punktes  {x,  y,  x)  gebunden,  deren  Gleichungen  in  den 
laufenden  Coordinaten  i,  \),  §  nach  (3),  S.  20,  sind: 

(5)  ^  =  x-\-{x^+x^k)t,     r)^y  +  (y^  +  yj)t,     5  =  r  +  (z„+ ^„*)^ 

mit  dem  längs  der  Tangente  vei^nderlichen  Parmneter  t  Dieser 
Tangente  entspricht  bei  der  zweiten  Fläche  die  Tangente: 

(6)  l  =  x  +  {x^  +  x^^)t,    ^  =  y  +  (y,  +  y,Ä)?,    5  =  ^  +  (^u  +  M)^- 

Wir  wollen  nun  k  vier  Werte  k^,  k^,  k^,  k^  erteilen.  Ihnen 
entsprechen  vier  Tangenten  (5)  in  der  Tangentenebene  von  P  und 
vier  Tangenten  (6)  in  der 
Tangentenebene  von  P. 
(Siehe  Fig.  24).  Die  ersten 
vier  Tangenten  haben  nach 
I  S.  334  ein  gewisses  Dop- 
pelverhältnis, das  wir 
leicht  bestimmen  können:  Fig.  24. 

Wenn  wir  nämlich  in  (5) 

für  t  den  Wert  Eins  setzen,  so  erhalten  wir  einen  Punkt  auf  der 
Tangente  (5): 

(7)  f  =  x  +  x^+x^Ä,       tj=^y  +  y^  +  y^k,       i  =  z  +  z^+  z^k. 

Geben  wir  jetzt  k  beliebige  Werte,  so  sind  dies  wieder  die  Glei- 
chungen einer  Geraden  mit  den  laufenden  Coordinaten  ^,  t),  i  und 
dem  Parameter  k.  Diese  Gerade  liegt  in  der  Tangentenebene  von  P. 
Jene  vier  Tangenten  treffen  sie  in  vier  Punkten,  deren  Coordinaten 
aus  (7)  hervorgehen,  wenn  wir  für  k  die  vier  Werte  k^j  h^j  k^f  h^ 
setzen.     Nach  Satz  41  oder  42,  I  S.  333,  haben  die  Tangenten  da9 


93  Erster  AlmelmÜl:   Das  Bogeitehmeiit  der  Fläche. 


selbe  Doppelverliältius  wie  diese  vier  Punkte.     Und  da  A  in  (7) 
lisear  auftritt,  so  ist  das  letztere  DoppelTerli&ltniB  nach  Satz  40, 
I  S.  392,  gleich  dem  der  vier  Werte  Ap  h,,  A,,  k^. 
Wir  haben  also  zunächst  den 

Sats46:  Diejenigen  vier  Tangenten  eines  Punktes  (w,  e) 
anf  einer  Fläche  mit  den  Parametern  u,  v,  für  die  dv.du 
die  Werte  k^,  k^,  A,,  k^  hat,  haben  das  DoppelTerhaltnis 
(*!  *,*,*.)■ 

Da  der  Satz  anch  fUr  die  Tangenten  (6)  der  zweiten  Fläche 
gilt,  80  folgt  hierans: 

Satz  47:  Sind  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt  anf  ein- 
ander bezogen,  so  entsprechen  den  Fortschreitungsrich- 
tungen,  die  auf  der  einen  Fläche  von  irgend  einem  Paukte 
ausgehen,  die  Fortschreitungsrichtungen,  die  anf  der  an- 
deren Fläche  Ton  dem  zugeortjneten  Punkte  aasgehen,  nnd 
zwar  iß  der  Weise,  dass  irgend  vier  Richtungen  durch  den 
ersten  Punkt  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  ent- 
sprechenden vier  Kicbtungen  durch  den  zweiten  Punkt 
haben. 

Wenn  wir  auf  den  Tangenten  der  Parameterlimeu  («)  und  (f) 
des  Punktes  P  der  ersten  Fläche  Y^'  <""^  V^  ^'^  Strecken  auf- 
tragen und  diese  Strecken  zum  Parallelogramm  verrollständigeu, 
wenn  wir  femer  das  Analoge  beim  Punkt  P  der  zweiten  Fläche 
thun,  so  liegen  zwei  Parallelogramme  vor,  innerhalb  deren  wir  jetzt 
die  durch  (4)  rechnerisch  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  den  an- 
endlich kleinen  Flächenbereichen  von  V  und  P  geometrisch  her- 
stellen können:  Hat  nämlich  dv.du  etwa  den  Wert  k,  so  werden, 
wie  in  Fig.  6,  S.  31,  die  Seiten  /Ö  und 
y^V  mit  k  multipliciert  Wird  dann  aus 
diesen  verlängerten  Seiten  und  den  anderen 
Seiten  ^E  bez.  }'E  jedesmal  das  Parallelo- 
gramm wieder  vervollständigt,  so  entsprechen 
'  die  Diagonalen  beider  Parallelogramme  dem 
gegebenen  Wert  k  von  dv :  du.  Wir  können 
die  beiden  Figuren  als  unendliche  ähnliche 
VergröBserungen  der  unendlich  kleinen  Far- 
Kig.  '20.  allelogramme  auf  den  Flächen  auffassen. 

Wenn  wir  nun  die  eine  unserer  beiden 
Figuren,  etwa  die  erste,  soweit  ähnlich  vergrössem,  bis  die  Quer- 
diagonale des  aus  )/'.'  und  ^FJ  gebildeten  Parallelogramms  mit  der 
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entsprechenden  Diagonale  in  der  zweiten  Figur  an  Länge  überein- 
stimmt, so  können  wir  beide  Figuren  so  an  einander  legen,  dass  sie 
sich  längs  dieser  Diagonale  durchdringen.  Siehe  Fig.  25,  S.  92. 
Aus  der  Proportionalität  der  beiden  vorhin  mit  k  —  dv.du  aus-» 
geführten  Constructionen  folgt  dann  der  in  der  Figur  angedeutete 

Satz  48:  Sind  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt  auf  ein- 
ander bezogen,  so  entspricht  jedem  unendlich  kleinen 
Stück  der  einen  Fläche  ein  unendlich  kleines  Stück  der 
anderen  Fläche.  Bringt  man  zwei  solche  einander  ent- 
sprechende Stücke  in  eine  geeignete  Lage  zu  einander,  so 
kann  man  die  Zuordnung  zwischen  ihren  Punkten  durch 
eine  passende  ähnliche  Vergrösserung  des  einen  Stücks 
und  darauf  folgende  Parallelprojection  des  einen  Stücks 
auf  das  andere  geometrisch  herstellen. 

Doch  ist  die  besondere  Art,  wie  weit  die  Vergrösserung  aus- 
zuführen ist,  in  welche  gegenseitige  Lage  beide  Stücke  zu  bringen 
sind  und  in  welcher  Richtung  zu  projicieren  ist,  für  jedes  andere 
Paar  zugeordneter  Stücke  natürlich  eine  andere. 

Aus  diesem  geometrischen  Ergebnis  hätten  wir  den  obigen 
Satz  47  mit  Hülfe  der  Sätze  des  §11,3.  Abschn.  des  1.  Bds.,  eben- 
falls ableiten  können.  Auch  die  folgenden  Betrachtungen  lassen 
sich  zum  Teil  rein  geometrisch  wiedergeben,  aber  wir  schlagen  den 
analytischen  Weg  ein. 

Die  zu  zwei  Werten  k  und  x  von  dv :  du  gehörigen  Fortschrei- 
tungsrichtungen  im  Punkte  (u,  v)  der  ersten  Fläche  bilden  einen 
Winkel  a  mit  einander,  für  den  nach  Satz  10,  S.  32, 

(8)  cos  a  =  —  — - 

y(E-^2Fk  +  Qk^)(E+2Fx'\-Qx^ 

ist  Die  entsprechenden  Richtungen  im  Punkte  (u,  v)  der  zweiten 
Fläche  bilden  einen. Winkel  ä  mit  einander,  für  den 

,ox  -  E-^  F(k  -^x)  +  Okx 

(9)  cos  a  =  ^ 


V{E+  2Fk  +  &k^)(E+2Px  +  Öx») 


ist  Werden  k  und  x  so  gewählt,  dass  die  zugehörigen  Richtungen 
auf  der  ersten  Fläche  zu  einander  senkrecht  sind,  so  werden  die 
zugehörigen  Richtungen  auf  der  zweiten  Fläche  im  allgemeinen 
nicht  zu  einander  senkrecht  sein.  Einem  rechten  Winkel  auf  der 
ersten  Fläche  entspricht  vielmehr  nur  dann  ein  rechter  Winkel  auf 
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der  zweiten,  wenn  die  Bestimmongsstücke  k  und  n  der  Schenkel  so 
gewählt  werden,  dass  gleichzeitig  cos a^O  and  cos S  =>  0,  also 


(10)  { 


E+  F(Ä  +  x)  +  ^*x  =  0, 
E+  F{k  +  x)  +  Gkx^Q 


ist  Es  müssen  also  k  und  »  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Summe 
und  ihr  Produet  die  Werte  haben: 

/ii\  Ä   .  QE-  EG  EF-  FE 

(11)  *  +  ^  =  Tö-3^i^-'       ^""^-FÖ-^P- 

d.  L  i  und  X  sind  die  beiden  Wurzeln  der  in  k  quadratischen 
Gleichung: 

(12)  [EF -  FE)  -^[GE^  EG) k  +  [FG  -GF)k*=^0 

oder 

k^      E       E 

(13)  ,  -Ä       F       F    =^0. 

1        (7       Ö 

Hinsichtlich  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  nun  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

1.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder  (13)  ist  identisch  er- 
füllt, d.  h.  es  ist 

E:F:G=^E:F:G. 

Nach  S.  72  ist  alsdann  die  Abbildung  in  den  betrachteten  Punkten 
(u,  v)  conform.  Jedem  rechten  Winkel  durch  den  Punkt  (ti,  v)  der 
einen  Fläche  entspricht  ein  rechter  Winkel  auf  der  anderen  Fläche. 

2.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder  (13)  hat  zwei  ver- 
schiedene Wurzeln.  Im  Punkte  {u,  v)  der  einen  Fläche  giebt  es 
dann  nur  einen  rechten  Winkel,  dem  auf  der  anderen  Fläche  wieder 
ein  rechter  Winkel  entspricht  Wenn  wir  k  durch  dvidu  ersetzen, 
so  lautet  die  Gleichung  (12)  oder  (13)  so: 

(14)  {EF--  FE) du^  -  (r; E^  E G)du dv  +  {FG  -  G F) dv*  =  0 

oder: 

dv^         E      E 


(15) 


-  dvdu     F      F     =  0 . 
du-         G       G 


Nach  Satz  5,  S.  13,  aber  deliniert  diese  Gleichung  als  Differential- 
gleichung in  n  undr  zwei  Curvenscharen  auf  jeder  der  beiden  Flächen, 
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und  zwar  ist  in  jedem  Punkte  jeder  der  beiden  Flächen  die  hin- 
durchgehende Curve  der  einen  Schar  senkrecht  zur  hindurchgehen- 
den Curve  der  andern  Schar.  Es  giebt  also  auf  der  einen  Fläche 
gerade  ein  Orthogonalsystem  von  Curven  (vgl.  S.  33),  dem  auf  der 
anderen  Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  von  Curven  entspricht 
—  Sind  die  beiden  Flächen  reell  und  entsprechen  reellen  Werten 
der  Parameter  m,  v  reelle  Punkte,  so  sind  auch  die  Wurzeln  k  und  x 
der  quadratischen  Gleichung  (12)  oder  (13)  reell.  Dies  sieht  man 
wohl  am  schnellsten  so  ein:  Deuten  wir  für  den  Augenblick 


(16) 


y  =  Ä  + 


Q 


t)  =  x  + 


z 

Q 


als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  einer  Ebene,  so  stellt  die  erste 
Gleichung  (10)  die  gleichseitige  Hyperbel 


n  =  - 


(?• 


dar.     Die  erste  Gleichung  (11)  bedeutet  dann  eine  Gerade: 

j  +  ^  =  Const. 

parallel  zur  Hauptaxe  der  HyperbeL  Beide  treflFen  einander  in  zwei 
reellen  Punkten  (y,  ^),  deren  Coordinaten  paarweis  vertauscht  sind 
(siehe  Fig.  26).  Zu  jedem  Punkt  gehört 
nach  (16)  ein  reelles  Wertepaar  ä,  x, 
das  den  Gleichungen  (10)  oder  (11)  oder 

(12)  genügt.  —  Im  reellen  Fall  also 
sind  die  beiden  einander  entsprechenden 
Orthogonalsysteme  auch  reell. 

3.  Fall:  Die  Gleichung  (12)  oder 

(13)  hat  zwei  gleiche  Wurzeln.  Jetzt 
fallen  die  beiden  zu  einander  senkrech- 
ten Fortschreitungsrichtungen  auf  jeder 
der  beiden  Flächen  zusammen.  Nach 
Satz  49,  I  S.  339,  sind  sie  also  die  Rich- 
tungen von  Minimalgeraden.  In  der  That  giebt  jede  der  Gleichungen 
(10),  sobald  Ä  =  X  gesetzt  wird,  nach  S.  35  die  Bedingung  für  die 
Richtung  k  einer  durch  den  Punkt  (m,  v)  der  ersten  bez.  zweiten 
Fläche  gehenden  Minimalcurve.  Jedes  der  beiden  Orthogonalsysteme 
des  zweiten  Falles  ist  mithin  in  eine  Schar  von  Minimalcurven  aus- 
geartet Es  liegt  daher  hier  der  besondere  Fall  vor,  dass  der  einen 
Schar  von  Minimalcurven  auf  der  ersten  Fläche  vermöge  der  Ab- 
bildung wieder  gerade  eine  der  Scharen  von  Minimalcurven  auf  der 


Fig.  26. 
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zweiten  Fläche  zugeordnet  ist  Übrigens  tritt  dies  bei  reeller  Ab- 
bildung reeller  Flächen  nie  ein,  wie  die  Fig.  26  zeigt,  da  in  dieser 
Figur  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel  nur 
dann  zusammenfallen  können,  wenn  die  Hyperbel  in  ihre  Asymptoten 
ausartet,  also  D  =  0,  d.  h.  die  erste  Fläche  nach  Satz  9,  S.  29,  die 
Tangentenfläche  einer  Minimaicurve  ist. 

Wenn  wir  von  solchen  Flächen  absehen,  so  können  wir  das 
Ergebnis,  indem  wir  uns  an  Satz  37,^  S.  73,  erinnern  und  den  zweiten 
und  dritten  Fall  vertauschen,  so  formulieren: 

Sati  49:  Bildet  man  eine  Fläche  Punkt  für  Punkt  auf 
eine  andere  Fläche  ab  und  ist  keine  der  beiden  Flächen 
die  Tangentenfläche  einer  Minimaicurve,  so  sind  drei  Fälle 
denkbar: 

Erstens:  Die  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  der 
einen  Fläche  bilden  sich  als  die  beiden  Scharen  von  Mini- 
malcurven der  anderen  Fläche  ab.  Dann  ist  die  Abbildung 
conform,  und  jedem  Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fl&che 
entspricht  ein  Orthogonalsystem  auf  der  anderen  Fl&che. 

Zweitens:  Nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  der  einen 
Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Minimalcurven  der  an- 
deren Fläche  ab.  Ausser  dieser  als  Ausartung  eines  Ortho- 
gonalsystems aufzufassenden  Schar  giebt  es  alsdann  kein 
Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fläche,  dem  auf  der  an- 
deren Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  entspräche. 
Bei  reeller  Abbildung  tritt  dieser  Fall  nie  ein. 

Drittens:  Keine  der  beiden  Scharen  von  Minimal» 
curven  der  einen  Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Mini- 
malcurven der  anderen  Fläche  ab.  Alsdann  giebt  es  ein 
und  nur  ein  Orthogonalsystem  auf  der  einen  Fläche,  dem 
auf  der  anderen  Fläche  wieder  ein  Orthogonalsystem  ent- 
spricht Ist  die  Abbildung  reell,  so  sind  es  auch  diese 
beiden  Orthogonalsysteme. 

Der  letzte  Fall  ist  der  allgemeinste.  Wir  wollen  ihn  daher 
insbesondere  für  reelle  Abbildungen  noch  einmal  als  Satz  aus- 
sprechen: 

Satz  50:  Wird  eine  reelle  Fläche  Punkt  für  Punkt,  aber 
nicht  conform,  auf  eine  andere  reelle  Fläche  abgebildet, 
so  giebt  es  stets  ein  und  nur  ein  Orthogonalsystem  auf 
der  einen  Fläche,  dem  auf  der  anderen  Fläche  wieder  ein 
Orthogonalsystem  entspricht;  und  diese  beiden  Orthogonal- 
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Systeme  sind  reell.^  —  Sind  auf  beiden  Flächen  einander 
entsprechende  Punkte  (ar,  y,  z)  und  (x,  y,  z)  auf  dasselbe  Para- 
meterpaar bezogen: 

x=(p{u,v),      !/=x{ti,v),       z  =  \lj{u,v), 

x=^{u,v),       y  =  /(M,r),       z=^ip{u,v) 

und  sind  E,  F,  O  bez.  E,  F,  Q  die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  auf  den  beiden  Flächen,  so  werden  jene  Ortho- 
gonalsysteme durch  die  Differentialgleichung 

dv^        E      E 

—  dudv     F      F     =0 

du^        Q       0 

zwischen  u  und  v  definiert. 

Sehen  wir  von  dem  Specialfall  ab,  der  bei  reeller  Abbildung 
nie  eintritt,  dass  nämlich  die  quadratische  Gleichung  (12)  eine 
Doppelwurzel  hat,  so  können  wir  nunmehr  annehmen,  dass  die 
Parameter  u  und  v  schon  so  gewählt  seien,  dass  gerade  die  Para- 
meterlinien [u)  und  (v)  auf  beiden  Flächen  Orthogonalsysteme  bilden. 
Im  allgemeinen  ist  dies  nur  auf  eine  Weise  möglich,  im  Fall  der 
conformen  Abbildung  auf  unendlich  viele  Weisen.  Hervorzuheben 
ist  noch,  dass  die  so  eingeführten  neuen  Parameter  u  und  v  im 
Fall  einer  reellen  Abbildung  für  reelle  Punkte  auch  reell  sind. 

Nach  Satz  13,  S.  34,  ist  jetzt  F=  F  =0  zu  setzen,  sodass 

ds^  =  Edu^  +  Odv^, 
dP^  Edu^  +  Odv^ 

ist  Jetzt  sind  die  Parallelogramme  in  Fig.  25,  S.  92,  Bechtecke,  und 
man  erkennt:  Geht  man  von  einem  Punkte  P  oder  (w,  v)  der  ersten 
Fläche  in  der  Richtung  [dv.du)  fort  zu  einem  unendlich  benach- 
barten Punkt  Q,  so  ist  für  den  Winkel  tp  dieser  Richtung  mit  der 
Tangente  der  Parameterlinie  {u)\ 


^  Dies  wurde  zuerst  von  Tissot,  „Sur  les  cartes  g^ographiques", 
Comptes  Rendus  t.  49  (1859),  ausgesprochen.  Eine  ausführliche  Begründung 
gab  er  1878  in  den  Nouvelles  Annales  de  Math.,  2.  s^rie,  t.  17.  Dass  der  Satz 
bei  imaginären  Abbildungen  nicht  ausnahmslos  gilt,  bemerkte  Lie,  „Über 
geodätische  Linieu^S  Note  I:  „Über  die  allgemeinste  geodätische 
Abbildung  einer  reellen  oder  imaginären  Fläche'S  Math.  Ann.  20.  Bd. 
(1882).  Er  machte  darin  auf  den  in  obigem  Satz  49  genannten  zweiten  Fall 
aufmerksam. 
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yEdu 


sin  op  =  -^— r- 
^  ds 


YOäv 
^  ds 


Auf  der  anderen  Fläche  kommt  entsprechend: 

sm  cp  =  -^- — ,      cos  cp  =  — 3= 

'^  ds      ^  ^  da 

(Siehe  Fig.  27.)     In  dem  Axenkreuz,   das  von  den  Tangente 


Fig.  27. 

durch  P  gehenden  Parameterlinien  [u)  und  (r)  gebildet  wird,  ] 
j  und  t)  rechtwinklige  Coordinaten  von  Q  sein.     Dann  ist: 

l  =  ^äcos9P  ~  y^rfü,       ^  =  rfÄsinqp  =  yEdu. 

Analog  construieren  wir  das  Kreuz  der  f-  und  ^-Axe  bei  der  z 
Fläche.  Dann  hat  d^r  Bildpunkt  von  Q  die  rechtwinkligen  C 
naten: 

Daher  ist: 


=  i/|e. 


Beschreibt  Q   einen   unendlich   kleinen  Kreis   um   P  mit 

Radius  ds,  so  ist 

J*  +  9*  =  rfÄ», 

und  für  die  Bahn  des  Bildpunktes  ergiebt  sich  dann  der  une 
kleine  Kegelschnitt: 

Im  reellen  Fall  sind  die  Coefficienten  hierin  positiv  (nach 
Dann  also  ist  die  Bildcurve  eine  unendlich  kleine  Ellipse  m 
Halbaxen 

Wir  finden  also: 

Satz  51:    Bildet  man  eine  Fläche  Punkt  für  Punk 
eine  andere  Fläche  ab,  so  dass  ein  gewisses  Orthog 
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•ystem  der  Fläche  im  Bilde  wieder  als  Orthogonalsystem 
erscheint,  so  entspricht  jedem  unendlich  kleinen  Kreis  um 
einen  Punkt  P  der  Fläche  auf  der  Bildfläche  ein  Kegel- 
schnitt,   dessen  Mittelpunkt  der  Bildpunkt  von  P  ist  und 
dessen  Axen  in  den  Tangenten  der  durch  diesen  Bildpunkt 
gehenden  Curven  des  zweiten  Orthogonalsystems  liegen.  Ist 
die  Abbildung  reell,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.^ 
Die  Radien  des  Kreises  um  P  bilden  sich  als  die  Halbmesser 
des  Kegelschnittes  ab.     Da  die  Axen  der  Ellipse  die  Maxima  oder 
Minima  der  Durchmesser  sind,  so  sieht  man: 

Satz  52:  Bildet  man  eine  reelle  Fläche  punktweis,  aber 

tiieht  conform  auf  eine  andere  reelle  Fläche  ab,  wobei  ein 

Orthogonalsystem  der  Fläche  im  Bilde  wieder  als  Ortho- 

^onalsystem   erscheint,   so    sind    die   Curven  jenes   Ortho- 

Conalsystems  diejenigen  Curven,  längs  deren  an  jeder  Stelle 

4ie  durch  die  Stelle  gehenden  Bogenelemente  bei  der  Ab- 

DÜdung  die  grösste  Längenverzerrung  erleiden. 

Auch   sieht   man   ein,   dass   die   Curven   ohne   Längenver- 
lerrung,   für  die  also  ds  =  ds  ist,   zwei   Scharen  bilden,   derart, 
die  Winkel  der  durch  einen  Punkt  gehenden  beiden  Curven 
^Mn  den  Curven  des  Orthogonalsystems  halbiert  werden. 
Aus  der  früheren  Formel  (8)  folgt  leicht: 

. D(k-  x)     

^^  ■"   ^  +  Fik  +  x)  +  Öikx  ■ 

Wählen  wir  die  Richtungen  k  und  x  unendlich  wenig  verschieden 
einander,  d.  h.  setzen  wir  etwa  x  =  A  —  dk,  so  wird  a  unend- 
Keh  klein,  etwa  gleich  da,  und  igcc  =  da,  sodass  kommt: 

,     _    Ddk 

""  'E  +  2Fk  +  Ok^  * 

INesem  unendlich  kleinen  Winkel  entspricht  auf  der  zweiten  Fläche 
em  unendlich  kleiner  Winkel  da,  für  den  analog: 

,_ ±^Ddk 

^  "    E  -h  2  fic  +  0  k^ 

Wir  mussten  hier  ±  hinzufügen,  weil  wir  über  den  Sinn  der 


*  TusoT  a.  a.  0.     Das  Bild   des  Kreises,   die  Ellipse,   wird   häufig  als 

[Indicatrix  bezeichnet    Da  mau  aber  einen  anderen  später  (auf  S.  139)  auf- 

lleDden  KegelBchnitt,  der  schon  früher  in  die  Flächentheorie  eingeführt  worden 

^  eben£U]B  so  nennt,  so  würde  man  die  hier  vorkommende  Ellipse  zur  Unter- 

j^ftg^wwg  die  Tissor'Bche  Indicatrix  nennen  müssen. 

1* 
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Messung  der  beiden  Winkel  keine  einheitliche  Festsetzung  getroffen 

haben.   Wir  haben  aber  jetzt  F=  P=^0,  also  i)  =  Y^r  I>  =  Y^ö, 
sodass  kommt: 

.  Yeq     ,,         ,_       ±YB6    ., 

Demnach  hat  im  reellen  Fall,  in  dem  ja,  E^  O  und  ß,  0  nach  S.  17 
positiv  sind,  das  Verhältnis 

EÖ      E-hOk^ 
EG  '   E  +  Ök^ 

für  Ä  »  0  und  Ä  =  oo  ein  Maximum  oder  Minimum,  d.  h.  für  r/»  =  0 
und  ftr  rftt  =  0.     Also  ergiebt  sich: 

Sati  53:  Bildet  man  eine  reelle  Fläche  punktweis,  aber 
nicht  conform  auf  eine  andere  reelle  Fläche  ab,  wobei  ein 
gewisses  Orthogonalsystem  der  Fläche  wieder  als  Ortho- 
gonalsystem erscheint,  so  liegen  diejenigen  unendlich 
kleinen  Winkel  auf  der  einen  Fläche,  die  von  allen  un- 
endlich kleinen  Winkeln  mit  demselben  Scheitel  die 
stärkste  Verzerrung  bei  der  Abbildung  erleiden,  längs  der 
Curven  jenes  Orthogonalsysteras. 

Auf  die  punktweise  Abbildung  von  Flächen  auf  einander  kommen 
wir  gelegentlich  zurück.  — 

Die  wichtigsten  Formeln  dieses  Abschnittes  haben  wir,  um  die 
Rückverweisung  und  Übersicht  zu  erleichtem,  im  Anhang  zusammen- 
gestellt in  der  Tafel  XI,  wodurch  der  Anhang  des  ersten  Bandes, 
Tafel  I  bis  X,  fortgesetzt  wird.  Wir  verweisen  auf  diese  Formeln 
künftig  durch  die  Zeichen  XI  (A)  bis  XI  (P). 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Erttmmnng  der  Fläche. 


§  1.    Die  Krümmung  der  Flächencurven  und  die  Fundamental- 

grössen  zweiter  Ordnung. 

Beim  Rückblick  auf  den  ersten  Abschnitt  wird  der  Leser  be- 
merken,  dass   die   wesentliche  Grundlage   der  Untersuchungen  die 

Formel 

ds*  =  ISdu^  +  2Fdu  dv  +  Gdv^ 

für  das  Quadrat  des  Bogen elementes  war,  anders  ausgesprochen:  es 
genügte  uns  im  wesentlichen  statt  der  Kenntnis  der  Gestalt  der 
Flächen  die  Kenntnis  der  drei  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
Ey  Fy  G  als  Functionen  der  Parameter  u  und  ü. 

Jetzt  aber  wollen  wir  die  Gestalt  der  Flächen  näher  untersuchen^ 
und  dabei  werden  wir  uns  bald  genötigt  sehen,  zu  jenen  Grössen 
noch  drei  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  hinzuzufügen. 

Will  man  eine  Fläche 

(1)  ar  =  y(M,t?),       y  =  /(tt,r),       z  =  t/;(tt,r) 

in  der  Umgebung  eines  allgemein  gewählten  Punktes  (uj  v)  unter- 
suchen, so  liegt  es  nahe,  die  Gestalt  der  verschiedenen  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Curven  auf  der  Fläche  in  Betracht  zu  ziehen. 

Hat  man  im  Punkte  (ti,  v)  eine  Flächentangente  t  ausgewählt, 
so  kann  man  stets  solche  Curven  auf  der  Fläche  ziehen,  die  im 
Punkte  {Uf  v)  die  Tangente  t  haben,  deren  begleitendes  Dreikant 
(vgl.  I  S.  171)  aber  an  dieser  Stelle  im  übrigen  ganz  beliebig  vor- 
geschrieben worden  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  genügt  es  zu 
zeigen,  dass  man  wenigstens  eine  Curve  auf  der  Fläche  ziehen 
kann,  die  im  Punkte  [u,  v)  die  Tangente  t  hat  und  deren  Schmiegungs- 
ebene  E  in  diesem  Punkte  irgend  eine  Ebene  durch  t  ist  Eine 
derartige  Curve  aber  ist  z.  B.  die  ebene  Curve,  in  der  die  Ebene  E 
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die  Fläche  schneidet     ümsomehr  giebt  es  nicht -ebene  Curven  von 
der  verlangten  Eigenschaft. 

Hiemach  steht  es  fest,  dass  es  Curven  c  auf  der  Fläche  giebt, 
die  im  gewählten  Punkt  P  oder  (w,  v)  die  gewählte  Flächentangente  / 
zur  Tangente  haben,  während  ihre  Hauptnormale  in  P  einen  be- 
liebigen Winkel  «  mit  der  Flächennormale  bilden  kann.  Da  die 
Normalenebene  der  Curve  c  in  P  senkrecht  zu  t  ist  und  also  die 
Flächennormale  enthält,  so  wird  die  Hauptnormale  in  P  durch  An- 
gabe ihres  Winkels  co  mit  der  Flächennormale  nur  in  soweit  fest- 
gelegt, als  sie  noch  zwei  Lagen  haben  kann.  Zu  beachten  ist 
dabei,  dass  wir  der  Flächennormale  auf  S.  27  einen  positiven 
Sinn  beigelegt  haben,  wenn  sie  reell  ist,  und  dass  wir  natürlich 
auch  der  Tangente  t  einen  bestimmten  positiven  Sinn  erteilen  werden. 
Wählen  wir  eine  der  beiden  Möglichkeiten  für  die  Hauptnormale. 
so  ist  alsdann  die  Binormale  in  P  festgelegt  und  zwar  auch  ihrem 
Sinn  nach. 

Analytisch  wird  die  Curve  c  dadurch  bestimmt,  dass  längs  ihrer 
die  Parameter  w  und  v  Functionen  eines  Parameters  sein  müssen 
(nach  S.  10  u.  11).  Indem  wir  den  Fall,  dass  die  Curve  c  eine 
Minimalcurve  sei,  ausschliessen,  dürfen  wir  annehmen,  dieser 
eine  Parameter  sei  die  Bogenlänge  a  der  Curve,  gemessen  von 
irgend  einer  Stelle  an.  Jetzt  sind  u  und  v  in  (1)  als  Functionen 
von  s  aufzufassen,  sodass  auch  ar,  ?/,  z  Functionen  von  s  werden, 
deren  Differentiation  nach  s  die  Richtungscosinus  a,  ß,  y  der 
Tangente  t  liefert  (nach  Yil{B))i 

(2)  a  =  .r  ^  7t  +  x^ »/,       ß  =  y^  u  +  //,  v\       y  =  r„  v'  +  r„  v\ 

Der  Strich  deutet  die  Differentiation  nach  s  an: 

/o\  /        du  ,        dp 

[6)  u  =    -     ,       ??  =  -      . 

^  '  ds  ^  ds 

Wenn  wie  früher  (S.  27)  X,  7,  Z  die  Richtungscosinus  der  Flächen- 
normale bedeuten,  so  ist 

Xa  +  Yß  +  Zy^O 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  Flächennormale  auf  t  senkrecht  steht. 
Hierfür  kann  nach  XI (P)^  geschrieben  werden: 

Hierbei  sehen  wir  grundsätzlich  davon  ab,  dass  im  Punkte 
*  Tafel  XI  im  Anhang  dieses  Bandes,  vgl.  S.  100. 
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(m,  v)  oder  gar  auf  der  ganzen  Fläche  die  Grösse  i?  =  0  sei 
(siehe  S.  28).  Die  letzte  Formel  kann  auch  durch  Einsetzen  der 
Werte  (2)  sofort  bestätigt  werden.  Da  sie  längs  der  Curve  c  überall 
gilt,  darf  sie  total  nach  s  differenziert  werden.  Dies  giebt  nach 
lU  (C): 

l  S  (;/„  r^  -  2^yJ  /  -f  S  [y^^  z^  +  y^  z^^  -  z^^y^  -  z^yj  u'  a  + 

Hierbei  bedeuten  /,  wi,  n  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale  und 
r  den  Krümmungsradius  der  Curve  c  an  der  Stelle  (ti,  v)  oder  (.<?). 
Das  erste  Glied  in  der  Formel  ist  nach  XI  {F)  gleich 

r 

oder  also,  da  (o  den  Winkel  der  Flächennormale  mit  der  Haupt- 
normale bezeichnen  soll,  gleich: 

D 

—  cos  Ö? . 
r 

Setzen  wir  ferner  in  den  beiden  anderen  Gliedern  die  Werte  von 
«,  ßy  y  aus  (2)  ein,  so  werden  sie  homogen  vom  zweiten  Grade  in  «' 
und  V.  Dabei  heben  sich  mehrere  Grossen  fort,  sodass  —  nachdem 
nach  den  Potenzen  von  u  und  t?'  geordnet  worden  ist  —  die  Formel 
hervorgeht: 

—  cos  fü  -     S  (.y„  r,  -  zjj^) x^^-u'^   - 

Wenn  wir  nach  XI  {F)  die  Werte  D X,  DY,  DZ  i^  die  Klammem 
einführen,  so  können  wir  D  fortheben,  da  i)  4=  0  ist,  sodass  bleibt: 


Nach  (3)  und  wegen  der  Formel 

ds^  =  ßdu^+  2Fdudv  +  Gdv^ 

können  wir  dies  Ergebnis  auch  so  schreiben: 

...  C08W    __   S  XXuu'du^  +  2S  XXuv'  dudv  -^  S  X^^rdv* 

^^  r  ~  ""  Wdu"  +  2Fdudv  +  O  di* 

Diese  Formel  dient  zur  Berechnung  der  Krümmung  l:r  der 
Flächencurve  c  an  der  Stelle  P  oder  (m,  v).  Die  rechte  Seite  ist 
bekannt,  sobald  man  den  Punkt  P  sowie  die  Fortschreitungsrichtung 
{dv :  du)  der  Curve   an  dieser  Stelle  gegeben  hat,  denn  der  Bruch 
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rechts  ist  in  du  und  dv  von  nnllter  Ordnung  homogen.  Liinks  tritt 
noch  der  Winkel  (o  der  Flächennormale  mit  der  Hauptnormale  des 
betrachteten  Curvenpunktes  auf. 

In  der  Curventheorie  haben  wir  (siehe  I  S.  179)  dem  Krümmungs- 
radius im  reellen  Fall  stets  das  positive  Vorzeichen  gegeben.  Nach 
I  S.  189  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  dem  positiven  Teil 
der  Hauptnormale.  Die  Formel  (4)  zeigt  nun:  Ist  alles  reell  und 
die  rechte  Seite  in  (4)  positiv,  so  muss  cos  to  auch  positiv  sein,  d.  L 
dann  liegt  die  positive  Seite  der  Hauptnormale  von  c  und  mithin 
auch  der  Krümmungsmittelpunkt  von  c  auf  der  positiven  Seite  der 
Tangentenebene  des  Punktes  P.  Ist  die  rechte  Seite  von  (4)  negativ, 
so  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  negativen  Seite  der 
Tangentenebene. 

Wir  wollen  in  (4)  fortan  unter  r  nicht  den  Krümmungsradius 
selbst  verstehen,  sondern  den  Abstand  des  Krümmungsmittel- 
punktes vom  Punkte  P  und  diesen  Abstand  im  reellen  Fall  als 
positiv  oder  negativ  bezeichnen,  je  nachdem  der  Krümmungs- 
mittelpunkt auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Tangenten- 
ebene liegt.  Alsdann  ist  r  nur  noch  seinem  absoluten  Werte 
nach  der  Krümmungsradius.  Aber  zur  Abkürzung  des  sprach- 
lichen Ausdruckes  soll  r  doch  auch  dann  noch  schlechtweg  der 
Krümmungsradius  genannt  werden. 

Bei  dieser  Festsetzung  ist  r  im  reellen  Fall  vom  selben 
Vorzeichen  wie  die  rechte  Seite  in  (4),  also  (o  ein  spitzer 
Winkel  Unter  co  verstehen  wir  mithin  von  jetzt  ab  den  spitzen 
Winkel,  den  die  Flächennormale  mit  der  Hauptnormale  der  Curve 
bildet,  ganz  abgesehen  von  den  positiven  Richtungen. 

Wir  erkennen  aus  (4),  dass  alle  diejenigen  Flächencurven  c,  die 
in  P  dieselbe  Tangente  t  haben,  nach  derselben  Seite  der  Tangenten- 
ebene gekrümmt  sind.  Welche  Seite  dies  ist,  giebt  das  Vorzeichen 
des  Bruches  rechts  in  (4)  an. 

Unter  diesen  Curven  c  wählen  wir  insbesondere  diejenigen 
Curven  C  heraus,  deren  Hauptnormalen  in  P  mit  der  Flächen- 
normale  zusammenfallen.  Nach  den  soeben  getroffenen  Festsetzungen 
ist  für  diese  Curven  «  =  0,  also  cos  «  =  +  1  zu  setzen,  sodass  (lir 
ihren  Krümmungsradius  I\\  mit  Vorzeichen  versehen,  die  Formel  gilt: 

^^  Ä    ~"  ~    'Edü^+2Fdudr'{-Gd?~ 

Hieraus  und  aus  (4)  folgt  nun: 

(6)  r  =  i?  cos  cj . 
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Diese  Formel  giebt  den 

Sab  1:'  Zieht  man  durch  einen  Flächenpankt  P  alle 
mdglicben  Carven  c  auf  der  Fläche,  die  in  P  dieselbe  Tan- 
gente l  haben,  30  werden  die  zu  P  gehörigen  ErUmmangs- 
treise  der  Cnrvea  c  dnrch  ihre  Schmiegungsebeneo  aus 
einer  Engel  ausgeschnitten,  die  in  P  die  Tangentenebene 
der  Fläche  berührt.    (Siehe  Fig.  28.) 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

Sati  2:  Unter  allen  ebenen  Schnitten,  die  man  darch 
eine  reelle  Tangente  einer  reellen  Fläche  legen  kann,  hat 
der  Normalscbnitt  in  dem  Berührungspunkt  die  kleinste 
Erümmung. 

Man  kann  den  Satz  1  auch  anders  einkleiden;  Wenn  man  in 
der  zu  dem  Winkel  to  gehörigen  Ebene  durch  die  Tangente  t  das 


Fig.  28.  Pig.  29, 

Lot  TOD  P  aus  auf  die  Tangente  errichtet  und  auf  diesem  Lot,  der 
Hauptnormale,  von  P  ans  den  reciproken  Wert  von  r 


abträgt,  so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  fUr  beliebige  Werte  von  at 
angenscheiDÜch  eine  zu  t  windschiefe,  aber  senkrechte  Gerade,  die 
von  t  den  kürzesten  Abstand  1 :  B  hat     (Siehe  Fig.  29.)     Also: 


'  Dies  ist  der  sogenaniite  UEUsinEB'sclke  SaU.    Er  wurde  toq  UnranU, 
„H^moire  sar  la  courbure  des  aarfaces",  Häm,  des  Savanta  ^bangen 

t.  10  Gl  me).  nes.  gefanden. 
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Satz  3:^  Legt  man  durch  eine  Tangente  ^  eines  Flächen- 
punktes  F  beliebige  Ebenen  und  trägt  man  jedesmal  auf 
der  zugehörigen  Normalen  der  ebenen  Schnittcurve  von  P 
aus  die  Krümmung  der  Schnittcurve  in  P  als  Strecke  ab. 
80  ist  der  Ort  der  Endpunkte  eine  zur  Tangente  t  wind- 
schiefe, aber  senkrechte  Gerade. 

Die  in  (4)  und  (5)  im  Zähler  rechts  auftretenden  Summen  sind 

wegen  der  Werte  XI  (F)  von  X.  Y,  Z  Functionen    der  ersten  und 

zweiten    partiellen   Ableitungen    von   x,  y,  z   nach   u  und   v.  Wir 

nennen   sie   die  Eundamentalgrössen  zweiter  Ordnung*  und 
bezeichnen  sie  beständig  mit  L,  3/,  N,     Es  soll  also  sein: 

(7)  i  =  S  Xx^^ ,      Jf  =  S  Xt„^,  ,       A  =  S  Xx^^ 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

I/>  =  Xj'^  4-  yy     +  7jz    , 
MM       •  Jnxi       ^  UM- 

M  =  Xx     +  Yy     +  Zz     , 
UV       *  ."  M  l>       '  UV- 

A'  =  Xx     +  Vi/     +  Zz    . 

Nach  XI  [F)  lassen  sie  sich  auch  so  schreiben: 


^au    ^u  •"%'  : 

■^M.     ^M     ^V 

•'■.■,•    •'•.    ■'•r 

(3) 

Z  = 

1 
1) 

^uu    ^u    -V. 

M  = 

1 

1) 

■■  ^UV     ^U      "f 

,   y= 

1 

D 

'rv    'm     't 

Wir  merken  für  später  hier  sogleich  noch  eine  andere  Schreib- 
weise an:  Differenzieren  wir  XI  (/)  partiell  nach  u  und  partiell 
nach  ü,  so  erhalten  wir  vier  Formeln: 

%X  X   +  S  A't  „  -  ü  ,        S  Z  a:  +  S  X:r   ,  =  0  , 

^^         M        M      '  MM  '  **  M       r      '       ^^  MI)  ' 

S  T  j-  +  S  AV     =  0 ,      S  A'  j-  4-  S  A'ar     =  0 , 
aus  denen  nach  (7)  folgt: 

Die  Grössen  L,  M.  iV  sind  hiemach  offenbar  sämtlich  fttr  alle 
W^ertepaare  von  u  und  v  dann  gleich  Null,  wenn  die  Fläche  eine 


^  Nach  Hachbtte,  „Elements  de  g^om^trie  k  trois  dimensions", 
Paris  1817. 

'  Gauss  benutzte  in  seinen  „Disquisitiones"  (vgl.  Anm.  S.  5)  statt  dieser 
Grössen  die  drei  Grössen  /;L,  DAf,  DN,  die  er  mit  D,  U^  D"  bezeichnete. 
Nach  dem  Vorgang  von  Hoppe  Cvgl.  Anm.  I  S.  210),  dem  sich  Andere  ange- 
schlossen haben,  benutzen  wir  als  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung-  die 
oben  angegebenen. 
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Ebene  ist,  denn  dann  sind  ja  X,  Z,  Z  als  Richtungscosinus  der 
Normalen  constant.  Umgekehrt:  Wenn  Z  =  M^  N==  0  für  jedes 
Wertepaar  ?/,  v  ist,  so  folgt  aus  (10),  dass  sich  A"^,  Y^,  Z^  und  auch 
X ,  Y ,  Z   zu  einander  verhalten  wie 


!/u 

Vv 

• 

^» 

^. 

• 

*u 

*, 

^u 

'v 

*« 

^. 

Vu 

y. 

oder  also  nach  XI  {F)  wie  X:  Y:Z.  Da  aber  S  ^^  =  1  ist  und  des- 
halb SXX^  und  SXX^  gleich  Null  sind,  so  würde  sich  im  Wider- 
spruch hiermit  8X^  =  0  ergeben,  sobald  nicht  die  Ableitungen  von 
X,  Y,  Z  sämtlich  gleich  Null  sind.    Daher  sind  dann  X,  Y,  Z  constant 

Wenn  aber  die  Normalen  einer  Fläche  constante  Richtungs- 
cosinus haben,  also  einander  parallel  sind,  so  besteht  nach  XI  (/) 
zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z  eine  lineare  Gleichung  mit  constan- 
ten  Coefficienten.     Die  Fläche  ist  folglich  eine  Ebene. 

Wir  haben  somit  erkannt: 

Satz  4:  Die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  einer 
Fläche  sind  dann  und  nur  dann  auf  der  ganzen  Fläche 
gleich  Null,  wenn  die  Fläche  eine  Ebene  ist 

Die  Voraussetzung  D  ^0  brauchte  hier  gamicht  erwähnt  zu 
werden,  denn  wenn  I)  =  0  ist,  die  Fläche  also  nach  Satz  9,  S.  29, 
die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist,  so  giebt  es  keine  Rich- 
tungscosinus für  ihre  Normale.  Also  sind  dann  nicht  nur  die  For- 
meln (9),  sondern  auch  die  Formeln  (7)  unbrauchbar.  Wir  sehen 
also:  Nur  auf  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven 
versagt  die  Definition  der  Fundamentalgrössen  zweiter 
Ordnung. 

Es  sei  noch  hervorgehoben: 

Satz  5:  Die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  einer 
Fläche  bleiben  bei  Ausführung  einer  Bewegung  ungeändert 

Der  Beweis  ist  analog  dem  des  entsprechenden  Satzes  für  die 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  auf  S.  16.  Wenn  wir  wie  dort 
die  neuen  Coordinaten  einführen: 

^  =  ri^  +  721/  +  73-  +  ^^ 

wobei  die  a.,  ß.,  y.  die  in  der  Tafel  I  angegebenen  Relationen  er- 
füllen, so  ist: 
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tu  s.  w^  ferner: 

n,  H.  w.  Auch  die  zweiten  Ableitungen  x^^,  x^^  t^^  u.  s.  w.  drQcken 
>Af:\i  analog  durch  die  zweiten  Ableitungen  der  ursprünglichen 
^V^^rdinaten  x,  y,  z  aus.  Berechnen  wir  nun  die  in  (9)  auftretenden 
Determinanten,  geschrieben  in  x,  y,  z,  so  ergiebt  das  Mnltiplications- 
Vß^^a^z  der  Determinanten  sofort,  dass  diese  Determinanten  gleich 
den  in  (9)  selbst  stehenden  Determinanten  multipliciert  mit 

«1     ßx     Yi 

«2  ßi  n 

«3     A     /s 

sind     Aber   diese   Determinate  ist  nach  I  [F)   gleich   Eins.      Da 
femer  1)  bei  Ausftlhrung  einer  Bewegung  nach  S.  18  ungeftndert 
bleibt,  so  gilt  mithin  nach  (9)  dasselbe  von  Z,  M  und  N. 
Liegt  die  Fläche  in  der  Darstellungsform: 

^  =  A^»  y) 

vor  und  sind  p,  q,  r,  s,  t  die  in  (3)  auf  S.  1  definierten  Grössen, 
so  ist  wie  in  (9)  auf  S.  15: 

(11)  E=\+p\      Fr=pq,       G^\+q^ 
und 

also  nach  (9): 

(12)  L^--~-r^,        M^-.^ .,        A^=-- 

Sind  ferner  Uj  ß,  y  wie  oben  die  Richtungscosinus  der  Tan« 
geute  der  betrachteten  Curve  auf  der  Fläche,  so  ist: 


also: 


a\ß:y  =  dxidyidz  =  dx:dy:{pdx  +  qdf/)j 

dx 


(13) 


a  = 


Kl  +p*)dx*-\-2pqdxdy  +  (1  +?')rfy» 

Vd  ■hp^dx^  +  2pqdxdy  +  (1  +?*)rfy« 
pdx-^qdy 


nodasH  die  Formel  (4)  mit  Rücksicht  auf  (7),  (11)  und  (12)  so  lautet: 

cos  Ol  __  ro*4-2«o^+#/^ 
r  K'  1  +  p"  +  ?• 
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Hierin  bedeutet  r  rechts  jedoch  etwas  anderes  als  links.  Deshalb 
und  der  Allgemeinheit  halber  werden  wir  diese  Form  nicht  an- 
wenden, sondern  bei  den  allgemeinen  Parametern  u  und  v  bleiben. 

§  2.   Normalschnitte  und  HauptkrQmmungsrichtungen. 

Nach  dem  Satz  1,  S.  105,  kennt  man  die  Krümmung  einer 
Flächencurve  in  einem  Punkte  P,  sobald  man  in  P  die  Krümmung 
einer  solchen  Flächencurve  kennt,  die  dort  zwar  dieselbe  Tangente 
hat,  deren  Hauptnormale  in  P  aber  mit  der  Flächennormale  in  P 
zusammenfällt. 

Für  solche  Curven  gilt  im  Punkte  P  die  Formel  (5),  S.  104,  oder: 

^^  ~R  ■"    Edu"  +  2Fdudv  +  0  dv^ ' 

die  zeigt,  dass  alle  Curven,  die  in  P  dieselbe  Tangentenrichtung 
{dv:du)  und  die  Flächennormale  zur  Hauptnormale  haben,  dort 
auch  denselben  Krümmungsmittelpunkt  haben,  denn  R  bezeichnet 
den  Abstand  des  auf  der  Flächennormalen  gelegenen  Krümmungs- 
mittelpunktes vom  Punkte  P,  im  reellen  Fall  versehen  mit  dem  posi- 
tiven oder  negativen  Zeichen,  je  nachdem  der  Krümmungsmiltel- 
punkt  auf  dem  positiven  oder  negativen  Teil  der  Normale  liegt 

Es  ist  folglich  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn 
wir  statt  der  durch  P  gehenden  beliebigen  Flächencurven,  die  dort 
die  Flächennormale  zur  Hauptnormale  haben,  insbesondere  nur  die 
ebenen  Flächencurven  von  dieser  Art  betrachten.  Sie  liegen  in 
den  Ebenen  durch  die  Flächennormale  und  sollen  kurz  die  Normal- 
schnitte der  Fläche  in  P  heissen.  Sie  sind  wohlbemerkt  im 
allgemeinen  nur  für  den  einen  Punkt  P,  nicht  für  jeden  Punkt  auf 
ihnen.  Normalschnitte.  Die  Ebene  durch  die  Normale  wird  durch 
die  Annahme  festgelegt,  dass  sich  von  P  aus  auf  der  Schnittcurve 
die  Parameter  u  und  v  im  ersten  Elemente  so  ändern  sollen,  dass 
dvidu  einen  gegebenen  Wert  k  hat.     Alsdann  ist  nach  (1): 

^  ^  R       £:+2Fk+  Ok* 

die  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmung  des  betrefifenden  Normal- 
schnittes an  der  Stelle  P 

Wir  wollen  jetzt  die  Krümmungen  dercx)*  verschiedenen  Normal- 
schnitte durch  P  mit  einander  vergleichen.  Es  soll  also  die  Grösse  k 
variieren.  Dabei  sind  drei  verschiedene  Fälle  denkbar.  Dadurch, 
dass  wir  die   besonderen   Fälle   zuerst  abthun,   erreichen  wir, 
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dass  wir  beim  dritteu  —  allgemeinen  —  Fall  wissen,  welche  be- 
sonderen Flächen  und  besonderen  Punkte  dem  allgemeinen  Gesetze 
nicht  gehorchen. 

Erster  specieller  Fall:  Die  rechte  Seite  der  Formel  (2) 
enthält  nur  scheinbar  k.  Dies  tritt  ein,  wenn  für  den  betrach- 
teten Punkt  P 

(3)  L'.MiN^  EiF'.G 

ist.  Alsdann  haben  alle  Normalschnitte  in  P  denselben  KrQmmnngs- 
mittelpunkt  Der  Punkt  P  heisst  dann  ein  Nabelpunkt^  Im 
allgemeinen  stellt  die  Proportion  (3)  zwei  Gleichungen  zwischen 
H  und  V  vor,  d.  h.  auf  einer  allgemeinen  Fläche  werden  Nabelpunkte 
nur  vereinzelt  auftreten.  Auf  gewissen  Flächen  aber  können  oo^ 
Nabelpunkte  liegen,  ja  es  giebt  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich 
Nabelpunkte  sind. 

Für  den  Fall  von  oo^  Nabelpunkten  liefern  die  Botationsflächen 
ein  einfaches 

Beispiel:    Wie  in  (2),  S.  41,  liege  die  Rotationsfläche  vor: 
X  =  p{u) cos  V ,        y  B  j9  (u) sin r ,        ^  "■  9 (t«) » 

deren  Nullmeridian  {v  =  0)  in  der  x  ^-Ebene  verläuft  und  die  Gleichangen  hat: 

Es  bedeute  wieder  u  die  Bogenlänge  des  Meridians,  es  sei  also  wie  in  (8),  S.  41: 

^  =  1 ,        F  -  0  ,        O  =^p\ 

Setzen  wir  —  was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist  —  voran«,  dass  ftr 
alle  Punkte  des  Meridians  (p  »  0)  die  Coordinate  x  »  p{u)  positiv  sei,  so  ist 
auch  dem  Vorzeichen  nach  (vgl.  S.  18): 

Z)  -  />  (u) . 
Nach  (9),  S.  106,  ist  hier: 

L=pq"  -  q'p'\         Jtf=0,         N^pq\ 

Da  u  die  Bogenlänge  des  Nullmeridians  und  demnach 

p'«4-/*=  1,        p'p"  +  q'q"  ^0 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

L  -        ^^, 

Die  Bedingunf^en  (3)  für  den  Nabelpunkt  rcducieren  sich  mithin  hier  auf  nur 
eine  Gleichung: 
PP"  +  7'"  -  ^»• 

*  Nach  MoNdE,  dessen  grundlegendes  Werk:  „Application  de  Tana- 
lysc  k  la  g/'omötrie",  4.  (noch  vom  Verfasser  selbst  betisorgte)  Auflage, 
Paris  1809,  f).  (von  Lioüville  besorgte)  Auflage,  Paris  1850,  wir  schon  in 
I  S.  159  genannt  haben. 
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Nach  Satz  18^  I  S.  30,  sind  daher  diejenigen  Punkte  des  Nullmeridians 
Nabelpunkte,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  Axe  der 
Rotationsfläche  liegen,  und  sie  erzeugen  bei  der  Drehung  des  Meridians 
um  die  Axe  solche  Breitenkreise,  deren  Punkte  sämtlich  Nabel- 
punkte sinil. 

Wir  wollen  jetzt  die  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich 
Nabelpunkte  sind,  bestimmen.  Die  Bedingungen  (3)  müssen  wegen 
ihrer  geometrischen  Bedeutung  für  alle  Punkte  einer  solchen  Fläche 
ohne  Rücksicht  auf  das  gerade  gewählte  Parametersystem  bestehen. 
Wir  benutzen  zur  Vereinfachung  der  Formeln  die  Minimalcurven 
der  Fläche  als  Parameterlinien,  was  nach  Satz  16,  S.  36,  gestattet 
ist,  da  wir  ja  nach  S.  107  von  denjenigen  Flächen,  auf  denen  D  =  0 
und  also  nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  vorhanden  ist,  absehen. 
Nun  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  nach  Satz  17,  S.  36,  von 
der  Form: 

ds^  =  2Fdudvy 

sodass  ^  =  6r  =  0  ist.     Nach  (3)  soll  also  auch  i  =  JV  =  0  sein. 

Sehen  wir  zu,  was  zunächst  aus  i  =  0  folgt.  Da  für  die  Rich- 
tungscosinus Xf  Yy  Z  der  Normale  S  X*  =  1  und  also 

und  wegen  i  =  0  nach  (10),  S.  106: 

ist,  so  kommt: 

J„:i;:^,  =  (rr,-%J:(^x^-ZO:(Xy,^rxJ. 

Wegen  XI  (AT)  und  wegen  11  =  0  können  wir' hierfür  schreiben: 

Die  Bedingung  iV  =  0  ist  noch  nicht  benutzt   worden.     Sie   liefert 
analog: 

Hiemach  dürfen  wir  setzen: 

(5)  K=^^u^  ^u=^^!/u^  ^u-^^u^ 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (10),  S.  106,  folgt  nun 

i^-'  fA)Sx^x^  =  0     oder     {k-fjL)F=0. 

Da  U  =  G  =  0  und  also  ^  4=  0  ist,  weil  sonst  JD  =  0  wäre,  so  ist 
>l  =  ju.     Ausser  den   drei   Formeln  (5)  haben  wir  also  noch  diese : 

(6)  ^„  =  ^*„     j;  =  ^y..    z,  =  i-z,. 
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'Es  mass  aber  sein: 

d  Xtt       d  X, 


dv         du 
u.  8.  w.     Somit  folgt  aas  (5)  und  (6): 

^i;*«  -  K'v  =  0,       X^y^  --  l^y^  =  0,      X^%^  -  l^z^  =  0. 
Weil  die  drei  aus  den  Wertepaaren 

zu  bildenden  zweireihigen  Determinanten  nach  S.  6  nicht  sämtlich 
gleich  Null  sind,  so  muß  A^  =  A^  &=  0  und  daher  A  =  Const.  sein. 
Ist  A  s  0,  so  sind  X,  7,  Z  nach  (5)  und  (6)  constant;  die  Fläche 
hat  dann  lauter  parallele  Normalen  und  ist  nach  S.  107  eine  Ebene. 
Ist  A  =  Const.,  aber  4=  0,  so  folgt  aus  (5)  und  (6): 

X—Xx  +  üy       Y  ^Xy  +  by      Z—Xz  +  c    (a,  i,  c  =  CJonst), 

daher  wegen  S  X^  =  1 : 

{Xx  +  aY  +  (Xy  +  bY  +  {Xz  +  cf^\. 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Kugel.  Offenbar  sind  umgekehrt 
alle  Punkte  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel  Nabelpunkte.    Daher: 

Satz  6:  Eine  Fläche,  auf  der  D  nicht  überall  gleich 
Null  ist,  hat  dann  und  nur  dann  lauter  Nabelpunkte, 
wenn  sie  eine  Kugel  oder  insbesondere  eine  Ebene  ist. 

Wir  können  aus  Z  =  0  auch  wie  folgt  schliessen:  Die  erste 
Formel  (8),  S.  106,  giebt 

^^.u+^.yuu  +  ^^..  =  0. 

Da  Ä'  =  S^„*  =  0  ist,  so  ist  auch: 

XX     -4-1/  V     4-  z  z     =0, 
mithm : 

woraus  wegen  XI  (Z)  und  ^==0  folgt: 
oder: 

d \ogXu  _  ^i^_y«  __  ^ ^^g.?«* 

du  du  du 

^^\;iiQri^  wir  diese  drei  Differentialquotienten  gleicli 

d\ogq 

du 
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indem  wir  anter  ^  eine  Function  von  u  und  v  yersteheu,  so  kommt: 

(7)  ^^^r,(v)p,    y^^r^[v)Q,     z^  =  r,{v)Q, 

wo  Tj,  Tj,  Tg  Functionen  von  v  allein  sind.     Natürlich  ist  hierbei 
()  4=  0  und  wegen  ^  =  0  noch 

(8)  v,^+v,^+r,^=.o. 

Längs  der  Parameterlinien  (r)  wachsen  x,  y,  z  um  Incremente 
proportional  ar^,  y^,  z^,  die  sich  nach  (7)  zu  einander  verhalten  wie 
die  Functionen  F^,  V^,  V^  von  v  und  daher  längs  der  Curven  (v) 
constante  Verhältnisse  haben.  Die  Minimalcurven  {y\  sind  also 
Geraden. 

Dies  lässt  sich  umkehren :  Sind  die  Parametercurven  (m)  und  (t?) 
Minimalcurven  und  insbesondere  die  Curven  (t?)  Minimalgeraden,  so 
müssen  die  Verhältnisse  x,'.y,,\z,^  frei  von  u  sein,  d.h.  es  müssen 
dann  Gleichungen  von  der  Form  (7)  bestehen.  Berechnen  wir  auf 
Grund  dieser  Gleichungen  ^^„,  y„„,  ^„^,  so  lehrt  die  erste  Formel  (9), 
S.  106,  dass  Z  =  0  ist.     Daher: 

Satz  7:  Sind  die  Parameterlinien  {u)  und  (r)  einer  Fläche 
Minimalcurven,  so  ist  die  Fundamentalgrösse  L  dann  und 
nur  dann  auf  der  ganzen  Fläche  gleich  Null,  wenn  die 
Curven  (t?)  insbesondere  Minimalgeraden  sind. 

Wenn  auch  iV^  =  0  ist,  so  sind  auch  die  Parameterlinien  (m) 
Minimalgeraden.     Daher : 

Satz  8:  Die  Flächen,  deren  Punkte  sämtlich  Nabel- 
punkte sind,  sind  mit  denjenigen  Flächen  identisch,  die 
zwei  getrennte  Scharen  von  Minimalgeraden  enthalten. 

Nach  Satz  6  folgt  hieraus: 

Satz  9:  Ausser  den  Ebenen  und  Kugeln  giebt  es  keine 
Fläche  mit  zwei  getrennten  Scharen  von  Minimalgeraden. 

Wir  haben  thatsächlich  schon  in  Satz  26,  S.  64,  gesehen,  dass 
jede  Eugel  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden  enthält 

Zweiter  specieller  Fall:^   Die  rechte  Seite  der  Formel 


(9) 


R         E+  2Fk  +  ÖA« 


^  Über  diesen  Fall  sagen  die  Lehrbücher  der  Flächentheorie  nichts.  Wir 
finden  ihn  in  Salmon - Fiedleb's  „Analytischer  Geometrie  des  Raumes, 
II.  Teil",  3.  Aufl.,  Leipzig  1880,  in  der  Anmerkung  16)  auf  S.  XXIX  kur« 
erwähnt  Untersucht  wurde  er  von  Stäckel,  „Beiträge  zur  Krümmungs- 
theorie", Leipziger  Berichte  1896. 

ScuEFF£R8,  Goom.  Dlfir.    II.  8 
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{dvidu)  iQtj  bei  denen  also  vier  Normalschnittebenen ein 
Panktes  stets  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  tier 
gehörigen  Erümmungsmittelpunkte  haben,  sind  identi 
mit  denjenigen  Flächen,  die  eine  Schar  tob  Mini 
geraden  and  eine  Schar  von  nicht-geraden  Minimalcnrf 
enthalten. 

Die  soeben  bestimmten  Flächen  sind  imaginär,  denn  wenn 
reelle  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so  enthlll 
auch  diejenige  Schar,  die  aus  den  Gleichungen  dieser  einen 
durch  Vertauschen   von  i   mit   —  i  hervorgeht,   und  ist  also 
Satz  9  eine  Ebene  oder  eine  Eugel. 

Allgemeiner  Fall:  Es  liege  eine  Fläche  vor,  auf  der!) 

überall   gleich  Null   ist   und  die  zu  keiner  der  beiden  besom 

Flächenarten   gehört,   d.  h.   die  Fläche   soll  weder  die 

Üäche  einer  Minimalcurve  noch  eine  sonstige  Iläche  mit  einer 

von  Minimalgeraden,  noch  eine  Fläche  mit  zwei  Scharen  von 

malgeraden  (Ebene  oder  Eugel)  sein.    Eurz  gesagt:   Wir  nehn 

jetzt  an,  die  vorliegende  Fläche  enthalte  keine  Scharf 

Minimalgeraden.     Auch   sei   P  oder  (m,  v)   ein   Punkt  all 

meiner  Lage  auf  der  Fläche.     Alsdann  ist  die  rechte  Seite 

Formel: 

1   _   L  +  2Mk  +  Nk* 


(12) 


E^  2Fk  +  Ok* 

weder  frei  von  k  noch  durch  einen  in  k  linearen  Factor  zu 
Ist  die  Fläche  reell  und  weder  eine  Ebene  noch  eine  Eugel, 
liegt  für  einen  allgemein  gewählten  Punkt  der  Fläche  stets 
Fall  vor. 

Die  Erilmmung  des  Normalschnittes,  der  zu  k  gehört^  ist  matl^ 
quadratiscli  gebrochene  Function  von  k  und  erreicht  für  iwd 
Werte  von  k  ein  Maximum  oder  Minimum.  Denn  wenn  w 
den  Bruch  rechts  nach  k  differenzieren  und  den  Differentialquotieiitai 
gleich  Null  setzen,  so  kommt: 

(13)  (J/  +  Nk){/':  +  2Fk  +  Gk^  -  {F+  Gk){L  +  2Mk  +A'A«)-« 
oder 

(14)  [EM-  FL)  -{GL--  EN)k  +  [FN  -  G  M)  Ä«  =  0 

oder  auch: 


.2 


/;     L 


(15) 


-Ä      F 
1      G 


M  '■  =  0 

I 

A'  I 
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pi  k^  und  Aj  die  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung, 

,         ,    _   GL-EN         ,    ,  EM-FL 

^  "^  '^«  "  FN-QM '       '^i'^i^  FN'-GM ' 

dn  yerbalten  sich  die  drei  Grössen: 

I  «blander  gerade  so  wie  die  zweireihigen  Unterdeterminanten  der 
■mente  der  ersten  Eeihe  in  der  Determinante  (16),  sodass  ein 
pinnter  Determinantensatz  ergiebt: 

p  sidi  auch  leicht  durch  Einsetzen  der  Werte  (16)  bestätigen 
ImL  Die  Wurzeln  A^  und  k^  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllen 
p  quadratische  Gleichung  (14),  und  dass  sie  im  reellen  Fall 
|lell  sind,  folgt  gerade  so  wie  seinerzeit  auf  S.  95  die  Realität 
br  Wurzeln  k  und  x  der  damaligen  Gleichungen  (10).  Auch  sind 
b  Ton  einander  y erschieden,  weil  sonst  nach  (17)  der  Zähler  und 
Ir  Nenner  rechts  in  (12)  einen  in  k  linearen  Factor  gemein  hätten, 
M  ausgeschlossen  wurde. 

Die  erste  Gleichung  (17)  sagt  nach  Satz  11,  S.  83,  aus,  dass 
ie  beiden  BichtuDgen  {k^)  und  (A^)  zu  einander  senkrecht 
nd  Die  geometrische  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung  (17)  wird 
Iter  (auf  S.  156)  erörtert  werden. 

Im  reellen  Fall  tritt  nun  für  die  beiden  Werte  k^  und  k^  Ton  k 
•Uich  ein  Maximum  oder  Minimum  von  1 :  R  ein,  denn  wenn  wir 
I  Wert  (12)  TOD  1 :  B  zweimal  nach  k  differenzieren,  so  geht,  da 
und  A,  die  Gleichung  (14)  erfüllen,  deren  linke  Seite  der  Zähler 
I  ersten  Differentialquotienten  von  1  :  E  nach  k  ist,  für  den 
aten  Differentialquotienten  ein  Bruch  mit  positivem  Nenner  hervor, 
Ben  Zähler  fibr  die  Werte  k^  und  k^  von  k  gleich  der  nach  k 
ierenzierten  linken  Seite  von  (14)  ist.  Dieser  Zähler  aber  ist  von 
1  Terschieden,  weil  sonst  die  Gleichung  (14)  eine  Doppelwurzel 
te,  also  die  Bedingung  (10)  gegen  die  Voraussetzung  erfüllt  wäre. 
Zar  Bestimmung  der  Maximal-  oder  Minimalwerte  von  1 :  E 
len  wir  aus  (12)  und  (13)  die  Gleichung: 

{M+Nk)R^{F+  Gk)  =  0  (Ä  =  Äj,Ä2), 


der  folgt: 

NR-'G 


^  ** A7»  «  ^  i^  —  ^vK)' 
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enthält  zwar  nicht  nur  scheinbar  k,  lässt  sich  aber  durch 
einen  in  k  linearen  Factor  kürzen.  In  diesem  Fall  ist  \iR 
eine  linear  gebrochene  Function  von  A.  Dasselbe  gilt  dann 
auch  bei  Einführung  neuer  Parameter.  Denn  wenn  u  und  v  gleich 
Functionen  zweier  neuer  Parameter  ü  und  ^  gesetzt  werden  und 
unter  k  die  Grösse  d'Oidü  verstanden  wird,  so  ist: 

dv  dv  T 

,  dv   __    du  dv 

du  du  du  j  ^ 

du  df 

also  k  eine  linear  gebrochene  Function  von  Ä.  Setzen  wir  sie  in 
die  Formel  für  1 :  iZ  ein,  so  wird  mithin  1 :  R  eine  linear  gebrochene 
Function  von  ä,  was  zu  beweisen  war. 

Die  Bedingung  für  den  jetzigen  Fall  kann  auch  so  ausgesprochen 
werden:    Die  beiden  in  k  quadratischen  Gleichungen 

sollen  eine  Wurzel  k  gemein  haben.    Für  diese  gemeinsame  Wurzel  ist 

daher: 

(10)  4{EM^FL){FN-GM)  -{GZ-  ENf  =  0. 

Unter  dieser  Bedingung  also  hat  1 :  Ä  die  Form : 

(11)  ^  =  ^4^. 

wobei  a,  /9,  /,  S  Functionen  von  u  und  v  bedeuten. 

Wir  haben  in  Satz  46,  S.  92,  gesehen,  dass  die  vier  Tangenten 
des  Punktes  P  oder  (m,  r),  die  zu  vier  Werten  von  k  gehören,  das- 
selbe Doppelverhältnis  haben  wie  die  vier  Werte  von  k  selbst  Die 
vier  Tangenten  sind  die  Schnittlinien  der  vier  zugehörigen  Normal- 
schnittebenen mit  der  Tangentenebene.  Diese  vier  Ebenen  haben 
nach  1  S.  334  dasselbe  Doppelverhältnis.  Dasselbe  Doppelverhältnis 
haben  nun  nach  (11)  und  Satz  35,  I  S.  328,  die  Krümmungsmittel- 
punkte der  vier  Normalschnitte.  Daher  liegt  hier  der  Fall  vor, 
dass  irgend  vier  Normalschnittebenen  des  Punktes  (m,  v) 
dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  zugehörigen  vier  Erüm- 
mungsmittelpunkte  auf  der  Normalen  des  Punktes  («,  v) 
haben.    (Siehe  Fig.  30,  S.  115.) 

Durchläuft  k  alle  Werte,  so  gilt  dasselbe  von  Ä.    Die  Grösse 
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t. 


*♦ 


w. 

Fig.  80. 


s> 


1  :  R  hat  für   keinen   Wert  von   k   ein   endliches  Maximum   oder 
Minimum,  da  der  Differentialquotient  Ton  1 :  R  nach  k  den  Wert 

hat  und  nur  für  A  =  —  ^:  y  unendlich  gross  ist;  aher 
für  dieses  ^  ist  1 :  ^  auch  unendlich  gross. 

Die  analytische  Bedingung  (10)  flir  Punkte  {u,  v) 
von  dieser  Beschaffenheit  ist  eine  Gleichung  zwischen 
u  und  V.  Demnach  giebt  es  im  allgemeinen  eine 
gewisse  Curve  auf  der  Fläche,  deren  Punkte  diese 
Eigentümlichkeit  haben.  Doch  kann  es  sein,  dass 
die  Gleichung  (10)  einen  Widerspruch  enthält,  sodass 
es  keine  solche  Punkte  giebt,  oder  dass  diejenigen 
Punkte,  für  die  (10)  erfüllt  ist,  noch  speciellerer 
Art,  nämlich  Nabelpunkte  sind. 

1.  Beispiel:   Bei  der  oben  im  Beispiel  betrachteten  Botatlonsfläche 
lautet  die  Bedingung  (10)  so: 


-^(pp"+«")-o. 

Ist  p  =s  0,  80  liegt  der  Schnittpunkt  des  Meridians  mit  der  Drebaze  vor,  der 
offenbar  singulär  ist  (vgl.  S.  23).    Die  Bedingung 

pp"+^'«-0 

giebt,  wie  wir  sahen,  nur  Nabelpunkte.    Rotationsflächen  haben  also  nie  Punkte 
der  jetzigen  Art 

2.  Beispiel:  Wir  können  auf  folgende  Art  eine  Fläche  herstellen,  die 
einen  reellen  Punkt  von  dieser  besonderen  Art  enthält:  Wir  construieren  in 
den  Ebenen  durch  die  x-Axe  alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkt  die  a;y-£bene 
berühren  und  deren  Mittelpunktshöhe  x  =  R  linear  gebrochen  von  der  Tangente 
des  Winkels  der  jeweiligen  Ebene  mit  der  rr^-Ebene  abhängt.  Dann  hat  der 
Anfangspunkt  auf  der  Fläche  der  Kreise  die  gewünschte  Eigenschaft 

Es  giebt  Flächen,  die  überall  Punkte  der  jetzt  betrachteten 
Art  haben.  Um  sie  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Minimalcurren 
der  Fläche  als  Parameterlinien  {u)  und  (r)  wie  oben.  Dann  ist 
^=G  =  0,  ^4=0.  Die  Bedingung  (10)  lautet  jetzt:  ZN=0. 
Nehmen  wir  etwa  Z  =  0  an,  so  ist  iV4=  0,  weil  sonst  der  Fall  der 
Nabelpunkte  vorliegen  würde.  Nach  Satz  7  sagen  die  Bedingungen 
E  =  G  =  0  und  Z  =  0  aus,  dass  die  Parameterlinien  (r)  Minimal- 
geraden sind.     Die  Curven  {u)  sind  keine,  weil  iV  4=  0  ist    Mithin 

Satz  10:  Diejenigen  Flächen,  bei  denen  in  jedem  Punkt 
das  Krümmungsmaass  eines  Normalschnittes  eine  linear 
gebrochene  Function  der  zugehörigen  Tangentenrichtung 

8* 
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{dv: du)  \%iy  bei  denen  also  vier  Normalschnittebenen  eines 
Punktes  stets  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  yier  za- 
gehörigen Erümmnngsmittelpunkte  haben,  sind  identisch 
mit  denjenigen  Flächen,  die  eine  Schar  Yon  Minimal- 
geraden und  eine  Schar  von  nicht-geraden  Minimalcuryen 
enthalten. 

Die  soeben  bestimmten  Flächen  sind  imaginär,  denn  wenn  eine 
reelle  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so  enthält  sie 
auch  diejenige  Schar,  die  aus  den  Gleichungen  dieser  einen  Schar 
durch  Vertauschen  von  i  mit  —  i  hervorgeht,  und  ist  also  nach 
Satz  9  eine  Ebene  oder  eine  Kugel. 

Allgemeiner  Fall:  Es  liege  eine  Fläche  vor,  auf  der  D  nicht 
überall  gleich  Null  ist  und  die  zu  keiner  der  beiden  besonderen 
Flächenarten  gehört,  d.  h.  die  Fläche  soll  weder  die  Tangenten- 
fläche einer  Minimalcurve  noch  eine  sonstige  Fläche  mit  einer  Schar 
von  Minimalgeraden,  noch  eine  Fläche  mit  zwei  Scharen  von  Mini- 
malgeraden (Ebene  oder  Kugel)  sein.  Kurz  gesagt:  Wir  nehmen 
jetzt  an,  die  vorliegende  Fläche  enthalte  keine  Schar  von 
Minimalgeraden.  Auch  sei  P  oder  (m,  v)  ein  Punkt  allge- 
meiner Lage  auf  der  Fläche.  Alsdann  ist  die  rechte  Seite  der 
Formel: 

^  ^  R  ^   E+  2Fk  +  Gk^ 

weder  frei  von  k  noch  durch  einen  in  k  linearen  Factor  zu  kürzen. 
Ist  die  Fläche  reell  und  weder  eine  Ebene  noch  eine  Kugel,  so 
liegt  für  einen  allgemein  gewählten  Punkt  der  Fläche  stets  dieser 
Fall  vor. 

Die  Krümmung  des  Normalschnittes,  der  zu  k  gehört,  ist  eine 
quadratisch  gebrochene  Function  von  k  und  erreicht  für  zwei 
Werte  von  k  ein  Maximum  oder  Minimum.  Denn  wenn  wir 
den  Bruch  rechts  nach  k  differenzieren  und  den  Differentialquotienten 
gleich  Null  setzen,  so  kommt: 

(13)  {M+  Nk){E  +  2Fk  +  Gk^  -  {F  +  Gk){L  +  2Mk  +Nk^  »  0 
oder 

(14)  [EM^FL)  -  (GZ--FN)k  +  [FN-GM)!*}  =  0 

oder  auch: 


(15) 


k^ 

E 

L 

-h 

F 

M 

=  0. 

1 

G 

N 
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Sind  k^  und  k^  die  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung, 

so  ist: 

na\  h    ^  L    ^   GL-EN         ,    ,  EM- FL 

Mithin  verhalten  sich  die  drei  Grössen: 

ZU  einander  gerade  so  wie  die  zweireihigen  Unterdeterminanten  der 
Elemente  der  ersten  Reihe  in  der  Determinante  (16),  sodass  ein 
bekannter  Determinantensatz  ergiebt: 

was  sich  auch  leicht  durch  Einsetzen  der  Werte  (16)  bestätigen 
lässt.  Die  Wurzeln  A^  und  k^  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllen 
die  quadratische  Gleichung  (14),  und  dass  sie  im  reellen  Fall 
reell  sind,  folgt  gerade  so  wie  seinerzeit  auf  S.  95  die  Realität 
der  Wurzeln  k  und  x  der  damaligen  Gleichungen  (10).  Auch  sind 
sie  von  einander  yerschieden,  weil  sonst  nach  (17)  der  Zähler  und 
der  Nenner  rechts  in  (12)  einen  in  k  linearen  Factor  gemein  hätten, 
was  ausgeschlossen  wurde. 

Die  erste  Gleichung  (17)  sagt  nach  Satz  11,  S.  83,  aus,  dass 
die  beiden  Richtungen  (A^)  und  (A,)  zu  einander  senkrecht 
sind.  Die  geometrische  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung  (17)  wird 
später  (auf  S.  156)  erörtert  werden. 

Im  reellen  Fall  tritt  nun  für  die  beiden  Werte  k^  und  k^  von  k 
wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  von  1 :  R  ein,  denn  wenn  wir 
den  Wert  (12)  von  1  :R  zweimal  nach  k  differenzieren,  so  geht»  da 
k^  und  A,  die  Gleichung  (14)  erfüllen,  deren  linke  Seite  der  Zähler 
des  ersten  Differentialquotienten  von  1  :  R  nach  A  ist,  für  den 
zweiten  Differentialquotienten  ein  Bruch  mit  positivem  Nenner  hervor, 
dessen  Zähler  für  die  Werte  A^  und  A,  von  A  gleich  der  nach  A 
differenzierten  linken  Seite  von  (14)  ist  Dieser  Zähler  aber  ist  von 
Null  verschieden,  weil  sonst  die  Gleichung  (14)  eine  Doppelwurzel 
hätte,  also  die  Bedingung  (10)  gegen  die  Voraussetzung  erfüllt  wäre. 

Zur  Bestimmung  der  Maximal-  oder  Minimalwerte  von  1 :  R 
ziehen  wir  aus  (12)  und  (13)  die  Gleichung: 

(18)  (M+Nk)R  -  {F+  Gk)  =  0  (A  =  k^,k^), 

aus  der  folgt: 

(ly)  A  Ä  — Wr^G  ^    ^  ^'  *' * 
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Setzen  wir  dies  in  (15)  ein,  so  kommt  zunächst: 

{MR  -  *y  EL 

{MIt^F){NR^G)      P      i¥   =0. 
{NR-Gf  G      N 

Zur  Vereinfachung  subtrahieren  wir  von  der  ersten  Reihe  das 
(G^  —  iVÄ)  fache  der  zweiten  und  das  (iVÄ*— GÄ)  fache  der  dritten. 
Dann  wird  das  zweite  und  dritte  Element  der  ersten  Reihe  gleich 
Null,  sodass  bleibt: 

(20)  {LN-^  M^R*^{Ey^  2FM+  GL)R  +  (EG  -  F^)  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert  die  zu  k^  und  k^  gehörigen  Werte  iZ^  und  B^ 
Yon  R,  die  wir  aber  auch,  wenn  A^  und  A,  gefunden  sind,  aus  (12) 
oder  aus  (18)  berechnen  können. 

Die  Krümmungen  1 :  R^  und  1 :  R^  genügen  der  quadratischen 
Gleichung: 

(21)  {LN-  M^)  -  {EN-2FM+  GL)^  +  [EG  -  F^-^  =  0  . 
Hiernach  ist 

Künftig  bezeichnen  wir  diese  beiden  Werte  mit  H  und  K: 
(23)  H  =  ^  +  -l-,       jr=   ^       ' 


Man  nennt  die  beiden  Richtungen  (AJ  und  (Aj)  durch  P,  für 
die  der  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  ein  Maximum  oder 
Minimum  hat,  die  Hauptkrümmungsrichtungen  des  Flächen- 
punktes P,  entsprechend  die  mit  Vorzeichen  versehenen  Radien  R^ 
und  R^  die  Hauptkrümmungsradien,  ihre  reciproken  Werte  die 
Hauptkrümmungen  und  die  zugehörigen  Mittelpunkte  die  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte des  Flächenpunktes.  ^ 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  11:  Liegt  eine  solche  Fläche  mit  den  Parametern 
w,  V  vor,  die  keine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so 
giebt  es  unter  den  Normalschnitten  eines  Flächenpunktes 


*  Die  ersten  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Flächencurven  ver- 
dankt man  Euleb,  der  in  der  wichtigen  Arbeit:  „R^cherches  sur  la  cour- 
bure  des  surfaces",  M6m.  de  l'Acad^m.  des  Sciences  de  Berlin,  T.  XVI, 
1760,  die  Krümmungen  der  Normalschuitte,  die  Hauptkrümmungsricbtungen 
und  ihre  Radien  zuerst  bestimmt  hat. 
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von  allgemeiner  Lage  zwei  nicht  zusammenfallende  zu 
einander  senkrechte  und  im  reellen  Fall  reelle  Schnitte, 
für  die  die  Krümmung,  yerglichen  mit  den  Krümmungen 
der  übrigen  Normalschnitte  der  Stelle,  ein  Maximum  oder 
Minimum  hat.  Die  Summe  H  und  das  Product  K  dieser 
beiden  mit  Vorzeichen  versehenen  Krümmungen  haben, 
ausgedrückt  in  den  Fundamentalgrössen  U,  F,  G  und  Z,  M,  N, 
die  Werte: 

EG-F^  '         ^^  EO  -•  F^  ' 

Die  zu  jenen  beiden  Normalschnitten  gehörigen  Haupt- 
krümmungsrichtungen {k==dv:du)  auf  der  Fläche  ergeben 
sich  aus  der  quadratischen  Gleichung: 

k*     E      L 
-Ä      F      .V    =0. 

1       G      N 

Beispiel:  Bei  der  gemeinen  Scbraubenfläcbe,  die  durch  stetige 
Sebraubang  einer  in  der  a^Aze  gelegenen  Geraden  tun  die  x-Aze  entsteht  and 
nach  (20),  S.  60,  die  Gleichungen  hat: 

X  —  u cos r,      y  =  UBinv f      x  ^  qv , 

ist,  wie  damals  berechnet  wurde: 

E^\,      F^O;       Ö  =  M«  +  ^", 
daher: 

Die  Quadratwurzel  ist  nach  S.  18  positiv  zu  nehmen.  Fetner  giebt  die  An- 
wendung der  Formeln  (9),  S.  106; 

L  =  0  ,       Jlf  =.  -    ^^ ,      iV  =  0  . 

Der  Satz  11  giebt  daher: 

if  =  0  ,      i5C  =  -         ^' 


(w«  +  qy 

H^O  bedeutet:  Auf  der  gemeinen  Schraubenfläche  sind  die  beiden 
Hauptkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  einander  entgegengesetzt 
gleich.  Die  Gleichung  für  die  beiden  Hauptkrümmangsrichtungen  ki  und  k^ 
giebt  hier: 

k  =  ±  --=^-_~=  . 
V  if*  +  q* 

Dem  in  Satz  1 1  ausgesprochenen  allgemeinen  Fall  ordnet  sich 
der  erste  Fall,  der  des  Nabelpunktes,  in  gewisser  Hinsicht  als 
Specialfall   unter.     Ein   Nabelpunkt   tritt,   können   wir   sagen,   auf, 
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wenn  R^  =  R^  ist     Deshalb  kann  man  den  Satz  6   auch  so  am 
sprechen: 

Satz  12:  Diejenigen  Flächen,  auf  denen  in  jedem  Punkt 
die  beiden  Haaptkrümmungsradien  einander,  auch  dei 
Vorzeichen  nach,  gleich  sind,  sind  identisch  mit  denKugeli 
insbesondere  mit  den  Ebenen. 

Es  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  ausser  den  oben  im  erste 
und  zweiten  Fall  erwähnten  besonderen  Erscheinungen,  die  f&r  g( 
wisse  Punkte  einer  allgemein  gewählten  Fläche  auftreten  könnei 
sodass  dort  der  Satz  11  nicht  gilt,  scheinbar  noch  andere  Am 
nahmen  von  diesem  Satze  yorkommen  können.  Denn  man  kan 
ja  z.  B.  eine  beliebige  Schar  von  cr»^  Kreisen  in  den  oo*  Ebene 
durch  die  r-Axe  construieren,  die  sämtlich  im  Anfangspunkt  di 
jry-Ebene  berühren:  sie  erzeugen  eine  Fläche,  und  auf  dieser  Fläch 
sind  die  Normalschnitte  des  Anfangspunktes  gerade  diese  beliebi; 
gewählten  Kreise.  Man  wird  eine  solche  Fläche  analytisch  dai 
stellen,  indem  man  als  den  einen  Parameter  etwa  den  Winkel  i 
der  Kreisebonen  mit  der  x  r-Ebene  und  als  den  anderen  etwa  dei 
Winkel  r  des  Radius  des  Punktes  mit  der  z-Axe  benutzt.  Alsdan 
sind  die  Paranieterlinien  (?/)  die  Kreise.  Da  sie  sich  alle  im  Anfang« 
punkt  treft'en,  so  ist  diese  Stelle  nach  S.  6  singulär  im  Hinblic 
auf  die  Parameterdarstellung. 

Es  darf  also,  wenn  eine  reelle  Fläche  etwa  rein  geometriscl 
definiert  ist,  nicht  überraschen,  wenn  an  einzelnen  Stellen,  an  denei 
die  Tangenten  regulär  eine  Ebene  bilden^  doch  der  Satz  11  nicfa 
gilt.  Solche  Stellen  sind  bei  Anwendung  zweier  Flächenparamete 
sin^ulär.^  Doch  gilt  der  Satz  11  stets  für  allgemein  ge 
wählte  Punkte  einer  Fläche,  sobald  die  Fläche  kein( 
Schar  von  Minimalgeraden  enthält. 

§  3.    HauptkrDmmungen  bei  einer  Rotationsfläche. 

Wir  wollen  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  anf  eine 
all^enu'iue  Rotationsfläche  anwenden.  Die  Axe  der  Fläche 
wählen  wir  als  r-Axe.  Der  in  der  xr-Ebene  gelegene  Meridiu 
habe  (wio  auf  S.  40)  die  Gli*icliun«j[en: 

.r  =  p  ^it\ ,       i/  =  0  ,       r  =  y  (m)  , 

'  Ilioraut*  hat  Pois<:on  :  iut:«!  aiifmorksam  gemacht:  ,,M£moire  enr  li 
i'ourburo  dos  surfaoos".  J«»urn.  t'.  li.  roino  u.  aDg.  Math.   8.  Bd.  (18831 
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und  u  bedeute  dabei  die  Bogenlänge  des  Meridians.  Wir  können 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  ;?(«)>  0 
sei,  wenn  die  Fläche  reell  ist  Die  Bogenlänge  u  sei  alsdann  im 
Sinne  der  wachsenden  Coordinate  z  gewählt,  also  q  >  0.  Durch 
Drehung  des  Meridians  um  die  z-Axe  entsteht  die  Rotationsfläche: 

(1)  o:  =/?(M)cost?,       y  =/?(M)sint;,       z^q{u). 

Wie  früher,  vgl.  S.  110,  ist: 

Ä'=l,      ^^=0,       (?=/?*,      i?=/?; 


(2) 


Z  =  -^,       il/=0,       N^pq. 


Nach  XI  {F)  ist  ferner: 

(3)  J  =  ~  q'  cos  r ,       J'  =  —  j'  sin  t? ,       Z  ^  p\ 

also  für  einen  Punkt  des  Meridians  (r  =  0)  in  der  arr-Ebene: 

X=-9',       7=0,       Z  =  p\ 

Da  im  reellen  Fall  q  >0  ist,  so  ist  dann  die  positive  Flächen- 
normale nach  der  r-Axe  hingerichtet  Die  Gleichung  des  Satzes  11, 
S.  119,  für  k^  und  A,  ist  hier:  A  =  0.  Sie  hat,  aufgefasst  als 
quadratische  Gleichung,  die  Wurzeln  A^  =  0,  A,  =  cx>.  Aus  (20), 
S.  118,  ergeben  sich  die  zugehörigen  Hauptkrümmungsradien: 

(4)  ^  =  -f"     ^«  =  7- 

Da  R  nach  S.  104  der  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmungsradius 
eines  Normalschnittes  ist,  so  sind 

l^x  +  XR,       t)=y+JÄ,       i  =  z  +  ZR 

die  Coordinaten  des  zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes.  Mithin 
giebt  Aj  =  0  für  den  Punkt  P  oder  (ti,  0)  des  Nullmeridians  {v  =  0) 
als  Coordinaten  des  einen  Hauptkrümmungsmittelpunktes: 

Da  p^  +  q^  =  1,  also  pp'  +  qq' ^  0  ist,  80  ist  auch 


Ji  =  y  + 


q" 


Dieser  Hauptkrümmungsmittelpunkt  ist  nach  Satz  18,  IS.  30, 
der  Krümmungsmittelpunkt  fi  des  in  der  x  r-Ebene  gelegenen  Null- 
meridians (v  =  0).     Dies  war  vorauszusehen,  denn  A^  =  0  bedeutet 
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dv^O,  d.  h.  der  zu  k^  gehörige  Normalschnitt  ist  der  Meridian 
Femer  bedeutet  A,  =  cx>  oder  du  =  0,  dass  die  zweite  HauptkrQm- 

mungsrichtung  durch  die  Tangente 
des  Breitenkreises  {u)  von  P  angegeben 
wird.  (Siehe  Fig.  81.)  Der  zugehörige 
Hauptkrümmungsmittelpunkt  hat  die 
Coordinaten : 

liegt  also  auf  der  z-Axe  und  ist  daher 
der  Schnittpunkt  31  der  Normalen  mit 
der  Drehaxe.  Femer  ist  nach  (23),  S.  1 1 8 : 

1 


Fig.  31. 


H^ 


a:  = 


1 


+ 


1 

= 

9' 

+ 

P 

1 

== 

P" 
P 

• 

Das  Product  JR^  R^  ist  absolut  genommen  gleich  dem  Product  der 
Strecken  P^  und  P%  und  zwar  ist  es  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem beide  Strecken  nach  derselben  Seite  von  P  liegen  oder  nach 
verschiedenen  Seiten.    Daher: 

Satz  13:  Bei  einer  Rotationsfläche  sind  die  Haupt- 
krümmungsrichtungen eines  beliebigen  Punktes  P  die 
Tangente  des  durch  P  gehenden  Meridians  und  die  Tan- 
gente des  durchPgehendenBreitenkreises.  Die  zugehörigen 
Hauptkrümmungsmittelpunkte  sind  der  Mittelpunkt  S  des 
Krümmungskreises  jenes  Meridians  und  der  Schnittpunkt  91 
der  Flächennormale  P^  mit  der  Drehaxe.  Das  Product 
der  Hauptkrümmungsradien  ist  bei  einer  reellen  Fläche 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  $  und  9^  auf  derselben 
Seite  von  P  liegen  oder  nicht. 

Wir  haben  in  Satz  65,  I  S.  103,  alle  ebenen  Curven  bestimmt» 
bei  denen  das  Product  aus  dem  Krümmungsradius  und  der  Normalen, 
diese  gemessen  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  einer  Geraden  — 
damals  der  y-Axe  —  constant  und  zwar  gleich  ±  1  ist,  wobei 
das  Vorzeichen  positiv  oder  negativ  angenommen  wurde,  je  nachdem 
beide  Strecken  nach  derselben  oder  nach  verschiedenen  Seiten  des 
Curvenpunktes  lagen.  Durch  ähnliche  Vergrösserung  gehen  aus 
jenen  Curven  solche  hervor,  bei  denen  das  Product  einen  con- 
stanten  Wert  (=t=  0)  hat  Lassen  wir  diese  Curven  sich  um  die  y-Axe 
drehen,  so  erzeugen  sie  diejenigen  Rotationsflächen,  auf  denen 
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K  = 


constant  ist.  Wenn  wir  statt  der  damaligen  ;r^-£bene  die  zz- 
Ebene  benutzen  und  noch  die  Bemerkungen  im  Anschluss  an  jenen 
Satz  beachten,  so  finden  wir: 

Satz  14:  Jede  reelle  Rotationsfläche,  bei  der  das  Pro- 
duct  K  der  Hauptkrümmungen  überall  constant,  aber  von 
Null  verschieden  ist,  ist  einer  derjenigen  Rotationsflächen 
ähnlich,  die  durch  Drehung  der  ebenen  Curven: 


(la) 

X  =  C  COS  tp  , 

y  =  o. 

z  =  E[c,<p), 

(Ib) 

1   . 

z=  ^  A<p, 

y  =  o, 

z  =  l.E(c.^)-l^F(c 

(IIa) 

X  =  cco%<p, 

y  =  o, 

z  =  F{c,  (f)  -  E{c,  <p) , 

(Hb) 

1    . 
x=  ^  A(p, 

y  =  o, 

z  =  1  F{c,  9P)  -  1  E{c,  <p) 

um  die  r-Axe  hervorgehen.  Dabei  bedeutet  q>  den  Para- 
meter der  Curve  und  c  eine  positive  Constante  kleiner  als 
Eins.     Ferner  ist: 

Jcp  =  y  1  —  c*  sin*  (p , 

qp  q, 

E[c,(f)=fjcpd<p,        P{<=.9)^fYi-     . 

0  0 

Das  constante  Product  der  Hauptkrümmungen  ist  bei  den 
Typen  (I  a)  und  (I  b)  gleich  +  1,  bei  den  Typen  (11  a)  und 
(II  b)  gleich  —  1.  Insbesondere  fallen  die  beiden  ersten 
Typen  für  c  =  1  zusammen  und  geben  die  Kugel  vom  Radius 
Eins.  Ebenso  fallen  die  beiden  letzten  Typen  für  c  =  1 
zusammen  und  geben  die  Fläche,  die  durch  Drehung  der 
Tractrix 

a:  =  cosy,      y  =  0,       z  =  logtg^-^  +  |-j  —  sinqp 

um  die  z-Axe  hervorgeht 

Aus  den  Schlussbemerkungen  jenes  citierten  Satzes  folgt  noch: 

Satz  15:  Verschiebt  man  eine  Rotationsfläche,  bei  der 
das  Product  der  Hauptkrümmungen  überall  constant, 
gleich  Kj  ist,  längs  ihrer  Axe,  so  gehen  oo^  Flächen  her- 
vor, die  von  oo^  Rotationsflächen  mit  derselben  Axe,  bei 
denen  jenes  Product  gleich  —  JT  ist,  überall  senkrecht 
durchschnitten  werden. 
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In  den  Figuren  32  bis  37  sind  die  sechs  Typen  von  reellen 
Rotationsflächen,  bei  denen  JT  =  ±  1  ist,  dargestellt  Insbesondere 
entspricht  den  Figuren  34  und  35  der  Wert  c  =s  1 ,  den  EHgoren 
32,  33,  36  und  37  der  Wert  c^\f2  (siehe  I  S.  105).  Die  Figuren 
32  und  33,  dann  34  und  35,  endlich  36  und  37  gehören  paarweis 
zusammen,  wie  es  Satz  15  angiebt.  Die  beiden  ersten  Figuren  ge- 
hören zu  den  Typen  (I  a)  und  (11  a),  die  beiden  letzten  zu  den 
Typen  (I  b)  und  (11  b)  des  Satzes  14.  Fig.  34  ist  die  Kugel, 
Fig.  35  die  Rotationsfläche  der  Tractrix. 

Wir  wollen  auch  diejenigen  Rotationsflächen  bestinunen, 
auf  denen  überall  die  beiden  Hauptkrümmungen  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind,  d.  L  if=0  ist  Nach  Satz  13 
•kommt  es  darauf  an,  alle  ebenen  Curven  zu  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungsradius  überall  so  lang  wie  die  Normale  ist^  diese 
bis  zu  einer  festen  Geraden  gemessen,  aber  dabei  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  gerichtet  ist  Durch  Drehung  einer  derartigen 
Curve  um  die  feste  Gerade  entsteht  eine  Rotationsfläche  von  der 
gewünschten  Beschaff^enheit 

Ist   8   die   Bogenlänge    der   Curve   in   der  ory-Ebene   and  die 

y-Axe   die   feste   Gerade,    so   haben    wir    zu   verlangen,    dass  die 

JT-Goordinate    des    Krümmungsmittelpunktes,    d.   h.    nach   Satz  18, 
I  S.  30,  die  Grösse 

X 

doppelt  so  gross  als  z  selbst  sei,  daher: 

wenn  der  Strich  die  Differentiation  nach  s  andeutet    Da  ar''  +  y'*  =  1 
ist,  folgt  hieraus 

1    —  x'*  =  XX*' 

oder: 

dxx'         ^ 

ds 
Mithin : 

XX  =^  s  -\-  h      {b  -=  Const) 
oder: 

also : 

x^^s^  +  2bs  +  a}       (a3  =  Const). 

Die  Bogenlänge  sei  von  derjenigen  Stelle  an  gemessen,  an  der  die 
Tangente   der  y-Axe   parallel   und    daher  ar-r'  =  0  ist,   was  auf  die 


Hai^tkrümmutigen  bei  einer  BtAaUonafläche.  125 
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Amiahme  6  =  0  hinaus  kommt,  wodurch  also  die  Allgemeinheit  der 
Betrachtung  nicht  beschränkt  wird.    Jetzt  ist: 


daher 


ar  =  y*>  +  a«, 


X  = 


8 


Y?l-a* 


y'=yi-:r'«:= 


also: 


y  ■«  a  log  (*  +  Ys*  +  a^  +  c       (c  =  Const). 

Wenn  wir  noch  durch  Verschieben  der  Curve  längs  der  y-Axe  — 
was  ja  gestattet  ist  —  den  Punkt  (s  =  0)  auf  die  x-Axe  bringen, 
80  muss  y  B  0  sein  für  «  »  0,  mithin  c  ^  —  log  o,  sobald  wir  — 
im  reellen  Fall  —  die  Quadratwurzel  positiv  nehmen,  was  anch  er* 
laubt  ist    Nun  kommt: 

x  =  yÄ>  +  a«,      y  =  alog ^— 

oder  wenn  s  eliminiert  wird: 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie,  deren  Leitlinie  die 


/ 


Fig.  3S. 


v-Axe    ist-     Durch  Dn^hung   der  Curve   um   ihre  Leitlinie   entsteht 
ein  soiceuÄunres  Catenoid.  ^     ^Siehe  Fig.  8S.)     Daher: 

Sati  16:  Die  Catenoide  sind  die  einzigen  Botations- 
flächen,  auf  denen  überall  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
radieu  einander  eutjcegensjeserzt  s:leich  sind. 


^  Vgl  die  Anmerkung  auf  S.  42. 
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§  4.    Haupttangenten. 

Es  liege  eine  Fläche  vor,  die  keine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält.  Nach  (2),  8.  109,  erfüllen  die  mit  Vorzeichen  versehenen 
Krümmungsradien  R  der  Normalschnitte  eines  allgemein  gewählten 
Punktes  P  oder  (m,  v)  der  Fläche  die  Gleichung: 

1        L  +  2Mk'h  Nk^ 


(1) 


R        E'^2Fk  +  Ok* 


Dabei  giebt  k  ==  dvidu  die  Fortschreitungsrichtung  an,  die  in  dem 
gewählten  Normalschnitte  liegt  Wir  haben  in  Satz  11,  S.  118, 
gesehen,  dass  es  zwei  Werte  A^  und  k^  von  k  giebt»  flir  die  1:B 
ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht  Es  giebt  aber  auch  zwei 
Werte  x^  und  Xg  von  ä  ,  für  die  1 :  i?  gleich  Null  ist  Es  sind  dies 
die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(2)  L  +  2Mk  +  Nk^^0, 

von  denen  wir  wissen  (vgl.  S.  116),  dass  sie  nicht  auch  den  Nenner 
rechts  in  (1]  gleich  Null  machen.  Die  zugehörigen  Normalschnitte 
haben  nach  I  S.  33  in  dem  Punkte  P  Wendepunkte.  Man  nennt 
diese  beiden  Richtungen  (x^)  und  (x,)  die  Haupttangentenrich- 
tungen, die  zugehörigen  Tangenten  der  Fläche  die  Haupttan- 
genten des  Punktes  P.^     Nach  I  S.  226  folgt  sofort: 

Satz  17:  Die  Haupttangenten  eines  Flächenpunktes 
sind  diejenigen  Tangenten,  die  mit  der  Fläche  eine  Be- 
rührung von  zweiter  Ordnung  eingehen. 

Ist  die  Fläche  und  die  Parameterdarstellung  reell,  so  ist  der 
Nenner  rechts  in  (1),  da  er,  mit  du^  multipliciert,  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  bedeutet,  stets  positiv  für  reelle  Fortschreitungs- 
richtungen  (k).  Die  Krümmung  eines  Normalschnittes  erfährt  also 
beim  Drehen  der  Normalschnittebene  um  die  Normale  des  Punktes  P 
nur  da  einen  Zeicbenwechsel,  wo  der  Zähler  rechts  in  (1)  durch 
den  Wert  Null  hindurchgeht,  also  dann,  wenn  die  Normalschnitt- 
ebene eine  der  beiden  Haupttangenten  von  P  enthält  Diese  beiden 
Normalschnitte  trennen  also  die  Gesamtheit  der  Normalschnitte  in 
diejenigen,  deren  Erümmungsmittelpunkte  auf  der  positiven,  und  in 
diejenigen,  deren  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  negativen  Seite 
der  Tangentenebene  liegen.    Doch  sind  x^  und  Xj  nicht  stets  reell; 

^  Diese  Geraden  wurden  zuerst  untersucht  von  Düpim,  „D^veloppements 
de  g6om6trie'',  Paris  1813. 
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es  kann  also  ebensowohl  vorkommen ,  dass  alle  Erümmungsmittel- 
punkte  der  Normalschnitte  auf  derselben  Seite  der  Tangentenebene 
liegen.     Ein  Beispiel  zeigt  dies: 

Beispiel:    Auf  der  Rotationsfläche: 

X  ^  p{u) cos V i      y  s  p  (u) sin 9 )       %  ^  q{u)j 

bei  der  wir  wieder  die  auf  S.  121  getroffenen  Voranssetzungen  macben,  laatet 
die  Gleichung  (2): 


.// 


+  p  g'  ^*  =  0 


and  giebt: 


Es  ist  aber  (vgl.  S.  121) 


,'t 


/>    + 


.// 


die  o^Coordinate  des  Krümmnngsmittelpunktes  ^  des  Meridians  {v  =■  0).     Da 
p  die  o^Coordinate  des  zugehörigen  Punktes  P  dieses  Meridians  ist,  so  ist  die 

obige  Quadratwurzel  reell,  wenn  der  Krümmung»- 
mittelpunkt  ^  auf  der  positiven  Normale  von  P 
liegt,  die,  wie  wir  sahen,  von  P  nach  aussen 
gerichtet  ist,  sobald  wir  die  ;t-Aze,  Drehaxe,  mla 
im  Innern  der  Fläche  gelegen  bezeichnen.  Überall 
da  also,  wo  die  Meridiancurve  nach  innen  convex 
ist,  also  in  Fig.  39  in  dem  ganzen  Streifen  vom 
Kreise  a  bis  zum  Kreise  6,  sind  X|  und  Xt  reell; 
da  wo  sie  nach  aussen  convex  ist,  wie  in  den 
Streifen  von  b  bis  0,  sind  Xj  und  x,  imaginSr. 
Die  Breitenkreise  der  Wendepunkte  der  Meri- 
diancurven  teilen  also  die  Gebiete,  in  denen  «| 
und  X|  reell  oder  imaginär  sind,   von  einander. 


Fig.  39. 


Hiemach  sind  in  einem  allgemeinen  reellen  Flächenpunkte  P 
drei  Fälle  denkbar: 

Erster  Fall:     x^  und  x^  sind  imaginär,  d.  h.  es  ist 

Alle  reellen  Normalschnitte  von  P  sind  also  nach  derselben  Seite 
der  Tangentenebene  gekrümmt.  Man  sagt,  die  Fläche  sei  in  P 
convex-convex.  Die  Haupttangenten  von  P  sind  imaginär.  R^  und 
B^y  die  beiden  Hauptkrümmungsradien,  haben  dasselbe  Vorzeichen. 
(Siehe  Fig.  40.)  ^ 


^  In  den  drei  Figuren  40,  41,  42  haben  wir,  um  die  Hauptkrünmiungs- 
kreise  als  solche  deutlicher  zur  Anschauung  zu  bringen,  Flächen  dargestellt, 
die  mit  ihren  Hauptkrümmungskreisen  ein  endliches  Stück  gemein  haben. 


§  4.     HaupUangenten. 


Zweiter  Fall:     x^  und  x,  fallen  zasammen,  sind  also  reell. 
Hier  ist: 

LN-  ]H'  =  0. 

Alle  reellen  Kormalschnitte  von  P  Bind  nach  derselben  Seite  der 
Tangentenebene  gekrümmt  Nur  ein  Normalschnitt  hat  die  Krüm- 
mung Null,  d.  h.  Bein  ErUmmungskreis  artet  in  die  einzige  vorhandene 
Haupttangente  aus.  Da  diese  Krttmmung  Null  ein  Minimum  oder 
Maximum  ist,  so  ist  diese  Kaupttangente  zugleich  Tangente  einer 
der  beiden  Hauptkrümmungsrichtangen.  Von  S^  und  Ä,  ist  also 
der  eine  Wert  unendlich  gross.    (Siehe  Fig.  41.) 


Fig.  40. 


Dritter  Fall;    x^  und  x,  sind  reell  verschieden,  oder  es  ist: 

Beide  Haupttangenten  sind  reell  verschieden.  Ihre  Normalsohnitte 
teilen  das  Gebiet  der  nach  der  einen  Seite  gekrümmten  Normal- 
Bchnitte  von  dem  Gebiet  der  nach  der  anderen  Seite  gekrtimmten 
Normalschnitte.  Man  nennt  dann  die  Fläche  in  P  convex-concav. 
Äj  und  ^3  haben  verschiedene  Vorzeichen.     (Siehe  Fig.  42.) 

1.  Beispiel:  Von  den  reellen  FIfichen  zweiter  Ordnung  sind,  wie 
man  sofort  aus  der  bekannten  Gestalt  dieser  Flachen  eieht,  das  Ellipeoid,  da» 
elliptische  Paiaboloid  und  dae  zweischalige  H^iperboloid  überall  convei-convex. 
Dagegen  ist  das  hyperbolische  Paraboloid  nnd  das  einschalige  Hyperboloid 
überall  convez-coucav.  Der  Kegel  und  der  Cylinder  zweiter  Ordnung  sind 
Flächen,  anf  denen  überall  der  zweite  Fall  vorliegt 

2.  Beispiel:  Die  gemeino  SchraubenfUche  (S.  Hfl)  und  das 
Catenoid  (S.  126)  haben  überall  entgegengesetzt  gleiche  Hanptkrflmmnng»- 
radien.    Sie  sind  mithin  überall  convei-concav. 

3.  Beispiel:  Betrachten  wir  irgend  eine  geradlinige  Flftche  mit 
reellen  Erzeugenden.  Durch  einen  Punkt  P  aaf  ihr  geht  eine  Erzeugende  k. 
Die  Normale  von  P  steht  auf  h  senkrecht,  die  Tangentenebene  von  P  enthUt  h 
vgl.  I  S.  277).    Die  durch  die  Normale  und  k  gehende  Ebene  schneidet  die  FlSche 
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in  h  selbst,  d.  h.  in  einer  Curve  von  der  Krümmung  Null.  Mithin  ist  in  P 
eine  der  beiden  Haupttangenten  die  Gerade  h.  Da  sie  reell  ist,  so  kann  nur 
der  2.  oder  3.  Fall  vorliegen.  Auf  einer  reellen  geradlinigen  Flftche  sind  also 
überall  die  Hauptkrümmungsradien  von  verschiedenen  Vorzeichen  oder  einer 
von  ihnen  ist  unendlich  gross.  Es  giebt  also  keine  convez-convexe 
geradlinige  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden.  Wir  werden  sehen, 
dass  das  Ellipsoid,  das  convez-convez  ist,  zwar  als  geradlinige  Fläche  anfge- 
fasst  werden  kann,  aber  ihre  Erzeugenden  sind  imaginär.    (Siehe  S.  144.) 

Bei  der  Unterscheidung  der  Punkte  mit  reellen  und  der  Punkte 
mit  imaginären  Haupttangenten  giebt  der  Wert  des  Ausdrucks 
I/N  —  M*  den  Ausschlag.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auch  in  an- 
derer Weise  schreiben;  es  ist  nämlich  nach  (10),  S.  106: 

=  S(i;2'„--2„l'.,)(y„z„-^„y„). 

also  nach  XI  {F): 
daher: 


(3) 


ZN-M'  =  D 


X 
Y 
Z 


X     X 


u 


V 


u 


Z 


u 


Bei  reellen  Flächen  und  reeller  Parameterdarstellung  ist  D  nach 
S.  18  positiv.  Die  Entscheidung  giebt  also  das  Vorzeichen  der 
Determinante.     Wir  sagen  daher: 

Satz  18:  Ein^e  Fläche,  die  keine  Schar  von  Minimal- 
geraden enthält,  hat  in  einem  allgemein  gewählten  reellen 
Punkt  (w,  v)  mit  reellen  Parametern  zwei  reell  verschiedene 
oder  zwei  reell  zusammenfallende  oder  zwei  imaginäre 
Haupttangenten,  je  nachdem  der  Ausdruck  LN-^M^  oder 
die  Determinante 


X 
Y 
Z 


X      X 


u 


M 


U 


V 


Z 


für  das  betreffende  Wertepaar  kleiner  als  Null  oder  gleich 
Null  oder  grösser  als  Null  ist  Dabei  bedeuten  i,  M,  N  die 
Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  und  X,  T,  Z  die  ßich- 
tungscosinus  der  Normale.  Die  Richtungen  {dvidu)  der 
Haupttangenten  werden  durch  die  Bedingung 

Z  du^  +  2Mdu  dv  +  N  dv^  =  0 
bestimmt. 
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Da  S-^*  =  1  und  also 

ist,  so  kann  die  Determinante  in  (3)  auch  anders  geschrieben  werden. 
Multipliciert  man  nämlich  ihre  Zeilen  mit  X^  T,  Z  und  nimmt  ihre 
Summen  als  erste  Zeile,  so  ist  nur  das  erste  Element  dieser  Zeile 
von  Null  verschieden,  nämlich  gleich  Eins.     Daher  ist: 

ÄuZt,  —  Zu  Yv 


(4)  LN^M^^D- 


Hieran   reihen  sich  noch  zwei  Formeln,   die  durch  cyklische  Ver- 
tauschung von  X,  ¥,  Z  hervorgehen. 

Es  ist  leicht,  alle  Flächen  zu  bestimmen,  auf  denen 
überall  LN  —  M^  =  0  ist.  Vorweg  heben  wir  dabei  hervor:  Wenn 
auf  der  Fläche  überall  ZN  —  M^  =  0  ist,  so  ist  dies  auch  der 
Fall  bei  Einführung  irgend  eines  anderen  Parametersystems,  weil  die 
Gleichung  LN--  M^  =  0  aussagt,  dass  die  beiden  Haupttangenten 
zusammenfallen,  und  weil  diese  geometrische  Bedeutung  von  der 
Wahl  des  Parametersystems  unabhängig  ist  Ist  nun  auf  der  Fläche 
überall  ZN  —  M^  =  0,  so  folgt  aus  (4)  und  aus  den  beiden  ana- 
logen Formeln: 

also,  wenn  q  eine  gewisse  Function  von  u  und  v  bedeutet: 

(5)  K  =  9K.     y.  =  eK>     K  =  qZv 

Da  nun: 

d X  :=  X^du  +  X^dv  =  X^ [q  du  +  dv) 

und  entsprechend 

c?r=  Y^[odu  +  dv),       dZ=Z^{Qdu  +  dv) 

ist,  so  bleiben  X,  Y,  Z  ungeändert,  wenn  der  Punkt  (m,  v)  auf  der 
Fläche  eine  Curve  beschreibt,  längs  deren 

(>  rfw  +  c?r  =  0 

oder  also: 

dv 


du 


=  -  (>  (w,  v) 


ist.  Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  v  definiert 
nach  Satz  4,  S.  12,  eine  Schar  von  oo^  Curven  auf  der  Fläche. 
Wir  dürfen  annehmen,  dass  wir  gerade  diese  Curven  von  vornherein 
als  die  ParameterHnien  (v)  gewählt  hätten.  Dies  kommt  darauf 
hinaus,  dass  wir  die  Differentialgleichung  in  der  Form  dv  ^  0  an« 

9* 
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nehmen  dürfen.    Dann  aber  ist  q  =  0,  also  sind  dann  X^  Y,  Z  naickj 

(5)  frei  von  u.    Aus  der  ersten  Formel  XI  (/)  folgt  nun,  dass  S  X«j 
auch  von  u  frei  ist     Es  sei  etwa: 

(6)  %Xx^7{v). 

Differenzieren  wir  diese  Formel  nach  v^  so  giebt  die  zweite 
chung  XI  (/): 

(7)  SX„x  =  r(t;). 

Da  Jl,  Y,  Z  und  V  nur  von  v^  nicht  von  u^  abhängen,  so  stellt 

Gleichung 

S  Xf  =  r{v) 

in   den   laufenden  Coordinaten  f,  t),  j   für  jeden  Wert  von  ü 
Ebene  dar.    Diese  Ebene  schneidet  die  unendlich  benachbarte, 
V  +  rft?  gehörige  Ebene  in  der  Geraden,  die  ausserdem  der  Oleu 

genügt.    Da  die  Gleichungen  (6)  und  (7),  in  denen  x,  y^  z  die 
coordinaten  der  Fläche  sind,  genau  die  Form  dieser  beiden 
chungen  haben,  so  folgt  nach  Satz  14,  I  S.  292,  dass  die 
von  den  oo^  Ebenen 

S  Jf  =  r{v)  {v  =  Const) 

umhüllt  wird  und  also  abwickelbar  ist. 

Umgekehrt:  Liegt  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  so  können 
ihre  Gleichungen  nach  I  S.  261  so  schreiben: 

(8)  x  =  9)(ü)  + W5p'(«^),     y=/W  +  w/(i?),     ^^VW  +  ^V'W, 

Durch    Ausrechnung    erkennt    man,    dass    hier    Jy  =  Jl/'=0, 
X  iV  —  JK  ^  =  0   ist.     Nach   einer   oben   gemachten  Bemerkimg 
diese  Gleichung  L N  —  M^  ^  Q  auch  bei  jeder  anderen  Pi 
darstellung  der  Fläche  (8).     Also: 

Satz  19:    Die  abwickelbaren  Flächen  sind  die  eintif^ 
Flächen,    auf   denen    überall    der    aus   den   Fundament^ 
grossen  zweiter  Ordnung  gebildete  Ausdruck  d 


LN-^M^^Q 


ist 


Oder  auch: 

Satz  20:   Die  abwickelbaren  Flächen  sind  die  einij 
Flächen,    auf   denen    überall    die   beiden   Haupttangei 
zusammenfallen,  —  und  zwar  fallen  sie  in  die  geradlinij 
Erzeugenden  der  Fläche. 
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Der  Index  0  soll  daran  erinnern,  dass  sich  diese  Gleichungen  nur 
auf  den  Punkt  P  beziehen.  Nach  XI  {A)  und  XI  (C)  ist  für  diesen 
Punkt: 

(2)  ©0  =  1.      5o  =  0.       ®o=l.       ®o==l- 

Da  femer  dt)  ^  0  und  d j  =  0  oder  also  f  =  0  und  I  »  cx)  die 
Bauptkrümmungsrichtungen  von  P  liefern,  so  muss  die  quadratische 
Gleichung  für  f,  die  —  nur  mit  lateinischen  statt  deutschen  Buch- 
staben —  in  Satz  11,  S.  119,  angegeben  wurde,  filr  den  Punkt  P  die 
Form  f  =  0  haben.    Also  ist  jetzt  auch  filr  den  Punkt  P: 


(3) 

$£»0  =  0 

oder  nach  (9),  S.  106: 

(4) 

! Nunmehr  kommt: 

(öjöJo"^' 

1  fio  +  9?of' 


R  1  +t» 

Für  f  =  0  und  f  =  oo   ergeben  sich  die  beiden  Hauptkrümmungen: 

(5)  ^-  =  2o.      i;=%, 

sodass  nach  (9j,  S.  106,  für  den  Punkt  P: 

ist.  Femer  sei  (p  der  Winkel  der  Richtung  (!)  mit  der  Richtung 
der  j-Axe  (f  =  0),  also: 

Die  Formel  für  1:Ä  kann  nun  so  geschrieben  werden: 

,«v  J cos'go     ,     sin'go 

Da  wir  für  jeden  Flächenpunkt  P  diese  Betrachtung  anstellen  können, 
indem  wir  immer  das  zugehörige  begleitende  Axenkreuz  benutzen, 
80  folgt: 

Satz  21:  Sind  ir^^  und  Ji^  die  Abscissen  der  Mittelpunkte 
der  beiden  Hauptkrümmungskreise  eines  Flächenpunktes, 
gemessen  vom  Flächenpunkte  an  auf  seiner  Normalen,  so 
haben  die  Krümmungsmittelpunkte  derjenigen  Normal- 
schnitte, die  mit  dem  ersten  Hauptkrümmungsschnitt  die 
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Winkel    ±  qp    bilden,    eine   Abscisse   Ä,    die    sich   aus   der 
Formel 

1  cos'gp         sin'cjo 

-r 


R  Hl  Hf 

bestimmt.^ 

Geben  wir  qp  den  Wert  qp  +  -?^j  so  erkennen  wir  hieraus  sofort: 

Satz  22:  Die  Summe  der  Krümmungen  zweier  zu  ein- 
ander senkrechter  Normalschnitte  ist  gleich  der  Summe 
der  Hauptkrümmungen  der  betreffenden  Stelle. 

Da  die  Formel  (7)  nur  die  Quadrate  des 
Sinus  und  Cosinus  von  tp  enthält,  so  kommt 
es  auf  den  Sinn  der  Messung  des  Winkels  cp 
gar  nicht  an.  — 

Die  Haupttangenten  sind  durch  die  Eigen- 
schaft 1  :Ä  =  0  charakterisiert  (nach  S.  127),  so- 
dass ihre  Winkel  a  mit  der  ersten  Hauptkrtim- 
mungsrichtung  nach  (7)  durch:  ^' 

cos*  a         sin*  a 


«^ 


# 
/' 


^ 


+  ^^V^  =  o 


oder: 

(8)  tg«  =  ±|/r^ 

bestimmt  werden.     Also  (siehe  Fig.  43) 

Satz  23:  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einesFlächen- 
Punktes  halbieren  die  Winkel  seiner  Haupttangenten. 

Femer: 

Satz  24:  Der  Winkel  der  Haupttangenten  eines  Flächen- 
punktes hängt  nur  von  den  Werten  der  Hauptkrümmungen 
des  Punktes  ab. 

Sind  B^  und  U^  beide  positiv,  so  gilt  dasselbe  nach  (7) 
von  jedem  Krümmungsradius  B  des  Punktes  P,  der  dann  convex- 
convex  ist  (nach  S.  128).  Tragen  wir  auf  der  Tangente  von  P,  die 
mit  der  £-Axe  den  Winkel  tf  bildet,  von  P  aus  nach  beiden  Seiten 
den  Wert  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Krümmungsradius  R 
auf,  so  bilden  die  Endpunkte,  die  man  so  für  beliebige  Werte  von  ^ 
erhält,  eine  Ellipse,  denn  sie  haben  die  Coordinaten: 

E  =  ±  y^cos  qp ,       5  =  ±  "[/Ä'sin  tp , 
^  Dieser  Satz  heisst  der  EuLEB'sche  Satz.    Siehe  die  Anmerkung  auf  S.  118. 
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die  Dach  (7)  die  Gleichung  erftülen: 


y^j   und  ySj   sind   die  auf  der  £-  und  ^-Axe  gelegenen  Halbazeu 

der  Ellipse.    (Siehe  Fig.  44.) 

Sind  B^  und  ^,  beide  negativ, 
80  gilt  dasselbe  nach  (7)  tod  jedem 
Krümmungsradius  S  des  Punktes  P. 
Die  Stelle  ist  wieder  conTex-conrex. 
Wir  tragen  auf  allen  Tangenten  von  P 
aus  nunmehr  f  —  B  ab  und  erhalten 
die  Ellipse: 

-^  +  -i'^=l 

In  beiden  betrachteteu  Fällen  hat  P  nach  (8)  imaginäre  Haapt- 
tangenten,  und  zwar  sind  die  Haupttangenten  offenbar  die  imagi- 
nären Asymptoten  der  betreffenden  Ellipse. 

Ist  -ff,  positiv  und  Äj  negativ,  so  sind  die  Haupttangenten 
nach  (8)  reell.    Es  sei  a  der  positive  spitze  Winkel,  für  den  dann 


Fig.  M. 


tg*K  = 


^ 


ist  Nun  ist  nach  (7)  der  Wert  S  positiv,  solange  <p  zwischen  +  a 
and  —  a  liegt,  sonst  negativ.  (Vgl.  S.  129.)  Die  Fläche  ist  an  der 
Stelle  P  convex-concav.  Tragen  wir  wieder  auf  allen  Tangenten 
den  zugehörigen  Wert  der  Quadratwurzel  von  R 
bez.  —  B  ab,  je  nachdem  B  positiv  oder  negaüv 
ist,  so  erfüllen  die  Endpunkte  entweder  die 
Gleichung: 


1' 


oder  die  Gleichung 


{filr  Ä  >  0) 


(für  7?<0). 


Es  sind  dies  die  Gleichungen  zweier  conjugier- 

Fig.  45.  ter  Hyperbeln,  die  die  beiden  Haupttangenten 

zu  Asymptoten  haben.     (Siehe  Fig.  45.) 

Ist   B^    negativ    und    B^    positiv,    so    werden    die   Haapt- 

tangenten  ebenso  constniierL     Im  übrigen  gilt  über  das  Vorzeichen 
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von  B  gerade  das  Entgegengesetzte  wie  vorher.  Es  gehen  die  beiden 
conjagierten  Hyperbeln  hervor: 

^-|-  =  1        (ftiri?<0) 
und: 

die  wieder  die  Haupttangenten  zu  Asymptoten  haben. 

Ist  endlich  einer  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  unendlich 
gross,  so  erhalten  wir  statt  der  Ellipse  oder  des  Hyperbelpaares  ein 
Paar  paralleler  Geraden.  Ist  nämlich  etwa  7?^  ==  oo  und  7?, 
positiv,  so  reduciert  sich  (7)  auf: 

1   sin*  g> 

R  Ä"' 

d.  h.:   R  ist  überall  positiv.     Tragen  wir  ^R  auf  der  zugehörigen 

Tangente   ab,   so   liegt  der  Endpunkt  auf 

einer  der  beiden  Geraden  (siehe  Fig.  46)  m 

Ist  Äj  =  00  und  R^  negativ,   so  ist  R     

überall  negativ  und  das  Abtragen  von  y  — Ä 

auf  die   Tangenten   giebt   die   beiden   Ge-      

raden  ^  =  db  V—  R^-    Ist  R^  positiv  und 

R^  as  00,  so  treten  die  beiden  Geraden  Fig.  46. 

auf,  ebenso  wenn  R^  negativ  und  R^  =  oo  ist,  die  beiden  Ge- 
raden f  =  ±  y  —  Ry  Überhaupt  fallen  bei  den  vier  letzten  An- 
nahmen, d.  h.  wenn  einer  der  Hauptkrümmungsradien  unendlich 
gross  ist,  die  beiden  Haupttangenten  in  diejenige  Tangente  durch 
P  zusammen,  die  den  beiden  erwähnten  Geraden  parallel  ist 

Die  beiden  durch  den  Flächenpunkt  P  gehenden  Minimalcurven 
der  Fläche  (vgl.  Satz  16,  S.  36)  haben  dort  Richtungen,  die  nach 
(2)  durch 

bestimmt  werden,  also  die  Richtungen: 

Doch  gilt  dies  nur  an  der  Stelle  P  selbst.     Daraus  folgt: 
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Satz  25:  Die  beiden  durch  einen  Fläcbenpunkt  gehen- 
den Minimalcurven  der  Fläche  haben  daselbst  Tangenteni 
die  symmetrisch  zn  den  Hauptkrümmungstangenten  des 
Punktes  liegen.  — 

Die  Kegelschnitte,  die  wir  benutzt  haben,  sind  nicht  nur  Hülä* 
mittel  zur  Construction  der  Krümmungsradien,  sondern  treten  auch 
direct  auf,  allerdings  unendlich  verkleinert,  sobald  man  die  Frage 
beantwortet,  wie  eine  Ebene,  die  einer  Tangentenebene  der 
Fläche  unendlich  benachbart  ist,  die  Fläche  schneidet 

Da  wir  wie  bisher  den  betrachteten  Flächenpunkt  P  als  An- 
fangspunkt eines  Coordinatensystems  (je,  t), })  benutzen  können,  so 
können  wir  diese  Frage  analytisch  so  behandeln:  Zur  Tangenten- 
ebene von  P,  d.  i.  zur  j  5- Ebene,  legen  wir  eine  parallele  Ebene  im 
unendlich  kleinen  Abstand  j.  Sie  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,  und  wir  untersuchen,  wie  der  Verlauf  dieser  Curve  unendlich 
nahe  bei  P  ist.  Wir  fassen  also  nur  unendlich  kleine  Coordinaten 
E  und  t)  ins  Auge.  Da  für  hinreichend  kleine  Werte  von  j  und  \) 
die  Reihenent Wickelung  gilt: 

SO  können  wir  hierfür  nach  (1),  (4)  und  (6)  schreiben: 

Dies  also  ist,  bei  festem  unendlich  kleinen  j,  in  ^  und  t)  die 
Gleichung  der  zu  untersuchenden  Curve. 

Ist  weder  1:7?^  noch  liJ^^  gleich  Null,  so  sind,  sobald  j 
und  t)  unendlich  klein  gewählt  werden,  also  nur  die  Umgebung  der 
Stelle  P  betrachtet  wird,  die  nur  angedeuteten  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  als  die  angegebenen,  sodass  bleibt: 

Diese  Gleichung  stellt  einen  Kegelschnitt  mit  unendlich  kleinen 
Axen  dar,  der  zu  den  oben  betrachteten  Kegelschnitten 

ähnlich,   ähnlich   gelegen    und   concentrisch   ist     Es  hat  sich  also 
ergeben : 
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Satz  26:  Schneidet  man  eine  Fläche  durch  eine  Ebene, 
die  der  Tangentenebene  eines  Flächenpnnktes  P  mit  den 
Hauptkrümmungsradien  B^  und  R^  unendlich  nah  und 
parallel  ist,  so  ist  die  Schnittcurve  in  der  unendlich 
kleinen  Umgebung  der  Stelle  P  durch  einen  Kegelschnitt 
ersetzbar,  dessen  Gleichung  in  laufenden  Coordinaten  i,  \) 
lautet: 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  weder  B^  noch  Ä,  unendlich 
gross  sei  Ferner  ist  dabei  j  der  auf  der  Normale  von  P 
mit  entsprechendem  Vorzeichen  zu  messende  unendlich 
kleine  Abstand  der  Schnittebene  von  der  Tangentenebene, 
und  das  Coordinatensystem  (y,  ^)  hat  die  Projectionen  der 
Hauptkrümmungstangenten  von  P  auf  die  Schnittebene  zu 


Fig.  47.  Fig.  48. 

Axen.    (Siehe  Fig.  47  für  den  Fall,  dass  B^  B^  >  0,  ist  und  Fig.  48 
für  den  Fall,  dass  B^B^<0  ist). 

Obgleich  die  Schnittcurve  nur  in  unendlicher  Nähe  von  P  durch 
den  Kegelschnitt  ersetzt  werden  darf,  braucht  man  doch  häufig  die 
unexacte  Redeweise:  Die  der  Tangentenebene  unendlich  benachbarte 
Ebene  schneide  die  Fläche  in  jenem  Kegelschnitt  (10),  und  auch 
wir  werden  uns  der  Kürze  halber  dieser  Redeweise  bedienen.  Der 
Kegelschnitt  (10)  heisst  die  Indicatrix  des  Punktes  P  der  Fläche.^ 

Liegt  ein  reeller  convex-convexer  Punkt  vor,  d.  h.  haben  By^ 
und  i?2  einerlei  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  (10)  eine  unendlich 
kleine  reelle  Ellipse,  wenn  5  dasselbe  Vorzeichen  wie  B^  und  B^ 
hat,  dagegen  imaginär,  wenn  5  das  andere  Vorzeichen  hat.  Von 
den  zur  Tangentenebene  unendlich  benachbarten  parallelen  Ebenen 


*  Nach  DüPiN,  von  dem  diese  Theorie  überhaupt  herrührt.    Man  vergleiche 
die  Anmerkungen  auf  S.  99  und  S.  127. 
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schneiden  also  nur  die  auf  der  einen  Seite  gelegenen  die  Fläche  in 
einer  reellen  Ellipse.  Conyex-conyexe  Punkte  der  Fläche  heissen 
auch  elliptische  Punkte  der  Fläche.  Ist  der  Punkt  insbesondere 
ein  Nabelpunkt  (vgl.  S.  119,  120),  d.  h.  7?^  =  7?,,  so  ist  die  Indi- 
catnx  ein  Kreis. 

Liegt  eine  reelle  convex-concave  Stelle  P  vor,  d.  h.  haben  J?^ 
und  i?j  verschiedene  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  (10)  eine  Hyperbel^ 
wenn  j  positiv  ist,  und  die  conjugierte  Hyperbel,  wenn  j  durch  —  j 
ersetzt  wird.  Diejenigen  Ebenen  parallel  der  Tangentenebene  also, 
die  auf  der  einen  Seite  unendlich  nahe  liegen,  schneiden  die  Fläche 
in  einer  Curve,  die  unendlich  nahe  bei  P  wie  eine  Hyperbel  ver- 
läuft, deren  Hauptaxe  in  der  einen  Hauptkrümmungsebene  liegt 
Wird  die  Ebene  jedoch  auf  der  anderen  Seite  der  Tangentenebene 
angenommen,  so  tritt  an  die  Stelle  dieser  Hyperbel  eine  Hyperbel, 
deren  Hauptaxe  in  der  anderen  Hauptkrümmungsebene  von  P  liegt 
Convex-concave  Punkte  der  Fläche  heissen  auch  hyperbolische 
Punkte  der  Fläche. 

Wird  ä  =  0  gesetzt,  so  geht  aus  (10)  die  Gleichung 


eines  Geradenpaares  hervor,  das  imaginär  ist,  wenn  B^  und  R^  das- 
selbe Zeichen  haben.  Nach  (8)  sind  diese  Geraden  die  Haupttan- 
genten des  Punktes  P.  Wir  können  also  sagen,  indem  wir  auf 
I  S.  74  verweisen: 

Satz  27:  Für  die  Schnittcurve  einer  reellen  Fläche 
mit  der  Tangentenebene  eines  ihrer  Punkte  P  ist  dieser 
Punkt  Singular  und  zwar  ein  isolierter  Punkt,  wenn  die 
Fläche  in  P  convex-convex  ist,  dagegen  ein  Doppelpunkt, 
wenn  sie  in  P  convex-concav  ist.  Die  imaginären  bez. 
reellen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  P  sind  die  Haupt- 
tangenten von  P, 

Die  Projectionen  dieser  Haupttangenten  auf  die  zur  Tangenten- 
ebene parallelen  unendlich  benachbarten  Ebenen  sind  die  imagi- 
nären bez.  reellen  Asymptoten  der  oben  erwähnten  Ellipsen  bez. 
Hyperbeln.  Die  Haupttangenten  nennt  man  deshalb  auch  zuweilen 
die  Asymptoten  von  P. 

Den  Übergang  von  den  convex-convexen  oder  elliptischen  Stellen 
zu  den  convex-concaven  oder  hyperbolischen  Stellen  bilden  diejenigen 
Punkte,  in  denen  R^  oder  R^  unendlich  gross  ist.  Man  nennt  sie 
parabolische   Punkte   der   Fläche.     Ist  z.  B.  1:7^^=0,  so  ist 
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der  Schluss  von  (9)  auf  (10)  nicht  mehr  richtig.  Dann  schliessen 
wir  vielmehr  wie  in  IS.  75,  dass  die  Schnittcurve  der  zur  Tangenten- 
ebene parallelen  Ebene  j  =  Const  in  unendlicher  Nähe  von  P  im 
allgemeinen  durch  die  Curve 

ersetzt  werden  darf.  In  der  Ebene  (j)  bilden  dabei  die  Geraden,  in 
denen  sie  die  55-  bez.  ^5-Ebene  schneidet,  die  y-  bez.  t)-Axe  für 
die  analytische  Darstellung  dieser  ebenen  Curve  dritter  Ordnung, 
während  }  die  ßoUe  einer  bestimmten  unendlich  kleinen  Grösse 
spielt.  Man  sieht,  dass  die  Ordnungen,  in  denen  y  und  ^  in  der 
Nähe  von  P  unendlich  klein  sind,  die  2.  und  3.  sein  müssen,  d.  h. 
die  Curve  schmiegt  sich  der  j-Axe  in  unendlicher  Nähe  des  An- 
fangspunktes an.     Da  aus 

t,=  ±V2^|/ä-|(|^)^j' 
folgt,  dass  -^  und  -^  für  j  =  0  auch  gleich  Null  sind,   so   sind 


.8 


die  Curvenpunkte  mit  den  Coordinaten: 


Wendepunkte  (nach  I  S.  14),  deren  Tangenten  der  j-Axe  parallel 
sind.  Bei  dem  parabolischen  Punkte  P  tritt  also  an  die  Stelle  jener 
unendlich  kleinen  Ellipsen  bez.  Hyperbeln  in  unendlicher  Nähe  von 
P  ein  Paar  paralleler  Geraden: 

die  reell  sind,  wenn  7?2  und  5  dasselbe  Zeichen  haben.  Da  zwei 
parallele  Geraden  als  eine  ausgeartete  Parabel  aufeufassen  sind,  so 
ist  der  Name:  parabolischer  Punkt  gerechtfertigt 

Im  Fall  eines  parabolischen  Punktes  werden  wir  das  gefundene 
Geradenpaar  als  die  Indicatrix  bezeichnen  und  nicht  die  Curve 
dritter  Ordnung. 

Es  dürfte  nicht  unnütz  sein,  flir  die  Indicatrix  auch  bei  Be- 
nutzung eines  beliebigen  Axenkreuzes  {x,  y,  z)  und  beliebiger  Para- 
meter eine  analytische  Darstellung  zu  geben:  Die  Tangentenebene 
des  Punktes  (m,  v)  hat  die  Gleichung: 

X(j  -  x)  +  r(t)  -y)  +  ^(j  -  z)  =  0, 

wenn  j,  t),  5  ihre  laufenden  Coordinaten  sind.  Die  Parallelebene 
im  Abstand  e  hat  die  Gleichung: 

(11)  SX(j-x)  =  «, 
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denn  sie  wird  durch 

wegen  S  -I*  =  1  erfüllt.  Soll  nun  der  Punkt  (j,  5,  j)  in  der  Schnitt- 
curve  der  Parallelebene  mit  der  Fläche  liegen  und  dem  Punkte 
(ar,  y,  z)  oder  (m,  v)  unendlich  benachbart  sein,  so  muss  er  Parameter 
haben,  die  von  u  und  v  unendlich  wenig  abweichen,  sodass  wir 
setzen  können: 

j  =  ar  +  x„dt/  +  x^dv  +  i(^„„c?t/*  +  2x^^dudv  +  x^^dv^)  +  .  .. 

u.  8.  w.    Setzen  wir  diese  Werte  in  (1 1)  ein,  so  kommt  wegen  XI  (/): 
^{SXx^^du^  +  2S Xx^^dudv  +  SXx^^dv)  +  ...=:  e 

oder  nach  (7),  S.  106: 

Zdu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  +  .  .  .  =  26. 

Berücksichtigen  wir  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  so  finden  wir: 

Satz  28:  Diejenigen  einem  Punkte  (m,  r)  einer  Fläche 
unendlich  benachbarten  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv)^  die  in 
einer  zur  Tangentenebene  des  Punktes  (m,  v)  unendlich  be- 
nachbarten und  parallelen  Ebene  liegen,  sind  an  die  Glei- 
chung gebunden: 

Ldti^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  2  t. 

Darin  bedeutet  €  den  auf  der  Normalen  des  Punktes  (m,  v)  mit 
Vorzeichen  gemessenen  Abstand  der  Parallelebene  von  der 
Tangentenebene. 

Die  Formel  dieses  Satzes  stellt  also  analytisch  die  Indicatrix 
des  Punktes  (m,  v)  dar  und  zwar  nach  der  oben  getroflfenen  Fest- 
setzung auch  für  den  Fall  eines  parabolischen  Punktes. 

Im  Anschluss  hieran  soll  ein  zweites  analoges  Problem  ganz 
kurz  erledigt  werden: 

Wir  wählen  auf  der  Normalen  des  Punktes  (m,  v)  einen  unend- 
bch  benachbarten  Punkt,  dessen  Coordinaten  also  etwa  sind: 

JT  +  Xf/,       1/^Yf],       z  +  Zt], 

wenn  rj  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  wollen  diejenigen 
Tangenten  ebenen  der  Fläche  construieren,  die  durch  diesen  Punkt 
gehen.  Sie  werden  einen  Kegel  umhüllen,  der  die  Fläche  längs  einer 
dem  Punkte  (m,  v)  unendlich  benachbarten  Curve  berührt  Ist 
{u  +  du,  V  +  d v)  ein  solcher  Berührungspunkt,  so  muss  seine  Tan- 
gentenebene durch  den  gewählten  Punkt  gehen.     Aber  die  Normale 
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des  Punktes  {u  +  du^  v  +  dv)  hat  die  Richtungscosinus,  die  aus 
X  T,  Z  hervorgehen,  wenn  darin  u  +  du  und  v  •\'  dv  statt  u  und  v 
geschrieben  wird,  d.  h.  die  Tangentenebene  dieses  Punktes  {u  +  du, 
V  +  dv)  hat  in  den  laufenden  Coordinaten  y,  ^,  5  die  Gleichung: 

S[X  +  X^du  +  X^dv)(ic  -  T  ^  x^du  --  x^dv)  ^  0 . 

Setzen  wir  hierin  die  Coordinaten  x  +  Xri^  1/  +  Yfj ,  x  +  Zi]  des 
angenommenen  Punktes  für  i,  \),  j  ein,  so  geht  die  Bedingung  hervor: 

S{X  +  X^du  +  X^dv)  (J7/  -  :r^c/tt  -  x^dv)  =  0. 

Hierfür   kann   nach   XI  {H),   XI  (/)  und  (10),  S.  106,   geschrieben 

werden: 

f]  +  Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^^  0. 

Daher: 

Satz  29:  Legt  man  durch  einen  Punkt,  der  auf  der 
Normalen  des  Flächenpunktes  (m,  v)  liegt  und  von  diesem 
den  mit  Vorzeichen  gemessenen  unendlich  kleinen  Ab- 
stand^ hat,  alle  diejenigen  Ebenen,  die  die  Fläche  unend- 
lich nah  beim  Punkte  (m,  v)  berühren,  so  besteht  die  Be- 
rührungscurve  aus  den  an  die  Gleichung: 

Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  -  V 

gebundenen  Punkten  {u  +  du,  v  +  dv). 
Also  kommt  nach  Satz  28: 

Satz  30:  Die  Ebenen,  die  eine  Fläche  längs  der  Indi- 
catrix  eines  Flächenpunktes  P  berühren,  bilden  einen 
Kegel,  dessen  Spitze  so  liegt,  dass  der  Punkt  F  selbst  die 
Strecke  von  der  Spitze  bis  zur  Indicatrixmitte  im  Ver- 
hältnis 2:1  teilt. 

Anhangsweise  erwähnen  wir  noch,  dass  aus  dem  Satze  27  folgt, 
dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei  Scharen  von  Geraden 
enthält.  Denn  jede  Ebene,  also  auch  jede  Tangentenebene  schneidet 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnitt  Da  er  nach 
dem  Satze  27  im  Berührungspunkt  einen  Doppelpunkt  haben  muss, 
zerfällt  er  in  zwei  Geraden.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen 
demnach  zwei  Geraden,  die  der  Fläche  angehören.  Nur  wenn  der 
Punkt  parabolisch  ist,  fallen  die  beiden  Geraden  zusammen.  Wenn 
dies  überall  auf  der  Fläche  der  Fall  ist,  so  ist  die  Fläche  nach 
Satz  20,  S.  132,  abwickelbar.  Aber  eine  abwickelbare  Fläche  wird 
—  wenn  sie  kein  Kegel  oder  Cy linder  ist  —  von  jeder  Normalen- 
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ebene  ihrer  Gratlinie  nach  Satz  3,  I  S.  268,  in  einer  Ciure  mit 
Spitze  geschnitten.  Da  die  Flache  von  zweiter  Ordnung  sein  soll, 
so  geht  dies  nur  so  an,  dass  diese  Schnittcnrre  eine  doppeU 
zählende  Gerade  ist,  die  Fläche  also  die  der  Tangenten  einer 
ebenen  Curve  und  daher  selbst  eine  Ebene  ist  Die  Elbene  ist 
aber  nur,  wenn  sie  doppelt  aufgefasst  wird,  von  zweiter  Ordnung. 
Alle  anderen  abwickelbaren  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  mithin 
Kegel  oder  Crlinder. 

Umgekehrt:  Wenn  eine  Fläche  zwei  Scharen  Ton  Geraden 
enthält,  so  beweist  man  in  der  analytischen  Geometrie,  dass  sie  Ton 
zweiter  Ordnung  ist,  indem  man  nämlich  drei  Gerade  der  einen 
Schar  beliebig  annimmt  und  alle  Geraden  bestimmt,  die  diese  drei 
treffen.    Mithin: 

Sati  31:  Die  nicht  abwickelbaren  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  die  einzigen  Flächen  mit  zwei  Terschiedenen 
Scharen  von  je  oc*  Geraden. 

Auf  dem  einschaligen  Hyperboloid  und  dem  hyperbolischen 
Paraboloid  sind  die  beiden  Scharen  reell,  auf  dem  zweischaUgen 
Hyperboloid,  dem  elliptischen  Paraboloid  und  dem  ElUpsoid  imaginär. 
Zum  Ellipsoid  gehört  die  Kugel,  tou  der  wir  schon  wissen,  dass 
sie  zwei  Scharen  Ton  Minimalgeraden  enthält  (TgL  Satz  26,  S.  64). 


§ 
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Will  man  sich  von  den  Krümmungsveriiältnissen  in  einem 
Flächenpunkte  eine  Vorstellung  machen,  so  kann  man  noch  ver- 
schiedene andere  Wege  einschlagen.  Eünige  Arten  der  Verdeut» 
lichung  seien  hier  erwähnt: 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  legen  es  uns  nahe^ 
die  Piäche  in  der  Umgebung  des  Punktes  P  durch  ein  Paraboloid 
zu  ersetzen,  dessen  Scheitel  in  P  liegt  und  das  in  P  dieselbe  Indi- 
oatrix  wie  die  Fläche  hat.  Wenn  wir  nämlich  das  beseitende 
Axenkieuz  ,r.  D,  0  des  Punktes  P  wie  dort  benutzen,  sodass  die 
Indicatrix.  die  in  einer  der  Tansentenebene  unendlich  benachbarten 
Ebene  j  =  Const.  liegt,  die  Gleichung  ^vgL  Satz  26,  S.  139): 

bäii.  so  bmuchen  wir  nur  die  Besobrankunc.  dass  ;  unendlich  klein 
5^in  solL  aufzuheben«  um  in  r  die  Gleichune  des  Pkraboloids  vor 
uns  lu  haben.     Berüoksiohticen  wir  den  Satz  1,  S.  105,  so  folgt: 


§  6.    Veranschaulicktmg  der  Krümmwigen  in  eviem  FläctienpunlUe,     145 


Sati  32:  Sind  R^  and  R^  die' Hauptkrümmungsradien 
eines  Flächenpunktes  P  und  constrniert  man  das  Para* 
boloid  mit  der  Gleichung: 

das  auf  dasjenige  Coordinatensystem  bezogen  ist,  dessen 
jr-  nnd  ^-Axe  mit  den  Hauptkrümmungstangenten  von  P 
zusameufallen,  während  die  }-Axe  die  positive  Normale 
Ton  P  ist,  so  besteht  zwischen  der  Fläche  und  dem  sie  mit 
seinem  Scheitel  in  P  berührenden  Paraboloid  folgende  Be- 
ziehung: Wird  in  P  irgend  eine  Tangente  an  die  Fläche 
und  durch  diese  Tangente  irgend  eine  Ebene  gelegt  und 
constrniert  man  auf  der  Fläche  und  auf  dem  Paraboloid 
je  eine  Curve^  die  durch  P  geht,  dort  jene  Tangente  und 
die  Ebene  zur  Schmiegungsebene  hat,  so  haben  beide 
Curven  in  P  auch  denselben  Erümmungskreis,  anders  aus- 
gesprochen:  Sie  berühren  einander  in  zweiter  Ordnung. 

Man  vergleiche  hierzu  Satz  16,  I  S.  190,  und  Satz  16,  I  S.  28. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  in  I  S.  171  oben  nennen  wir 
dies  Paraboloid  das  osculierende  Paraboloid  des  Flächen- 
punktes P.^    (Vgl.  auch  S.  203.) 

Der  Satz  32  kann  weniger  exact,  aber  kürzer  so  ausgesprochen 
werden: 

Satz  33:  In  Hinsicht  auf  die  Krümmung  der  Flächen- 
curven  in  einem  Punkte  P  kann  man  die  Fläche  durch  ein 
gewisses  Paraboloid  ersetzen,  das  die  Fläche  mit  seinem 
Scheitel  in  P  berührt. 

Oder  auch: 

Satz  34:  Hinsichtlich  der  Krümmung  der  Flächencurven 
hat  der  Scheitel  eines  allgemeinen  Paraboloids  den  Cha- 
rakter eines  allgemeinen  Flächenpunktes. 

Ist  P  elliptisch  oder  hyperbolisch,  so  gilt  dasselbe  von  dem 
osculierenden  Paraboloid.  Ist  insbesondere  P  ein  Nabelpunkt  (S.  1 19), 
so  ergiebt  sich  ein  Rotationsparaboloid.  Ist  P  parabolisch,  z.  B. 
1 :7?2  =  0,  so  artet  das  Paraboloid  in  einen  parabolischen  Cylinder 

-5^  =  25i 
aus. 


^  Dies   OBCuliereode  Paraboloid   kommt   schon   bei  Euleb   in  seinen  er- 
wähnten „Recherches"  vor.    Siehe  die  Anmerkung  zn  8.  118. 
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Eine  andere   Art   der  Veranschaulichung  besteht  darin,    dass 
man   die   von   den   Erümmungskreisen   der   Normalschnitte 

des  Flächenpunktes  P  gebildete 
Fläche  construiert  Ihre  Gleichungen  sind 
leicht  aufzustellen,  denn  in  der  Normal- 
schnittebene,  die  mit  der  ersten  Haupt- 
krümmungstangente  den  Winkel. 9>  bildet^ 
liegt  der  Erümmungskreis  mit  dem  Sadios 
B,  der  nach  (7),  S.  134,  durch 


(2) 


R 


cos'gp         sin*  9 


Äi 


R, 


Fig.  49. 


bestimmt  wird,    (Siehe  Fig.  49.)    Ist  \p  der 
Winkel,  den  der  Badius  eines  Punktes  Q 

dieses  Kreises  mit  dem  Radius  des  Punktes  P  bildet,  so  hat  Q  die 

Coordinaten: 


j  =  Ä  sin  1^  cos  (p,      t)  =  Ä  sin  t/;  sin  qp ,       j  =  i^  (1  —  cos  t/^) . 
Hierin  ist  der  Wert 


Äj  Ä, 


einzusetzen, 
und  ip: 


Ri  sin*  9  +  /?j  C08*  9 
Also  sind,  geschrieben  mittels  der  beiden  Parameter  qp 


(3) 


i 


i?,  Ri  sin 
Ri  sin* 


, tp  cos  <jn 

<jp  +  i^,  cos*  ( 


9 
R^  R^  sin  tp  sin  9 
Ri  sin*  9  +  /?2  cos*  9  * 

/?j  Äg  (1  —  cos  V) 
/i^i  sin*  9  +  Ri  cos*  9 


die  Gleichungen  der  gesuchten  Fläche.  Die  Fläche  ist  in  der  Form 
•^(E>  9>  i)  =  0  durch  eine  algebraische  Gleichung  ausdrückbar. 
Statt  diese  Gleichung  durch  Elimination  von  <jp  und  yj  aus  (3)  ab- 
zuleiten, findet  man  sie  bequemer  so:  Der  Kreis  mit  dem  Radius  i? 
liegt  in  der  Ebene 


imd  auf  der  Eugel 


E*  +  t)*  +  j'  =  27.'j. 


Aus  der  ersten  Gleichung  und  aus  (2)  folgt  aber: 

i  _  /  «!.  4.  JIM   -  >_ 
Ji  -  U.  "^  Ä,"j  I'  +  i,«  ' 
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sodass  die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Oleicbung  der  Kugel 
giebt: 

(4)  te'  +  9'  +  i*)  [^  +  -^)  =  2ä  {?'  +  ?*) . 

Die  Erümmungskreise  der  Normalscluiitte  eines  Flächenpnnktea 
bilden  somit  eine  Fläche  vierter  Ordoung.  Je  nachdem  der 
Punkt  elliptisch,  parabolisch  oder  hyperbolisch  ist,  hat  diese  Fläche 
wesentlich  verschiedenes  Ausseben.  Gänzlich  im  Endlichen  liegt  sie 
nur  im  Fall  eines  elliptischen  Punktes.  Für  diesen  Fall  ist  sie 
unter  der  Annahme  ff,  =  2ffi    in  den  beiden  Figuren  50  und  51 


Fig.  öO. 


Fig.  51. 


io  zwei  verschiedenen  Stellungen  wiedergegeben.  Längs  eines  Teiles 
der  Flächennormale  durchneidet  sie  sich  selbst 

Eine  andere  Fläche,  die  zur  Veranscbaulichnng  der  Lage  aller 
oo'  KrUmmungskreise  aller  normalen  und  schiefen  Schnitte  dnrch 
den  Flächenpunkt  P  dienen  kann,  bat  den  Vorzug,  ftkr  die  drei 
Fälle  des  elliptischen,  parabolisclien  and  hyperbolischen  Punktes 
stets  dieselbe  Gestalt  zu  haben.  Nur  ihre  Grösse  und  Lage  ist  ver- 
änderlich.   Man  erhält  sie  so: 

Auf  S.  105  erkannten  wir:  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P 
der  Fläche  eine  Tangente  t  und  construieren  wir  Flächencurren 
durch  P  mit  dieser  Tangente,  so  kann  man  jedesmal  auf  der  be- 
treffenden durch  P  gehenden  Hauptnormale  die  Erümmung  auf- 
tragen; der  Ort  der  Endpunkte  ist  eine  zur  Tangente  t  windschiefe, 
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aber  senkrechte  Gerade  g.  Lassen  wir  die  Tangente  t  sich  um  P 
in  der  Tangentenebene  drehen,  so  gehen  oo^  Geraden  g  herror. 
Die  gesuchte  Fläche  ist  die  von  ihnen  gebildete  geradlinige  Fläche. 
Benutzen  wir  wieder  das  Axenkreuz  {i,  9,  })  und  fassen  wir 
die  Tangente  t  des  Punktes  P  ins  Auge^  die  mit  der  jr-Aze  den 
Winkel  tp  bildet,  so  ist  die  zugehörige  Gerade  g  diejenige ,  die  den 

Winkel  9^  +  y  mit  der  jr-Axe  bildet,  der  jr  9 -Ebene  parallel  läuft 

und  die  J-Axe  im  Punkte  G  mit  der  Abscisse 


cos> 

schneidet.    Also  sind: 

(5)  j=s  — /siny,       ^  =  ^cosqp, 


sin*  9 


Ht 


sin*  g) 


die  Gleichungen  dieser  Geraden,  ausgedrückt  mittels  des  Para- 
meters L  Geben  wir  ip  und  t  alle  möglichen  Werte,  so  sind  dies 
zugleich  die  Gleichungen  der  geradlinigen  Fläche,  ausgedrückt  mittels 
der  Parameter  cp  imd  t    Wir  können  sie  auch  so  schreiben: 

(6)    E  =  -^sinqp,    5  =  ^cos9P,    j  =  |  J^  +  A.J  +  |J2_-^J  cos2qp. 

Wegen   der  Bedeutung  von  t  sehen   wir:   Geben   wir  t  einen  be- 

^immten  Wert,  während  €p  be- 
liebig bleibt,  so  erhalten  wir 
die  Schnittcurve  der  Fläche 
mit  demjenigen  Botationscylin- 
der  um  die  J-Axe,  dessen  Ea- 
dius  gleich  t  ist  Diesen  C7- 
linder  wickeln  wir,  um  die 
Natur  der  ^hnittcurve  zu  er- 
kennen, auf  diejenige  Ebene  E 
ab,  die  ihn  längs  der  Gteraden 
in  der  Ebene  ;  =  Q  berührt 
(Siehe  Fig.  52.)  In  dieser 
Ebene  sei  eben  diese  Gerade 
die  17-Axe  und  die  Tangente 
des  in  der  ^ ^-Ebene  gelegenen 
Kreises  die  |-Axe  eines  recht- 
Die  abgewickelte  Schnittcurve 


Fig.  52. 

winkligen  Coordinatensystems  (|,  17). 
hat  nun  die  Gleichungen: 


^  =  '(^+t)'   ''  =  *(i  +  -ir)  +  +(ir-i)«««29>. 
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Wird  der  Radius  t  des  Cylinders  gerade  gleich 

j i_ 

gewählt,  so  kommt: 

oder,  wenn 

2?)  + Y  =  « 
gesetzt  wird: 

Diese  Curve  entsteht  aus  der  Sinus li nie  (vgl  I  S.  34): 

I  =  cö ,       f;  =  sin  Q} 

durch  Vergrösserung  im  Maassstab 

und  durch  Schiebung  längs  der  f;-Axe  um  die  Strecke 

Die  Periode  der  Sinuslinie  geht  von  co  =  0  bis  co  =  2;r,  die  Periode 
der  abgewickelten  Curve  hat  also  die  Länge 


[-k-^V^*""' 


d.  h.  sie  ist  halb  so  gross  als  der  Cy linderumfang.  Daraus  erhellt 
nach  I  S.  195,  196,  dass  die  geradlinige  Fläche  (6)  ein  Cylindroid 
ist.    (Siehe  Fig.  53,  S.  150.)    Somit:  ^ 

Satz  35:  Zieht  man  durch  einen  Flächenpuukt  P  be- 
liebige Curven  auf  der  Fläche  und  trägt  man  auf  ihren 
durch  P  gehenden  Hauptnormalen  von  P  aus  jedesmal  die 
—  mit  Vorzeichen  versehene  —  Krümmung  der  betreffen- 
den Curve  in  P  als  Strecke  auf,  so  ist  der  Ort  der  End- 
punkte dieser  Strecken  ein  Cylindroid. 


^  In  etwas  anderer  Fassung  findet  man  diesen  Satz  in  Salxon-Fixdleb's 
,, Analytischer  Geometrie  des  Raumes,  IL  Tel P^  8.  Aufl.,  Leipzig  1880, 
S.  560. 
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Die  Cylindroide  sind  alle  eioander  ähnlich.    Ihre  (^rÖBse  hängt 
nur  von  dem  Radius 


desjenigen  Cjlinders  ab,   auf  den  zwei  Perioden  einer   der  Sinus- 
linie ähnlichen  Curre  aufgewickelt  werden.     Das  Cylindröid  bat  die 


Flächeonormale  zur  Axe.    Seine  Mitte  bilden  die  Geraden,  die  (6) 
fllr  den  Wert   y=±  "-   darstellt,    also   die    Geraden,   die    in    der 


-+ , 


,i,U 


(vgL  (23)  auf  S.  11 8)  über  der  Tangentenebene  liegen.  Die  Tangenten- 
ebene  achneidet  das  Cyündroid  in  den  Haupttangenten  Ton  P, 
was  geometrisch  leicht  erhellt  und  auch  daraus  folgt,  daas  der  Wert 
YOn  s  in  (6)  für 


tgy 


=  ±  1/  —  -'        oder      cos  2  y  = 


U,  -  IL 


gleich  Null  wird  (vgl.  (8)  auf  S.  135). 

Wenn  das  Cylindröid  die  Tangentenebene  nicht  schneidet,  so 
ist  der  Flächenpunkt  elliptisch,  berührt  es  diese  Ebene,  so  ist  er 
parabolisch,  schneidet  es  diese  Ebene,  so  ist  er  hyperbolisch. 
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§  7.    Conjugierte  Richtungen. 

Wir  haben  in  Satz  7,  S.  26,  festgestellt,  dass  eine  Fläche  durch 
die  Gesamtheit  ihrer  Tangentenebenen  völlig  definiert  werden  kann. 
Wir  sahen,  dass  eine  nicht  abwickelbare  Fläche  oo^  Tangenten- 
ebenen hat,  während  eine  abwickelbare  nur  oo^  hat  Dem  steht 
gegenüber,  dass  eine  Schar  von  oo'  Punkten  eine  Fläche,  eine  Schar 
von  nur  oo^  aber  eine  Curve  erzeugt  Da  der  Raum  insgesamt 
00  ^  Punkte  und  oo  ^  Ebenen  enthält,  so  giebt  es  ausserdem  keine 
Gebilde,  die  von  stetigen  Scharen  von  Punkten  oder  Ebenen  erzeugt 
werden. 

In  gewissem  Sinne  also  stehen  den  Punkten  einer  Fläche  die 
Tangentenebenen  der  Fläche  gleichwertig  gegenüber.  Fasst  man 
die  Flächen  als  Erzeugnisse  ihrer  Punkte  auf,  so  haben  die  Curven 
—  aufgefasst  als  degenerierte  Flächen  —  eine  Ausnahmestellung. 
Fasst  man  die  Flächen  dagegen  als  Erzeugnisse  ihrer  Tangenten- 
ebenen auf,  so  haben  die  abwickelbaren  Flächen  eine  Ausnahmestellung. 

Wir  wollen  hier  nicht  weiter  auf  diese  doppelte  Auffassimg 
eingehen  und  nur  das  eine  Ergebnis  daraus  zur  Richtschnur  für 
die  folgenden  Betrachtungen  ziehen:  Um  die  Natur  einer  Stelle  auf 
einer  Fläche  zu  untersuchen,  können  wir  —  statt  wie  bisher  die 
Punkte  der  Fläche,  die  einem  bestimmten  Punkt  unendlich  benach- 
bart sind  —  auch  die  Tangentenebenen  der  Fläche,  die  einer  be- 
stimmten Tangentenebene  unendlich  benachbart  sind,  ins  Auge  fassen. 

Dies  soll  im  gegenwärtigen  Paragraphen  geschehen. 

Es  sei  P  ein  Flächenpunkt  und  ^  seine  Tangentenebene.  Eine 
unendlich  benachbarte  Tangentenebene  D  wird  die  Fläche  in  einem 
Punkte  Q  berühren,  der  dem  Punkte  P  unendlich  benachbart  ist. 
Fragen  wir  uns  nun,  wie  diese  beiden  Tangentenebenen  ^  und  O 
gegen  einander  liegen,  so  haben  wir  erstens  ihre  Schnittgerade  und 
zweitens  ihren  unendlich  kleinen  Winkel  zu  bestimmen. 

Was  die  Schnittgerade  änbetrifPt,  so  kann  man  bei  flüchtiger 
Überlegung  leicht  zu  einer  ganz  falschen  Auffassung  kommen:  Da 
nämlich  die  Tangentenebene  von  P  die  zu  P  unendlich  benach- 
barten Flächenpunkte,  mithin  auch  den  Punkt  Q  enthält,  umgekehrt 
also  auch  die  Tangentenebene  von  Q  den  Punkt  P,  so  schliesst  man, 
dass  PQ  die  Schnittgerade  sei.  Aber  dies  ist  falsch.  Ein  ein- 
faches Beispiel  zeigt  es  deutlich:  Auf  einem  Rotationscy linder  wählen 
wir  zwei  zunächst  endlich  entfernte  Punkte  P  und  Q  auf  einem  Kreis. 
Ihre   Tangentenebenen    sind    parallel   zur   Axe   des   Cylinders   und 
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denn  dann  gehört  zu  jedem  Werte  k  immer  derselbe  W^rt  x  =  -o:,ä. 
Dieser  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn 

oder  also 

ist,  d.  h.  nach  Satz  19,  S.  132,  für  die  abwickelbaren  Fllchoi 
Dies  ist  nicht  überraschend,  denn  eine  abwickelbare  Fläche  hitji 
nur  00^  Tangentenebenen,  und  je  zwei  unendlich  benachbarte 
schneiden  sich  in  einer  Erzeugenden.  Wenn  also  P  auf  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  nach  irgend  einer  Richtung  fortschreitet  and 
nicht  gerade  in  der  durch  P  gehenden  Erzeugenden  bleibt,  so  wird 
die  neue  Tangentenebene  die  alte  längs  der  Erzeugenden  tod  F 
schneiden. 

Da  wir  bei  unseren  Betrachtungen  die  Eichtungscosinus  I, )',  i 
der  Normalen  gebraucht  haben,  so  haben  wir  von  vornherein  die 
Tangentenflächen  der  Minimalcurven  (siehe  S.  28,  29)  ausgeschlossen. 
Weil  aber  diese  Flächen  auch  zu  den  abwickelbaren  gehören^  so  ist 
der  folgende  Satz  allgemein  richtig: 

Satz  37:  Auf  einer  nicht-abwickelbaren  Fläche  ist  jeder  | 
Fortschreitungsrichtung   von  einem  Punkte  P  der  Fläche 
aus  eine  zweite  Fortschreitungsrichtung,  und  zwar  Wechsel- 
seitig,   zugeordnet   derart,   dass   sich   die   Tangentenebene 
des  Punktes  P  um  die  eine  Richtung  dreht,  wenn  der  PnnVt 
die  andere  Richtung  einschlägt 

Diese  Paare  {k),  {x)  von  Richtungen  heissen  conj agierte  Rich- 
tungen und  ihre  zugehörigen  Tangenten  conjugierte  Tangenten, 
und  zwar  deshalb,  weil  zu  ihnen  conjugierte  Durchmesser  der  Indi- 
catrix  des  Flächenpunktes  P  gehören.^  In  der  That,  wenn  wii 
das  begleitende  Axenkreuz  von  P  (vgl.  S.  133)  und  die  Grössen  j,t 
als  Parameter  benutzen,  sodass 

zu  setzen  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  von  (3): 

vgl.  (3)   und  (6)   auf  S.  134.     Aber   conjugierte   Durchmesser  de 
Indicatrix : 

/A    +   J^,   "*-*' 
*  Nach  DrpiK,  siehe  die  Aiiin.  auf  S.  127. 
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8K  +  ^.77)te-')-8^('»  +  '.|^)-0 
oder  nach  XI  (7)  einfacher: 
(2)  Z[X^  +  X„^)[1-X)  =  0. 


Gleichungen  (1)  und  (2)  stellen  also  zusammen  die  Schnitt- 
le  der  Tangentenebene  -des  Punktes  [u,  v)  mit  der  Tangenten- 
iles  Punktes  (v  +  i/u,  v  +  dv)  dar.  Sie  geht  durch  den  Punkt 
(«^  17)  oder  {xy  y,  z)  selbst  (Streng  genommen  freilich  geht  sie  un- 
endlich nah  an  ihm  vorbei,  was  aber  bei  der  Aufstellung  der 
endlichen  Gleichungen  der  Geraden  nicht  in  Betracht  kommt)  Es 
mOgen  u  und  v  beim  Fortschreiten  auf  der  Schnittgeraden  Incre- 
mente  3u  und  Sv  erfahren.    Alsdann  müssen  die  Werte 

Q.  8»  w.  beide  Gleichungen  (1)  und  (2)  erfüllen.    Die  erste  Gleichung 
wird  wegen  XI  (7)  identisch  erftült,  während  die  zweite  liefert: 

Mnltipliciereii  wir  dies  aas,  so  ergiebt  sich  nach  (10),  S.  106: 

\du        ouj  du    ou 

oder,  wenn  dvidu^  k  und  Sv,  5u^  x  gesetzt  wird: 

(S)  L  +  M{k  +  x)-\-  Nkx^Q. 

Also  haben  wir  den 

8ati  86:  Die  Tangentenebene  eines  Flächenpunktes  {u,  v) 
schneidet  die  Tangentenebene  des  in  der  Bichtung(A  =  dvidu) 
unendlich  nah  gelegenen  Punktes  der  Fläche  in  einer  Ge- 
raden, deren  Richtung  {x  =  Sv:Su)  durch  die  Formel 

Z  +  M{k  +  x)  +  Ifkx=^0 
bestimmt  wird. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  die  Formel  (3)  symmetrisch  in  k 
und  M  ist  Die  Beziehimg  zwischen  beiden  Richtungen  {k)  und  (x) 
ist  also  Tollkommen  wechselseitig. 

Die  Formel  (3)  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene  Werte 
Ton  k  Terschiedene  Werte  von  x  geben.  Dies  ist  nur  dann  nicht 
der  Fall,  wenn  ihre  linke  Seite  das  Produet  zweier  linearer  Aus- 
drücke ist  Ton  der  Form: 

{a  +  ßk){a  +  ßx), 
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schneiden  einander  daher  auch  in  einer  Parallelen  zur  Axe,  imd 
dies  gilt,  wie  nahe  auch  P  nnd  Q  ekiMider  rücken  mögen,  während 
doch  die  Gerade  PQ  die  Axe  senkrecht  kreuzt 

Der  Fehler  in  der  obigen  Überlegung  liegt  darin,  dass  der 
Punkt  Q  thatsächlich  nicht  in  der  Ebene  $  liegt,  sondern  Ton  ihr 
einen  Abstand  hat,  der  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  ist, 
wenn  die  Strecke  PQ  als  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  auf- 
gefasst  wird.  Ebenso  hat  P  von  der  Ebene  Q  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  von  höherer  Ordnung,  während  die  Tangenten- 
ebenen $  und  D  einen  von  erster  Ordnung  unendlich  kleinen  Winkel 
mit  einander  bilden.    Vergrössem  wir  die  Figur  so  weit,  dass  die 

unendlich  kleine  Strecke  PQ  endlich  wird^  so 
bleibt  der  Winkel  der  Ebenen  immer  noch 
unendlich  klein  von  erster  Ordnung,  während 
P  von  D  und  Q  von  fß  ebenfalls  je  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  von  erster  Ordnung 
hat.  Man  erkennt  aber:  Da  der  Winkel  un- 
Fig.  54.  endlich  klein  ist,  so  sind  diese  beiden  letz- 

teren Abstände  unendlich  klein,  wo  auch  P 
in  ^  und  Q  in  D  liegen  mag,  und  so  erhellt  aus  der  vergrösserten 
Fig.  54,  dass  die  Oerade  PQ  durchaus  nicht  die  Richtung  der 
Schnittgeraden  beider  Ebenen  zu  haben  braucht. 

Nim  soll  die  Schnittgerade  zweier  unendlich  benachbarter  Tan- 
gentenebenen analytisch  bestimmt  werden: 

Ein  Pimkt  P  oder  (u,  v)  oder  [x,  y,  z)  hat,  wenn  X,  1',  Z  die 
Richtungscosinus  seiner  Normalen  sind,  die  Tangentenebene  in  den 
laufenden  Coordinaten  ^,  Q,  j: 

(1)  X{i-x)  +  7(5  -  y)  4-  ^(j  -  z)  =  0 . 

Ziehen  wir  irgend  eine  Curve  auf  der  Fläche,  d.  h.  nehmen  wir  v 
als  Function  von  u  an,  nach  S.  11,  so  können  wir  längs  der  Curve 
in  jedem  Punkte  (w,  v)  die  Tangentenebene  construieren,  und  in  den 
Coefficienten  ihrer  Gleichung  (1)  tritt  dann  nur  der  eine  Para- 
meter u  auf.  Nach  Satz  15,  I  S.  293,  umhüllen  diese  oo^  Ebenen 
eine  abwickelbare  Fläche.  Auf  ihr  ist  die  durch  den  Punkt  (tc,  v) 
gehende  Erzeugende  die  Schnittgerade  der  Tangentenebene  dieses 
Punktes  mit  der  Tangentenebene  des  unendlich  benachbarten  Curven- 
punktes  {u-\'  du,  r-h  dv).  Sie  ist  nach  Satz  14,  I  S.  292,  durch 
die  Gleichung  (1)  und  die  aus  (1)  durch  totale  Dififerentiation  nach  u 
hervorgehende  Gleichung  dargestellt.  Dadurch  ergiebt  sich  aber 
die  Gleichtmg: 
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8K  +  ^.|^)fe-')-8^(*.  +  '«l^)-« 
oder  nach  XI  (7)  einfacher: 

(2)  8(x.  +  J.|l-)(j-x)  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  and  (2)  stellen  also  zusammen  die  Schnitt- 
gerade der  Tangentenebene  des  Punktes  {u,  v)  mit  der  Tangenten- 
ebene des  Punktes  {u  +  du,  v  +  dv)  dar.  Sie  geht  durch  den  Punkt 
{u,  v)  oder  {x,  y,  z)  selbst  (Streng  genommen  freilich  geht  sie  un- 
endlich nah  an  ihm  yorbei,  was  aber  bei  der  Aufstellung  der 
endlichen  Gleichungen  der  Geraden  nicht  in  Betracht  kommt)  Es 
mögen  u  und  v  beim  Fortschreiten  auf  der  Schnittgeraden  Incre- 
mente  du  und  Sv  erfahren.     Alsdann  müssen  die  Werte 

j  =  X  +  x^Su  +  x^dv 

u.  s.  w.  beide  Gleichungen  (1)  und  (2)  erfüllen.    Die  erste  Gleichung 
wird  wegen  XI  (7)  identisch  erftült,  während  die  zweite  liefert: 

Multiplicieren  wir  dies  aus,  so  ergiebt  sich  nach  (10),  S.  106: 

\du        ouj  du    ou 

oder,  wenn  dvidu  s=  k  und  Sv:Su^  x  gesetzt  wird: 

(3)  L  +  M{k  +  x)  +  Nkx^Q. 

Also  haben  wir  den 

Satz  36:  Die  Tangentenebene  eines  Flächenpunktes  (u,  v) 
schneidet  die  Tangentenebene  des  in  der  Richtung(A  =  dvidu) 
unendlich  nah  gelegenen  Punktes  der  Fläche  in  einer  Ge- 
raden, deren  Richtung  {x^Sv:Su)  durch  die  Formel 

Z  +  M{k  +  x)  +  Ifkx=^0 
bestimmt  wird. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  die  Formel  (3)  symmetrisch  in  k 
und  X  ist  Die  Beziehung  zwischen  beiden  Richtungen  {k)  und  {x) 
ist  also  vollkommen  wechselseitig. 

Die  Formel  (3)  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene  Werte 
von  k  verschiedene  Werte  von  x  geben.  Dies  ist  nur  dann  nicht 
der  Fall,  wenn  ihre  linke  Seite  das  Product  zweier  linearer  Aus- 
drücke ist  von  der  Form: 

{a  +  ßk){a  +  ßx), 
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mungsrichtung  von   P  die   Winkel   a  and  ß  bilden,    sind 
dann  und  nur  dann  conjugiert,  wenn 


tg«tg/?=-|- 


isti  wobei  R^  und  B^  die  Hauptkrümmungsradien  Fon  P 
bedeuten. 

Nach  Satz  11,  S.  33,  ist: 

E  +  F{k  +  x)  +  Gkx^O 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Richtungen  [k  =^  dvidu)  und 

[x^SviSu)  auf  einander  senkrecht  stehen,  während  wir  oben  die 

Formel : 

L  +  M{k  +  x)  +  Nkx^O 

als  Bedingung  für  conjugierte  Richtungen  erhalten  haben.  Sind 
beide  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  die  zugehörigen  Durchmesser  der 
Indicatrix  die  Hauptaxen  und  die  Richtungen  {k)  und  {x)  also  die 
Hauptkrümmungsrichtungen.  Hiermit  sind  die  beiden  Formeln  (17) 
auf  S.  117  geometrisch  gedeutet    Also: 

Satz  41:  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einesFlächen- 
punktes  sind  die  gleichzeitig  zu  einander  senkrechten  und 
zu  einander  conjugierten  Fortschreitungsrichtungen  des 
Punktes. 

Bekanntlich  sind  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  die  zu 
sich  selbst  conjugierten  Durchmesser.  Sie  ergeben  sich  hier  durch 
die  Annahme  k  =  x.    Also  ist 

/>  +  2Jlf  Ä  +  iVÄ«  =  0 

die  Bedingung  für  die  Richtung  (ä)  einer  Asymptote  der  Indicatrix 
oder,  was  dasselbe  ist,  einer  Haupttangente  (vgl.  (2)  auf  S.  127). 
Also: 

Satz  42:  Die  Haupttangenten  eines  Flächenpunktes  sind 
diejenigen  Tangenten,  von  denen  jede  zu  sich  selbst  con- 
jugiert  ist. 

Mithin  auch: 

Satz  43:  Nur  dann  dreht  sich  die  Tangentenebene  eines 
Flächenpunktes  um  die  Fortschreitungsrichtung  des  Punk- 
tes, wenn  diese  Richtung  die  einer  Haupttangente  ist. 

Ist  ein  Flächenpunkt  ein  Nabelpunkt  (S.  110),  so  ist  die  In- 
dicatrix ein  Kreis  und  die  Bedingung  für  das  Conjugiertsein  iden- 
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tisch  mit  der  f^  das  Orthogonalsein.  Deshalb  ist  auf  der  Kugel 
(vgl.  Satz  6,  S.  112)  jede  Tangente  zu  der  zu  ihr  senkrechten  Tan- 
gente desselben  Punktes  conjugiert 

Da  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  jedes  conjugierte  Durch- 
messerpaar  harmonisch  trennen,  so  ergiebt  sich  bei  der  Anwendung 
auf  die  Indicatrix  ein  fiächentheoretischer  Satz,  den  wir  aber  direct 
beweisen  wollen: 

Es  seien  X^  und  A,  die  zu  den  Haupttangenten  von  P  gehörigen 
Werte  von  dv:du,  sodass 

(6)  Z  +  2MX  +  iVA«  =  0         (fftr  A  =  Äj  oder  Ä,) 

ist.  Femer  seien  (k)  und  (x)  zwei  Richtungen,  die  von  den  Haupt- 
tangenten harmonisch  getrennt  werden.  Nach  Satz  46,  S.  92,  ist 
alsdann  das  Doppelverhältnis: 

(vgl.  I  S.  832)  oder 

^^2-  \{K  +Ä,)(Ä  +  x)  +  Ä;f  =  0. 
Da  aber  nach  (6) 

ist,  so  kommt: 

L  +  M{k  +  x)  +  Nkx^O 

wie  in  (3).     Somit: 

Satz  44:  Conjugierte  Tangenten  eines  Flächenpunktes 
sind:  solche,  die  von  den  Haupttangenten  des  Punktes  har- 
monisch getrennt  werden. 

Wir  sprachen  oben  von  den  conjugierten  Tangenten  für  den 
Fall  einer  abwickelbaren  Fläche.  Wir  können  nun  eine  beliebige 
Curve  c  auf  einer  nicht -abwickelbaren  Fläche  zu  einer  abwickel- 
baren, wie  auf  S.  152  geschah,  in  Beziehung  bringeti,  da  die  Tan- 
gentenebenen längs  c  eine  abwickelbare  Fläche  umhüllen.  In  jedem 
Punkte  von  c  ist  die  Tangente  von  c  sowohl  auf  dieser  Fläche  wie 
auf  der  nicht -abwickelbaren  zur  Erzeugenden  der  abwickelbaren 
Fläche,  die  ja  auch  Tangente  ist,  conjugiert    Daher: 

Satz  45:  Construiert  man  diejenige  abwickelbare  Fläche, 
die  eine  gegebene  Fläche  längs  einer  Curve  c  berührt,  so 
ist  in  jedem  Punkte  von  c  die  Tangente  von  c  zur  hin- 
durchgehenden Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche 
conjugiert. 
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Wird  eine  Fläche  durch  eine  solche  Lichtquelle,  die  als  ein 
Punkt  L  aufgefasst  werden  kann,  beleuchtet,  so  ist  die  Schatten- 
grenze auf  der  Fläche  die  Curve,  in  der  die  Fläche  von  dem- 
jenigen Tangentialkegel  berührt  wird,  dessen  Spitze  L  ist  Die 
Tangenten  der  Schattengrenze  sind  daher  nach  unserem  Satze  con- 
jugiert  zu  den  jeweiligen  tangierenden  Lichtstrahlen.  — 

Es  erübrigt  nun,  die  oben  angekündigte  zweite  Aufgabe  zu  be- 
handeln, nämlich  den  unendlich  kleinen  Winkel  zweier  unendlich 
benachbarter  Tangentenebenen  zu  bestimmen.  Dieser  Winkel  ist 
derselbe  wie  der  zweier  unendlich  naher  Flächennormalen;  und 
diesen  untersuchen  wir  im  nächsten  Paragraphen. 


§  8.    Unendlich  benachbarte  Normalen. 

Um  die  geometrische  Natur. einer  Stelle  auf  einer  Fläche  noch 
weiter  zu  erforschen,  betrachten  wir  jetzt  die  Lagerung  der  unend- 
lieh  vielen  Normalen  der  Fläche,  die  einer  Normalen  unendlich  be- 
nachbart sind./  Dabei  brauchen  wir  die  Richtungscosinus  X,  Yy  Z 
der  Normalen  und  ihre  Änderungen  bei  unendlich  kleinen  Än- 
derungen der  Parameter  m,  w,  d.  h.  also  ihre  partiellen  Diflferential- 
quotienten  nach  u  und  v. 

Nach  XI  [H)  ist: 
Nach  (10),  S.  106,  ist  ausserdem: 

Dies  sind  drei  in  A'^,  T^,  Z^  lineare  Gleichungen,  deren  Deter- 
minante nach  XI  (i)  den  Wert  I)  hat  Mithin  giebt  ihre  Auflösung 
mit  Rücksicht  auf  XI  [Ky^ 


^  Die  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  unendlich  benachbarter  Flächen- 
normalen  wurden  von  Bertrakd  zuerst  genauer  untersucht:  ,, Memoire  sur 
la  th^orie  des  surfaces",  Journal  de  Math^m.  pures  et  appl.,  1»  s^rie, 
t.  IX  (1844),  auch  Comptes  Rendus  t.  XVII  (1843). 

'  Diese  Formeln  finden  sich  implicite  bei  Weinoabten,  ,,Über  eine 
Classe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen^S  «Journ.  f.  d.  reine  u. 
angew.  Math.  59.  Bd.  (1861),  während  sie  für  specielle  Parametercurven  schon 
früher  vorkommen. 
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(1) 


a:  = 


r  = 


GL)y,  +  {Fl 


D* 


EM)  x2 , 

EM)y:\, 

EM)z^-\. 


Ebenso  lassen  sich  -X^,  JT^,  Z^  berechnen.     Bequemer  finden  wir  sie 
aber  aus  (1),  wenn  wir  u  mit  r,  E  mit  G  und  L  mit  N  vertauschen: 


(2) 


X.  =  -l^U.FN -  GM)x^-^XFM-  EN) ;r J , 


K  = 


^ [{^iV  -GM)y^  +  {FM  -  EN)rj;\ , 


Wir    leiten    hieraus    sogleich    noch    einige    nachher    nützliche 
Formeln  ab.     Aus  (1)  und  XI  (A)  folgt: 

SXJ  =  ~[{FM-GLfE+2{FM''GL){FL-EM)P+{FL--EMYG]. 

Multiplicieren  wir  alles  aus,   so  heben  sich  mehrere  Glieder,   und 
es  bleibt: 

SX^^  =  ^[[EG  -^F^GL^-  2{EG  -  F^)FZM+  {EG-F^)EM^ 
oder: 

(3)  s.v  = 

Analog  kommt  nach  (2) 


QL^-  2FLM-¥  E M^ 


w 


Sx/  = 


Eine  ähnliche  Rechnung  liefert  nach  (l)  und  (2): 

OLM^  EMN-FM*-  FLN 


(•^) 


S  A'  X  = 


U         V 


D« 


Mit   Rücksicht   auf  die   Werte  von  H  und  K  in  Satz  11,   S.  119, 
können  wir  kürzer  schreiben: 

(6)  SX^^  =  HL--KE,     %X^X^^HM-KF,     SX^^==BN-KG. 

Die  Normale  des  Fläöhenpunktes  P  oder  {x,  y,  z)  oder  (m,  v) 
hat  in  den  laufenden  Coordinaten  f,  t),  j  die  Gleichungen: 

(7)  ^  =  .v  +  Xt,        t|=y+7^         i=^z  +  Zt, 
ausgedrückt   mittels   eines   Parajaieters  t,   der  den  (mit  Vorzeichen 
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y ersehenen)  Abstand  des  Punktes  (^,  t|,  j)  der  Normalen  Ton  ihrem 
Fusspunkt  {x,  y,  z)  bedeutet  Analoge  Bedeutung  hat  der  Para- 
meter T  in  den  Gleichungen: 


(8) 


t)=y  +  dy  +  {Y+dr)T, 
i^  z  +  dz  +  {Z  +  dZ)T 


der  Normalen  eines  dem  Punkte  P  oder  {x,  y,  z)  unendlich  benach- 
barten Punktes  Q  oder  {x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  der  FIftehe.  Die 
zu  Q  gehörigen  Flächenparameter  seien  u  +  duj  v  +  dv. 

^  Im  allgemeinen  werden  die  beiden  Normalen  (7) 

und  (8)  —  wie  überhaupt  zwei  unendlich  benachbarte 

l     Geraden,    ygl.  I  S.  270  bis  272,   —    einander   nicht 

schneiden,  sodass  es  ein  Problem  ist,  ihren  kflrxe- 

sten  Abstand  AB  zu  bestimmen.    (Siehe  Fi^St.) 

Es  fragt  sich,  welchen  Parameterwert  i  bez.  r  der  ^ 
durch  (7)  bez.  (8)  dargestellten  Ptmkt  hat,  wenn  er 
einer  der  Endpunkte  A  bez.  B  dieses  Abstandes  ist  Da 
der  Abstand  zu  den  Normalen  senkrecht  ist.  Hegt  er 
in  der  Ebene,  die  in  dem  Punkt  A  auf  der  erBtea 
Normalen  senkrecht  steht  und  deren  Gleichung  ii 
den  laufenden  Coordinaten  £,  \),  )  so  lautet: 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  (8)  ein,  so  ergiebt  ach 
für  den  Punkt  B  auf  der  zweiten  Normalen  die  Be- 

Fig.  56.        diiigung 

SXdx  +  S  X{X  +  dX)  T  =  ^ 

Wegen  XI  (ö)  und  XI  (/)  kommt  hieraus:  r  =  ^ 

Die  beiden  Endpunkte  A  und  B  des  gesuchten  kürzesten  Ab- 
standes gehören  also  zu  einem  und  demselben,  aber  noch  unbekanntei 
Werte  n  yon  t  und  r.  Dieser  Wert  muss  so  bescha£fen  sein,  dan 
die  Verbindende  der  beiden  Punkte  A  und  B  oder  (7)  und  (8)  auch 
auf  der  zweiten  Normalen  senkrecht  steht  Da  diese  Normale  die 
Richtungscosinus  X+  dX,  Y+  dl,  Z  +  dZ  hat,  dagegen  die  Ridn 
tungscosinus  der  Geraden  AB  den  Di£ferenzen  entsprechender  Co* 
ordinaten  (7)  und  (8)  für  t  —  r  =  n  proportional  sind,  so  ist  za 
fordern: 

S(X+dX){dx  +  dX'n)m>^0. 
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Wegen  XI  {H)  und  XI  (/)  reduciert  rieh  diese  Bedingung  auf: 

ZdXdx  +  ^dX^n^O 

and  giebt: 

/rk\  %dX.dx 

^^>  » Wdx^- 

Hierin  ist  der  Zähler: 

SdXdx  ^S{X^du  +  X^dv){x^du  +  x^dv)  « 

=  SX^x^  du}  +  {%X^x^  +  SX^xJdudv  +  SX^x^dv^ 

oder  nach  (10),  S.  106: 

(10)  SdXdx  =  -  (Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^). 

Femer  hat  der  Nenner,  nämlich: 

ZdX^^^{X^du  +  X^dv)^^^X^^du^  +  2%X^X^dudv  +  ^X^^dv\ 

nach  (6)  den  Wert: 

(11)  ZdX^t::^H(Ldv}+2Mdudv+Ndv^^K(Edv}+2Fdudv  +  Gdv\ 
sodass  (9)  giebt: 

^^^^      ^  ^   H{Ldu*  -k- 2  Mdudv  +  Ndv*)  -  K{Edu^  +  2  Fdudv  +  Odv*)  ' 

Dies  ist  also  der  Abstand  PA  für  denjenigen  Punkt  A,  in  dem  der 
kOrzeste  Abstand  der  Normalen  des  Punktes  P  oder  {u,  v)  von  der 
Normalen  des  Punktes  Q  oder  (ti  +  du,  v  +  dv)  beginnt 

Femer  bezeichne  dv  den  unendlich  kleinen  Winkel^  den  beide 
Normalen  mit  einander  bilden.  Nach  (17),  I  S.  182,  ist,  da  A',  7,  Z 
die  Bichtungscosinus  der  einen  und  X  +  dX,  Y+dY,  Z  +  dZ  die 
der  anderen  Normalen  sind: 

(18)  dv^^SdX^, 

also  nach  (11): 

(14)  rfy*  »  H{Ldu*+  2 Mdudv  +  Ndv^  -  K(^Edu^+  2 Fdudv  +  Odv^). 

Da 

rf#>  -  ^rftt«  +  2  Fdu  dv+  0 dv* 

das  (Quadrat  des  Bogenelementes  PQ  ist,  so  folgt  aus  (14): 

(15)  L  du^  +  2Mdu  dv  +  Ndv*  =  ^^'y^/l 
ond  also  nach  (12): 

üeamwwwMM,  Gcool  Difr.  II.  11 
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Endlich  sei  noch  dn  die  Länge  des  kürzesten  Abstandes  AJ3  beider 
Normalen.  Da  die  Grössen  (7)  für  t  =^  n  die  Coordinaten  von  A 
und  die  Grössen  (8)  für  r  =  n  die  Coordinaten  von  B  sind,  so  ist: 

(17)      dn^  =  S{dx  +  dX-nf  =  Sdx^  +  2nSdxdX  +  n^SdX^. 

Nach  (10),  (13),  (15)  und  (16)  folgt  hieraus: 

K 


(18) 

oder  auch: 

(19) 


(4fr- - 


Hn-l 


n* 


dn^  +  n^dv^  =  ds^. 


Zum  besseren  Verständnis  möge  die  Fig.  57  dienen,  in  der  PA 
die    eine    und    QB    die    andere   Normale   bedeuten   soll,    also    die 
^  Strecke  PQ  und  ebenso  der  Winkel  von  PA  und  QB 

als  unendlich  klein  aufzufassen  ist.  Zieht  man  durch 
B  die  Parallele  BC  zu  AP  und  macht  sie  gleich  AP, 
so  steht  PC!  AB  auf  PA  und  QB  und  deshalb  auch 
auf  der  Ebene  QBC  senkrecht  Das  Dreieck  PQC 
hat  also  in  C  einen  rechten  Winkel,  sodass: 

pc^  +  cq^  =  PQ» 

ist  Da  CQ  die  Prqjection  von  PQ  auf  die  Ebene 
QPC  ist  und  '^PQB  nur  um  unendhch  wenig  von 
einem  rechten  Winkel  abweicht,  weil  QP  die  Normale 
von  Q  ist,  so  weicht  auch  -^CQB  nur  unendlich  wenig 
von  einem  rechten  ab.  Weil  femer  ^^QBC  =  dp 
und  CB  =  PA  =  n  ist,  so  ist  also  —  abgesehen  von 
unendlich  kleinen  Gliedern  höherer  Ordnung: 

CQ  =  ndv. 

Ausserdem  ist  PC  =  AB  =  dn  und  PQ  =  ds.  Setzen  wir  diese 
Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  geht  wieder  die  Formel  (19) 
hervor. 

Die  Richtungscosinus  des  kürzesten  Abstandes  AB  sind  nach 
S.  160  proportional 

dx  +  ndX,       dy  +  ndY,       dz  +  ndZ. 

PC  ist  die  zu  dem  kürzesten  Abstand  AB  parallele  Fortschreitungs- 
richtung  auf  der  Fläche.  Längs  ihrer  mögen  u  und  v  um  du  und 
Sv  wachsen.  Dann  müssen  die  eben  angegebenen  Grössen  den  drei 
anderen : 

x^du  +  x^dv,       Vu^« +i»^„^'v»       z^Su  +  2^,dv 
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proportional  sein.     Es  giebt  also  einen  Factor  q  {u,  v)  derart^  dass: 

yj'^+yj^  =  (>[(y„+  «  ^^  du  +  {y^+n  y^  dv] , 

ist  Mnltiplicieren  wir  die  drei  Gleichungen  mit  X,  ¥,  Z  und  ad- 
dieren sie,  so  geht  wegen  X  [E]  und  X  (/)  eine  Identität  hervor. 
Es  liegen  also  thatsächlich  höchstens  zwei  yon  einander  unabhängige 
Gleichungen  vor.  Um  sie  umzuformen,  mnltiplicieren  wir  die  drei 
Gleichungen  mit  -X^^,  Y^y  Z^  bez.  X^^  J^,  Z^  und  addieren  sie  jedes- 
mal.    Nach  (10),  S.  106,  kommt  dann: 

-  Löu-'  Mdv  =  Q['-Ldu''Mdv  +  n{%X^^duJfSX^X^dv)'], 

-  M8u  -  N8v  =  Ql'-Mdu  -^Ndv  +  n{SX^X^du  +  SXj^dv)] . 

Um  die  Hülfsgrösse  q  zu  eliminieren,  mnltiplicieren  wir  die  erste 
Gleichung  mit  du  und  die  zweite  mit  dv,  Addieren  wir  sie  dann, 
so  wird  nämlich  die  rechte  Seite  wegen  (6)  und  (12)  gleich  Null, 
sodass  bleibt: 

L  du  du  +  M{du  Sv  +  dv  Su)  +  Ndv  Jr  =  0 . 

Nach  Satz  39,  S.  155,  heisst  dies:  Die  Richtung  {dviSu)  ist  zur 
Richtung  (dvidu)  conjugiert  Mithin,  da  die  Richtung  SviSu  die 
von  PC  oder  ^^  in  Fig.  57  ist: 

Satz  46:  Geht  man  von  einem  Flächenpunkt  P  zu  einem 
unendlich  benachbarten  Q  über,  construiert  die  Normalen 
beider  und  den  kürzesten  Abstand  der  Normalen,  so  ist 
die  Richtung  dieses  kürzesten  Abstandes  dieselbe  wie  die 
zu  PQ  conjugierte  Fortschreitungsrichtung  auf  der  Fläche. 

Man  hätte  dies  auch  aus  Satz  38  und  Fig.  55  auf  S.  155  geo- 
metrisch folgern  können,  denn  die  Schnittlinie  der  Tangentenebenen 
von  P  und  Q  ist  zu  beiden  Normalen  senkrecht  und  hat  also  die 
Richtung  des  kürzesten  Abstandes  beider  Normalen. 

Oben  erkannten  wir  im  Anschluss  an  (8),  dass  die  Normale  des 
Punktes  Q  die  zur  Tangentenebene  von  P  im  Abstände  t  parallele 
Ebene  in  demjenigen  Punkte  triflFt,  dessen  Coordinaten  durch  (8)  für 
T  =  t  gegeben  werden. 

Nehmen  wir  jetzt  t  irgendwie  bestimmt  an,  während  wir  die  Incre- 
mente  du  und  dv  beliebig  lassen,  so  geben  nach  (8)  die  Gleichungen 

11* 
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(20) 


1 


j  =  x  +  x^du  +  x^dv  +  {X+  X^^du  +X^dv)t, 
l  =  z  +  z^du  +  z^dv  +  (Z  +Z^du+  ZJv)t 


die  Schnittpunkte  (j:,  ^,  j)  jener  Parallelebene  mit  den  unendlich 
vielen  Normalen  an,  die  der  Normalen  von  P  unendlich  benachbart 
sind.  Da  hier  zwei  willkürliche,  wenn  auch  unendlich  kleine  Grössen 
du  nnd  dv  auftreten,  so  folgern  wir,  dass  alle  diese  Schnittpunkte 
innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Flächenstücks  auf  der  Ebene 
liegen,  das  sich  im  allgemeinen  nicht  auf  ein  Curyenelement 
reducieren  wird.  Anders  gesagt:  Wenn  die  Normale  von  P  die 
Parallelebene  etwa  in  N  trifft,  so  wird  durch  jeden  Punkt  der 
Parallelebene,  der  zu  iV^  unendlich  benachbart  ist,  eine  unendlich 
benachbarte  Normale  gehen. 

Dies  wird  nur  dann  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  drei  Func- 
tionen (20),  aufgefasst  als  Functionen  von  du  und  dv,  von  einander 
abhängig  sind,  oder  auch,  da  sie  linear  m  du  und  dv  sind,  wenn 
die  Coefficienten  von  du  denen  von  dv  proportional  sind: 

Xu  +  Xut         Vu-^-Yut         Xu  +  Zut 


(21) 


a?,  +  X^t         Vv  +  Yvt         %^  •{■  ZJ 


denn  dann  kann  man  die  Gleichungen  (20)  —  sobald  man  diese 
drei  Brüche  mit  \:q  bezeichnet  —  so  schreiben: 

l^x  +  Xt+[x^  +  Xj){du  +  Qdv), 

(22)  t)  =  t/+Yt  +  {i/^+rj){du  +  pdv), 

i  =  z  +Zt  +  {z^+  Z^t){du  +  Qdv). 

Sie  enthalten  dann  die  Veränderlichen  du  und  dv  nur  in  der  Ver- 
bindung du  +  Qdvj  die  linear  auftritt,  sodass  alle  diese  Punkte 
fei  9>  j)  alsdann  eine  Gerade  erfüllen.  Indem  wir  die  Forderung, 
dass  alle  drei  Brüche  (21)  denselben  Wert  1 :  q  haben  sollen,  etwas 
anders  schreiben,  erkennen  wir  also  Folgendes: 

Nur   dann,   wenn   man   zwei  Grössen  t  und  o   so   bestimmen 
kann,  dass 

(23)  I  y^+Yj^o[y^+Yj), 

wird,  schneiden  alle  diejenigen  oo*  Normalen,  die  den  Normalen 
von  P  unendlich  benachbart  sind,   die  zur  Tangenten  ebene  von  P 
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parallele  und  von  ihr  um  die  Strecke  t  entfernte  Ebene  in  einer 
Geraden.  Diese  Gerade  geht  alsdann  von  dem  Punkte  N  aus,  in 
dem  die  Parallelebene  die  Normale  von  P  schneidet,  und  hat  nach 
(22)  Richtungscosinus  proportional 

Nun  ist  es  in  der  That  möglich,  die  Gleichungen  (23)  durch 
passende  Werte  von  t  und  q  zu  befriedigen.  Wenn  wir  nämlich 
die  Gleichungen  (23)  mit  X,  7,  Z  multiplicieren  und  dann  addieren, 
so  geht  nach  XI  [U)  und  XI  (7)  eine  Identität  hervor.  Thatsächlich 
liegen  also  nur  zwei  Bedingungsgleichungen  vor.  Diese  können 
wir  in  bequemerer  Form  schreiben,  indem  wir  die  Gleichungen  (23) 
das  eine  Mal  mit  x^,  y^,  z^  und  das  andere  Mal  mit  .r^,  y^,  z^  mul- 
tiplicieren und  dann  jedesmal  addieren.  Dann  kommt  nach  XI  {A) 
und  nach  (10),  S.  106: 

(?-  Nt=  QiF-Mt), 

Elimination  der  Hiüfsgrösse  q  flihrt  zu  der  Gleichung: 

{LN-  M^)t^  -  (jBiV-  2FM  +  GL)t  +  (EG  -  F^)  =  0, 

die  nach  (20),  S.  118,  aussagt,  dass  t  gleich  einem  der  beiden  Haupt- 
krümmungsradien Jt^,  B^  sein  mnss,  vorausgesetzt,  dass  überhaupt 
Hauptkrümmungsradien  vorhanden  sind.  Dies  ist  nach  S.  115  nicht 
der  Fall,  wenn  die  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält;  vgl.  den  damaligen  Satz  10.  In  diesem  Ausnahmefall  hat 
die  quadratische  Gleichung  für  t  eine  Doppelwurzel,  denn  die  Be- 
dingung (10)  auf  S.  114  für  eine  derartige  Fläche  kann  ja  auch  'so 
geschrieben  werden: 

A{EG  -  F^){LN'^  M^)  -  [EN-  2FM  +  GL^  =  0. 

Man  sieht  also,  dass  diese  besonderen  Flächen  eine  besondere  Be- 
trachtung verlangen  würden.  Daher  sehen  wir  von  jetzt  an  von 
den  Flächen  mit  einer  Schar  von  Minimalgeraden  ab. 

Alsdann  können  wir  sagen:  Die  Flächennormalen,  die  der  des 
Punktes  P  unendlich  benachbart  sind,  schneiden  nur  zwei  zur  Tan- 
gentenebene von  P  parallele  Ebenen  in  Geraden,  nämlich  die  Ebenen 
durch  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  C^  und  C^  von  P. 
In  jeder  dieser  Ebenen  giebt  es  eine  Gerade  g^  bez.  g^  durch  C^ 
bez.  Cj,  die  von  allen  oo^  unendlich  benachbarten  Normalen  ge- 
troffen wird. 
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Die  BichtimgBconnas  der  Geraden  g,  sind  proportional 

oder  nach  (1)  proportional  drei  Grössen,  von  denen  die  erste 
diese  ist: 

{EG  -  F^)x^  +  [FM ^  GL)B^x^  +  [FL  -  EM)li^  x^ 

und  die  beiden  anderen  durch  cyklische  Yertauschung  von  x,  y,  z 

ans  ihr  hervorgehen.    Zur  Vereinfachung  dieser  Grössen  gehen  wir 

auf  die  Formeln  für  die  Hauptkrümmungen  zurück.    Sind  k^  und  k^ 

die  Werte  von  dv :  du  für  die  beiden  Hauptkrümmungsrichtungen,  so 

ist  nach  (18),  S.  117: 

j.  _  F+k,0 

1        M  +  k^N' 

Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  finden  wir,  dass  die  Richtungs- 
cosinus der  Geraden  g^  drei  solcher  Grössen  proportional  sind,  von 
denen  die  erste  den  Wert  hat: 

[G(EM-FZ)  +  k^G(EN-  GZ)-k^F{FN--  GM)]x^'- 

-{EM^Fl)(F^k,G)x^ 

und  die  beiden  anderen  durch  cyklische  Vertauschung  hieraus  her- 
vorgehen.   Nach  (16),  S.  117,  ist  jedoch: 

EM^FL  =  [FN-  GM)k^k^, 
j^jvr-  GZ^^-iFN--  GM){k^  +  k^). 

Setzen  wir  diese  Werte  ein,  so  kann  bei  den  drei  Grössen  ein  ge- 
meinsamer Factor  gestrichen  werden,  sodass  sich  ergiebt,  dass  die 
Richtungscosinus  von  g^  den  drei  Grössen: 

^«  +  K  ^r»         !/u  +  ^2!/v'  ^u  +  K  ^v 

proportional  sind.  Diese  Grössen  sind  aber  andererseits  propor- 
tional den  Richtungscosinus  der  zweiten  Hauptkrümmungstangente 
von  P.  Entsprechende  Schlüsse  machen  wir  hinsichtlich  der  Ge- 
raden g,.     Daher  kommt: 

Satz  47:^  Liegt  eine  Fläche  vor,  die  keine  Schar  von 
cx)^  Minimalgeraden  enthält,  so  schneiden  die  Normalen, 
die  der  Normalen  des  Flächenpunktes  P  unendlich  be- 
nachbart sind,  sämtlich  zwei  Geraden  g^  und  g,,  von  denen 


'  Siehe  Ch.  Stubm,  „Memoire  sur  la  th^orie  de  la  vision",  Comptes 
BenduB  (1845). 
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die  erste  durch  den  ersten  Hauptkrümmungsmittelpunkt  C^ 
von  P  geht  nnd  der  zweiten  Hauptkrümmungstangente  von 
P  parallel  ist,  während  die  zweite  durch  den  zweiten 
Hauptkrümmungsmittelpunkt  C^  yon  P  geht  und  der  ersten 
Hauptkrümmungstangente  von  P  parallel  ist 


Fig.  58. 


Fig.  59. 


Siehe  Fig.  58  für  einen  elliptischen  und  Fig.  59  für  einen  hyper- 
bolischen Punkt. 

Zugleich  hat  sich  noch  ergeben: 

Satz  48:  Die  Richtungscosinus  der  ersten  Hauptkrüm- 
mungstangente eines  Flächenpunktes  {u,  v)  sind  propor- 
tional: 

und   die    der    zweiten    Haaptkrümmnngstangente    propor- 

tional: 

oder: 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die  Fläche  keine  Schar  TOn 
00^  Minimalgeraden  enthält 

Wir  hatten  zwar  nur  das  Eine  bewiesen,  dass 
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proportional  den  Bichtongscosinas  der  zweiten  Hauptkrümmung?- 
tangente  sind,  aber  das  übrige  folgt  durch  Vertanschong  der  beiden 
Haaptkrümmungen  und  durch  Vertauschen  der  beiden  Parameter 
u  und  V. 

Man  erkennt  aus  dem  Satze  47,  dass  die  Gesamtheit  der  oo' 
Normalen  einer  (nicht -abwickelbaren)  Flache  die  besondere  Eigen- 
tümlichkeit hat,  dass  alle  einander  unendlich  benachbarten  Normalen 
zwei  zu  einander  zwar  windschiefe,  aber  senkrechte  Greraden 
schneiden.  Hieraus  können  wir  den  Schluss  ziehen,  dass  nicht 
jede  Schar  von  oo^  Geraden  als  die  Schar  der  Normalen 
einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann.  Denn  es  giebt  hiemach 
z.  B.  keine  Fläche,  deren  Normalen  sämtlich  zwei  zu  einander 
windschiefe  Geraden  schneiden. 

Um  aus  unseren  Formeln  weitere  geometrische  Schlüsse  zu 
ziehen,  empfiehlt  sich  wieder  die  Einführung  des  Coordinatensystems 
%  t|,  )),  dessen  Axen  das  begleitende  System  des  Punktes  P  bilden 
(vgl  S.  133).  Dabei  werden  dann  ;  und  ^  selbst  als  Parameter 
benutzt  Die  Fundamentalgrössen  des  Punktes  P  haben  alsdann 
die  Werte: 

@=1,         g  =  0,         ®  =  1; 

während  nach  (23),  S.  118: 

ist,  sodass  die  Formel  (12)  die  Gestalt  annimmt: 

(24)  «  =  ^T T =    1 T ' 

;s^  rf  £'  +  :^,  <^  «)•        :^.  C08«  g>  +  -^^,  sin«  <p 

wenn  cp  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Richtung  (dt):d^)  mit  der 
ersten  Hauptkrümmungstangente  von  P  bildet.     Ferner  giebt  (14): 

Diese  Formel  erinnert  an  die  Formel  des  Satzes  21,  S.  135, 
mittels  deren  die  Krümmung  eines  beliebigen  Normalschnittes  des 
Flächenpunktes  P  bestimmt  wird.  Doch  standen  in  jener  Formel 
rechts  B^  und  B^  statt  S^^  und  T?^^  y^ij.  können  daher  hier  eine 
analoge    geometrische   Veranschaulichung  wie   auf  S.  135  u.  f.   be- 
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nutzen:  Auf  der  Richtung,  die  mit  der  ersten  Hauptkrümmungs- 
richtung den  Winkel  tp  bildet,  tragen  wir  als  Radiusvector  den 
reciproken  Wert  von  dvids  auf.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  im 
Fall  einer  reellen  Fläche  der  Winkel  dv  ebenso  wie  das  Bogen- 
element  ds  als  wesentlich  positiv  aufzufassen  ist.  Die  Endpunkte 
der  Radien vectoren  bilden  dann  in  der  j^-Ebene  den  Kegelschnitt: 

der  im  reellen  Fall  eine  Ellipse  ist,  die  aber  nicht  mit  der 
Ellipse  auf  S.  136  verwechselt  werden  darf,  da  sie  die  ab- 
soluten Werte  der  beiden  Hauptkrümmungsradien,  nicht  aber  die 
Wurzeln  daraus  zu  Halbaxen  hat     Also: 

Satz  49:  Trägt  man  auf  jeder  Fortschreitungsrichtung 
auf  einer  Fläche  von  einem  Punkte  P  aus  den  Quotienten 
aus  dem  Bogenelement  ds  und  demjenigen  unendlich 
kleinen  Winkel  dv  auf,  um  den  sich  bei  der  Zurücklegung 
dieses  Bogenelementes  ds  die  Richtung  der  Flächennor- 
male ändert,  so  bilden  die  Endpunkte  der  Radienvectoren 
einen  Kegelschnitt,  dessen  Halbaxen  auf  den  Hauptkrüm- 
mungstangenten von  P  liegen  und  die  absoluten  Werte  der 
beiden  Hauptkrümmung^radien  von  P  als  Längen  haben. 
Im  reellen  Fall  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Voraus- 
gesetzt ist  hierbei,  dass  die  Fläche  keine  Schar  von  oo^ 
Minimalgeraden   enthalte. 

Sind  (jpj  und  (p^  die  Winkel,  die  zwei  zu  einander  senkrechte 
Fortschreitungsrichtungen  mit  der  ersten  Hauptkrümmungsrichtung 
von  P  bilden,  so  ist  cos^cp^  =  sin^y^  und  sin*  9)3  =  cos'qp^,  sodass 
nach  (25)   für  die   beiden   zu  diesen  Richtungen  gehörigen  Werte 

von  -7^  der  Satz  hervorgeht: 

o  s 

Satz  50:  Geht  man  von  einem  Flächenpunkte  P  aus 
nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  um  un- 
endlich kleine  Bogenelemente  ds^  und  ds^  weiter,  so  ge- 
nügen die  unendlich  kleinen  Winkel  dv^  und  dv^,  um  die 
sich  zugleich  die  Richtung  der  Flächennormale  ändert, 
der  Gleichung: 

dsj    '^  [dsj  Äi«  "^  Ä,«  ' 

wenn  J^^  und  7?^  die  Hauptkrümmungsradien  von  P  sind,  die 
Fläche  also  keine  Schar  von  00^  Minimalgeraden  enth&lt 
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Gehören  dagegen  9-^  and  (f^  zn  conjugierten  RichtnngeiL  so  ist 
naoii  Sati  4i\  S.  156: 

tg«  y , .  tg*  qr,  =  Jv . 

Nun   lässt  sich  Ig^f-  aus  (25)  leicht  berechnen.     Setzen  wir  dann 

die  Werte   ron  tg^^,    nnd  tg^^-^    ^^^^  ^i^«   ^   ergiebt   mrh  ohne 
Mühe: 

Satz  51:^  Geht  man  Ton  einem  Flächenpnnkte  nach  con- 
jugierten Richtungen  um  die  Bogenelemente  ds^  nnd  ds^ 
fort«  so  genügen  die  unendlich  kleinen  Winkel  dr^  nnd  c/r,. 
um  die  sich  dabei  die  Sichtung  der  Flächennormale  an- 
dert.  der  Gleichunc: 

vobei  Toraasgesetit  isi.  dass  die  Fläche  keine  Schar  Ton 
jr'-  Miniaialceraden  enthalte. 

rS?  Foncel    ^4^  kann  auch  <o  cesohrieNM  werden: 


mm     .^_       &  •       ■  ^  ^ 


Is5  r  cer  Wbiifl,  d^n  i-er  ktrieKe  Absiazd  ^3*  der  beiden  Xor- 
iLajÄi  Fa  z«i  Y-5  siriie  F:«:.  5T.  S*  lt.  zziz  iö*  Biciining  der 
<rsc«:  Hi:zrJÜri2i3iZ2^  xor.  F  r^rii.  ?*:  :si  z^^l  San  46  um!  nach 


« 


*  -  -'^ 


=  —  :^^•  i- . 
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schneiden  und  zwar  in  Punkten  A,  deren  Abstände  n  von  P  nach 

(28)  als  Functionen  derjenigen  Winkel  tfj  bestimmt  werden,  die  diese 
Geraden  mit  der  Richtung  der  ersten  Hauptkrümmung  von  P,  also 
mit  der  f-Axe,  bilden.     Es  kommt  nach  (28): 

n^:^{JR,  +  i?,)  -  H^i  -  ^2)  cos  2t^, 

sodass  in  den  laufenden  Coordinaten  j:,  t),  j: 

(29)  f^^cosi/;,     ^-^sint^,      j=  ^^i +^2)-i(^i -^a)co8  2t^ 

die  Gleichungen  einer  dieser  Geraden  AB  sind,  ausgedrückt  mittels 
eines  Parameters  t  Bleiben  t  und  1//  willkürlich,  so  liegt  hier  eine 
analytische  Darstellung  jener  geradlinigen  Fläche  vor.  Durch  eine 
Betrachtung,  die  ähnlich  der  auf  S.  149  ist,  folgern  wir  hieraus: 

Satz  52:  Die  Geraden  der  kürzesten  Abstände  einer  be- 
stimmten Flächennormale  von  den  ihr  unendlich  benach- 
barten Normalen  bilden  ein  Cylindroid. 

Aus  (28)  erkennt  man  sofort:  Im  reellen  Fall  liegen  die  ver- 
schiedenen Endpunkte  A  der  kürzesten  Abstände ^  da  PA^n  ist, 
z¥rischen  den  Punkten,  für  die  n  =  Äj  und  n  =^  JR^ist,  d.  h.  zwischen 
den  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkten  C^  und  C^  von  P.    Für 

t^  =  Y  und  t/;  =  0  ergeben  sich  die  beiden  äussersten  Lagen  n  =  Ä^ 
und  n  =  7?j.  Dabei  ist  nach  (27)  der  Winkel  qp  ==  0  bez. 
y  ==  — .  Die  zu  qp  =  0  gehörige  Gerade  Ä  B  geht  also  durch  den 
ersten  Hauptkrümmungsmittelpunkt  C^  und  ist  zur  zweiten  Haupt- 
krümmungsrichtung von  P  parallel,  und  bei  der  Geraden  für  y  =  -^ 

ist  es  umgekehrt.  Hieraus  folgt,  dass  diese  beiden  Geraden  die  oben 
(in  Fig.  58  und  59)  mit  g^  und  g,  bezeichneten  Geraden  sind. 

Noch  erwähnen  wir:  Für  9)  =  0  oder  y  =  y®^P®^^  ^^^^  ausser 
n  =  7?^  bez.  B^  noch  aus  (25): 

(^-7)'  =  ^  ^^^-  :^ 

und  also  nach  (19)  noch  t/n  =  0.  Dies  bedeutet:  In  diesem  Falle 
giebt  es  zwischen  den  beiden  unendlich  nahen  Normalen  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  von  höherer  Ordnung  als  ds.  Dann  also 
schneiden  die  beiden  Normalen  einander.  (Vgl.  I  S.  272,  273.) 
Dies  hätten  wir  auch  aus  Satz  47  folgern  können.  Wir  können  dies 
Ergebnis  so  formulieren: 

Satz  53:  Eine  Flächennormale  schneidet  eine  unend- 
lich  benachbarte  nur  dann,  wenn  der  Fusspunkt  der  letz- 
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teren  auf  einer  Hauptkrümmangsrichtung  des  FuaspmikteB 
der  ersteren  Hegt,  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  alsdann 
der  zugehörige  Haaptkrümmangs- 
mittelpnnkt.  Dabei  ist  voraasge- 
Betzt,  dass  die  Fläche  keine  Schar 
von  co' Minimalgeradeu  enthalte. 

Es  ist  gut,  sich  dies  geometrisch  mit 
Hülfe  der  Indicatrix  klar  zu  machen.  In 
Fig.  60  sei  P  ein  Flächenpnnkt  Zu  seiner 
Tangentenebene  parallel  legen  vir  eine 
Ebene  in  anendlich  kleinem  Abstand.  Sie 
schneidet  die  Fläche  nach  S.  139  in  der 
Indicatris  von  F.  In  der  Figur  ist  als 
Indicatrix  eine  Ellipse  gewählt    Die  Nor- 


Fig.  60. 
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male  von  F  geht  durch  die  Mitte  M  der  Indicatrix.  Ist  Q  irgend 
ein  Punkt  auf  der  Indicatrix,  so  ist  die  Indicatrixtangente  von  Q 
zugleich  Flächentangente.  Da  der  Kegel,  der  die  Fläche  längs  der 
Indicatrix  berührt,  nach  Satz  30,  S.  143,  seine  Spitze  S  in  dem 
Punkte  auf  der  Verlängerung  von  PM  über  P  hinaus  hat,  für  den 
PS  doppelt  so  gross  wie  PM  ist,  so  geht  eine  Flächentangente  des 
Punktes  Q  nach  dieser  Stelle  S,  Jetzt  haben  wir  zwei  Tangenten 
von  Q  construiert  Auf  beiden  muss  die  Normale  von  Q  senkrecht 
stehen. 

Wenn  nun  diese  Normale  die  Normale  von  P  schneiden  soll, 
so  muss  QM  ihre  Projection  auf  die  Ebene  der  Indicatrix  sein, 
sodass  QM  auf  der  Indicatrixtangente  von  Q  senkrecht  stehen  muss. 
Dies  aber  tritt  nur  in  den  Scheiteln  der  Indicatrix  ein,  d.  h.  wenn  Q 
auf  einer  Hauptkrümmungsrichtung  von  P  Uegt.  So  kommen  wir 
wieder  zu  Satz  53. 

In  den  Figuren  61  und  62  haben  wir  versucht,  von  der  Lage- 
rung der  Normalen  längs  der  Indicatrix  eine  Vorstellung  zu  geben. 
In  Fig.  61  ist  als  Indicatrix  eine  ElUipse,  in  Fig.  62  eine  Hyperbel 
gewählt  Doch  hat  man  sich  die  Axen  dieser  Kegelschnitte,  ver- 
glichen mit  den  Entfernungen  PC^  und  PC^,  unendlich  klein  zu 
denken.  Es  sind  die  Geraden  construiert  worden,  die  ausser  der 
Indicatrix  noch  die  Geraden  g^  und  g,  treffen. 

§  9.    Krummungscurven  und  Haupttangentencurven. 

Bisher  haben  wir  unsere  Betrachtungen  immer  auf  die  Um- 
gebung eines  beliebig  gewählten  Punktes  (m,  v)  der  Fläche  beschränkt 
Wir  dehnen  sie  jetzt  auf  die  ganze  Fläche  aus.  Sind  wie  immer 
jB,  F,  G  und  L,  MN  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche,  so  haben 
wir  im  Punkte  {u,  v)  drei  Paare  von  Richtungen  (k)  als  besonders 
ausgezeichnet  kennen  gelernt: 

Erstens  die  Minimalrichtungen,  für  die 

E+2Fk+  GÄ»  =  0 

ist  (vgl.  S.  35),  zweitens  die  Hauptkrümmungsrichtungen,  für  die 

{EM^  FZ)  -  {GZ  -  FN)k  +  [FN^  GM)h}  =  0 
oder: 

k^     E      Z 


^k      F      M 
1       G      N 


=  0 
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ist  (vgl.  S.  116),  drittens  die  HaupttaDgentenrichtuDgen,  fbr  die 

ist  (vgl.  S.  127).     Schreiben  wir  dvidu  für  k,  so  liegen  die  drei 
Gleichungen  vor: 

(1)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0, 

'     dv^       EL 

(2)  --dudv   F     M    ^0, 

du^       6      N 

(3)  Zdu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  0. 

Jede  ist  nach  Satz  5,  S.  13,  als  ein  Paar  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  in  u  und  t;  aufzufassen  und  definiert 
zwei  Scharen  von  je  cc^  Curven.  Die  durch  (1)  definierten  Curven 
sind  die  schon  öfters  erwähnten  Minimalcurven  der  Fläche. 

Die  durch  (2)  definierten  beiden  Scharen  von  je  cx)^  Curven 
heissen  die  Krümmungscurven  der  Fläche^  und  die  durch  (8) 
definierten  beiden  Scharen  die  Haupttangentencurven  oder 
asymptotischen  Curven  der  Fläche.* 

Durch  jeden  allgemein  gewählten  Flächenpunkt  (v,  v)  gehen 
zwei  Minimalcurven,  zwei  Krümmungscurven  und  zwei  Haupt- 
tangentencurven. Ihre  Richtungen  daselbst  sind  die  Minimalrichtungen, 
die  Hauptkrümmungsrichtungen  und  die  Haupttangentenrichtungen. 
Die  Minimalcurven  sind  stets  imaginär,  die  Krümmungscurven  auf 
reellen  Flächen  nach  S.  117  stets  reell  und  die  Haupttangenten- 
curven auf  reellen  Flächen  an  den  hyperbolischen  Stellen  reell,  an 
den  elliptischen  imaginär,  nach  S.  130. 

Stillschweigend  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  der  allgemeine 
Flächenpunkt  zwei  Hauptkrümmungsrichtungen  habe.  Da  es  jedoch 
nach  S.  120  Flächen  giebt,  die  nirgends  solche  haben,  nämlich  die 
Flächen  mit  einer  oder  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  so  müssen 
wir  uns  fragen,  wie  wir  auf  diesen  die  Krümmungscurven  und  Haupt- 
tangentencurven definieren  wollen. 

Bezüglich  der  Krümmungscurven  bleiben  wir  stets  bei 
der  Definition  durch  die  Gleichung  (2).  Enthält  die  Fläche 
zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  ist  sie  also  nach  Satz  9,  S.  113, 


^  Nach  Monge,  siehe  die  Anm.  auf  S.  110. 
'  Nach  DüPiN,  siehe  die  Anm,  auf  S.  127. 
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eine  Kugel,  so  sind  die  Fondamentalgrössen  Z,  M,  N  nach  (3), 
S.  110,  den  Fandamentalgrössen  E,  F,  G  proportional,  sodass  die 
Gleichung  (2)  zur  Identität  wird.  Daher  ist  jede  beliebige 
Curve  auf  der  Kugel,  insbesondere  in  der  Ebene,  eine 
Krümmungscurve.  Enthält  die  Fläche  nur  eine  Schar  von  Mini- 
malgeraden, ist  sie  aber  nicht  die  Tangentenfläche  einer  Minimal- 
curve,  so  ist,  wenn  wir  die  krummen  Minimalcurven  als  Farameter- 
linien  {u)  und  die  geraden  Minimalcurven  als  Farameterlinien  {v) 
benutzen,  nach  Satz  7,  S.  113: 

sodass  (2)  ergiebt:  dv^  =  0.  Hier  also  fallen  die  beiden  Scharen 
von  Krümmungscurven  in  die  Schar  der  Minimalgeraden  (r)  zu- 
sammen. Ist  endlich  die  Fläche  diq  Tangentenfläche  einer  Minimal- 
curve,  so  verlieren  Z,  M,  ^  nach  S.  107  ihre  Bedeutung,  d.  h.  bei 
solchen  Flächen  sprechen  wir  überhaupt  nicht  von  Krümmungs- 
curven. 

Nach  Satz  53,  S.  171,  haben  die  Krümmungscurven  auf  einer 
Fläche  von  allgemeiner  Art  die  Eigenschaft,  dass  die  Flächen- 
normalen, die  von  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  der  Curve 
ausgehen,  einander  stets  schneiden,  dass  also  die  Normalen  der 
Fläche  längs  einer  Krümmungscurve  eine  abwickelbare 
Fläche  bilden.  Diese  Eigenschaft  kann  man  direct  zur  Definition 
der  Krümmungscurven  benutzen.   Denn  die  Normale  des  Punktes  (m,  r) 

schneidet  die  Normale  des  imendlich  benachbarten  Punktes  {u  +  du, 

V  +  dv): 

^  =  x  +  dx  +  {X+  dX)  t, 

\^^y  +  dy  +  iJ  +  dY)t, 

i  =  z  +  dz  +  {Z  +  dZ)  t 

nach  (5)  in  I  S.  272  dann  und  nur  dann,  wenn: 

dx       X      d  X 

(4)  dy     r     dr    =^0 

dz       Z       dZ 

ist  Multiplicieren  wir  diese  Gleichung  mit  der  nach  XI  (X)  nicht 
verschwindenden  Determinante 

j  ^«        ^v        ^ 

I/u       2/v         ^ 

i  z        z         Z 

U  V 
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indem  wir  Reihe  mit  Reihe  multiplicieren^  so  kommt 

Sxdx       %xX      SxdX 


Sx^X      Sx^dX 
SX»         SXdX 


«0. 


=  0, 


Sx^dx 

SXdx 

Aber  es  ist  nach  XI  {A) 

Sx^dx  =  Sx^{x^du  +  x^dv)  =  Edu  +  Fdv 

u. 8.  w.,  ferner  S ^„  ^Y  =  0,  %x^X^O  nach  XI (7),  weiterhin  nach  (10), 
S.  107. 

Sx^dX  =  %x^[X^du  +  X^dv)  =  -  Zdu  —  Mdv 

u.  8.  w.,  sodass  kommt: 

Edu  +  Fdv      Zdu  +  Mdv 
Fdu+Gdv     Mdu  +  Ndv 

Aber  dies  ist  die  Gleichung  (2).     Daher: 

Satz  54:  Die  Erümmungscurven  einer  Fläche  sind  die* 
jenigen  Gurven  der  Fläche,  längs  deren  die  Flächen* 
normalen  eine  abwickelbare  Fläche  bilden. 

Dies  gilt  auch  für  die  Flächen  mit  Scharen  von  Minimal 
geraden. 

Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  die  Differentialgleichimg  (2)  awA 
in  der  Form  (4)  geschrieben  werden  kann. 

Die  Bedingung  flir  eine  Erümmangscurve  kann  noch  anden 
ausgesprochen  werden:  Schreiben  wir  in  der  Determinante  (4)  statt 
der  ersten  Zeile  die  Summe  der  bez.  mit  X,  Y,  Z  multiplicierlei 
ersten,  zweiten  und  dritten  Zeile,  so  kommt  wegen  SX'sl, 
SA'rfA'=0,  S-X:rf;r=0: 


0        1 

0 

dy      7 

dY 

dz      Z 

dZ 

dY 

dZ 

oder: 


dy  d% 

Ebenso   kommt,   dass   dieser   Bruch  gleich  dXidx  isL     Also  iit 

längs  einer  Erümmungscurve 

dX  ^dY  ^dZ 
dx        dy        dx 

Umgekehrt  ziehen   diese  Relationen  die  Gleichung  (4)   nach  ncL 
Daher: 
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SatB  66:  Die  Erümmungscurven  einer  Fläche  sind  die- 
jenigen Curven^  längs  deren  die  Incremente  der  recht- 
winkligen Pnnktcoordinaten  proportional  den  Incrementen 
der  Bichtangscosinns  der  Normalen  sind. 

Sind  auf  der  Fläche  in  einem  allgemein  gewählten  Punkt  zwei 
Hauptkrümmnngsrichtangen  vorhanden,  so  stehen  sie  nach  Satz  11, 
Sw  119,  auf  einander  senkrecht  Im  allgemeinen  also  bilden 
die  Erümmungscurven  ein  Orthogonalsystem.  Wir  haben 
uns  zu  fragen,  wie  es  hiermit  in  den  Ausnahmefällen  steht:  Enthält 
die  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden  und  eine  Schar  von 
krummen  Minimalcurven,  so  fallen,  wie  wir  vorhin  sahen,  beide 
Scharen  von  Erümmungscurven  in  die  Minimalgeraden  zusammen, 
Aber  nach  Satz  47,  I  S.  388,  können  wir  sagen,  dass  jede  Minimal- 
gerade auf  sich  selbst  senkrecht  steht,  mithin  auch,  dass  die  Ortho- 
gonalität  der  Erümmungscurven  auch  jetzt  statt  hat.  Wenn  die 
Fläche  zwei  getrennte  Scharen  von  Minimalgeraden  enthält  und 
demnach  eine  Eugel  oder  insbesondere  eine  Ebene  ist,  so  ist,  wie 
wir  sahen,  jede  Curve  eine  Erümmungscurve,  also  können  wir  auch 
bier  Orthogonalsysteme  von  Erümmungscurven  bilden;  es  giebt  ihrer 
aber  unendlich  viele. 

Liegt  insbesondere  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  die  natür- 
lidi  nicht  die  Tangentenfiäche  einer  Minimalcurve  sein  soll,  so 
IkUen  überall  nach  Satz  20,  S.  182,  die  beiden  Haupttangenten  in 
die  Erzeugenden,  und  deshalb  sind  nach  Satz  23,  S.  185,  die  Erüm- 
flnmgscurven  der  einen  Schar  diese  Erzeugenden  selbst  Die  der 
anderen  Schar  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  c  der  Erzeugen* 
den,  d*  h.  nach  Satz  16, 1  S.296,  die  Filarevolventen  der  6ratlinie. 
Nacb  Satz  54  also  bilden  die  Flächennormalen  längs  einer  jeden 
dieser  Trajectorien  c  eine  abwickelbare  Fläche. 

Dies  Ergebnis  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  des  Satzes  29; 
IS.  816,  nach  dem  auch  diejenigen  Geraden,  die  längs  einer  ortho- 
gonalen Trajectorie  c  diese  Curve  c  senkrecht  schneiden  und  einen 
nicbt  notwendig  rechten,  aber  constanten  Winkel  mit  den  Er- 
zeagenden bilden,  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen. 

Aus  diesem  Satze  können  wir  einen  anderen  über  Erümmungs- 
eiUTen  ableiten: 

Eis  seien  zwei  Brächen  F^^  und  t\  gegeben,  die  einander  länp^s 
einer  Curve  c  unter  constantem  Winkel  a  schneiden,  sodass  also 
in  jedem  Punkte  P  von  c  die  Normalen  n^  und  n^  beider  Flächen 
denselben  Winkel  a  mit  einander  bilden.  Ist  dann  c  eine  Erüm- 
flumgscnrre  auf  der  einen  Fläche,  auf  /'^  so  bilden  die  Normalen  n, 
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nach  Satz  54  eine  abwickelbare  Fläche.  Auf  dieser  Fläche  ist  c 
eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden  it^.  Nun  schneiden 
die  Geraden  n^  als  Normalen  von  F^  die  Curve  c  ebenfalls  senk- 
recht; da  sie  ausserdem  mit  den  Geraden  n^  den  constanten  Winkel  a 
bilden,  so  folgt  nach  dem  soeben  angegebenen  Satze:  Die  Normalen  n^ 
der  zweiten  Fläche  F^  längs  c  bilden  auch  eine  abwickelbare  Mäche. 
Nach  Satz  54  folgt  hieraas:  Die  Curve  c  ist  auch  auf  jP,  ^ui®  Krüm- 
mungscurve.    Daher: 

Satz  56:  Schneiden  zwei  Flächen  einander  längs  einer 
Curve  unter  constantem  Winkel  und  ist  die  Curve  auf  der 
einen  Fläche  eine  Erümmungscurve^  so  ist  sie  es  auch  auf 
der  anderen. 

Um  dies  auch  analytisch  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  die  Rich- 
tungscosinus  der  Normalen  auf  der  einen  Fläche  F^  mit  X^,  Y^j 
Z^j  auf  der  anderen  Fläche  F^  mit  Xg,  Jg,  Z^,  In  einem  Punkte 
(j-,  y,  z)  der  Schnittcurve  c  beider  Flächen  sollen  nach  Voraussetzung 
die  Normalen  einen  constanten  Winkel  a  bilden,  d.  h.: 

S  ^  ^  =  cos  a . 

Wenn  wir  also  längs  der  Schnittcurve  c  fortschreiten,  so  muss 

sein.  Ist  nun  c  auf  jP^  eine  Erümmungscurve,  so  sind  dX^,  dY^ ,  dZ^ 
nach  Satz  55  proportional  dx,  dy^  dz,  sodass  sich  %X^dX^  nur  um 
einen  Factor  von  %X^dx  unterscheidet  Diese  Summe  aber  ist 
gleich  Null,  da  die  Richtung  ( J^  *•  ^2  *  ^2)  ^^^  ^^'^  Tangentenrichtung 
{dxidyidz)  von  c  senkrecht  steht.     Unsere  Gleichung  giebt  also: 

Ausserdem  ist  wegen  SX,*  =  1  auch: 

8X2(^X2  =  0. 

Andererseits  ist,  weil  die  Normalen  auf  den  Tangenten  von  c  senk- 
recht stehen: 

SX^dx=:0,      SX.j^dx  =  0. 

Also  folgt,  dass  dx,  di/,  dz  denselben  beiden  linearen  homogenen 
Gleichungen  genügen  wie  dX^,  dY^,  dZ^.  Mithin  sind  die  einen 
Incremente  den  anderen  längs  c  proportional,  d.  h.  nach  Satz  55 
ist  c  auf  jPj  eine  Erümmungscurve. 

Wir  können  diese  Schlussfolgerung  umkehren:     Es  werde  vor- 
ausgesetzt,  dass   die  beiden  Flächen  F^  und  F^  einander  in  einer 
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Curve  c  schneiden,  die  auf  beiden  Flächen  Erümmungscurve  ist 
Nach  Satz  55  sind  dann  längs  der  Schnittcurve  c  sowohl  die  Incre- 
mente  dX^,  dT^,  dZ^  als  auch  die  Incremente  dX^,  dF^,  dZ^  pro- 
portional dx,  dy,  dz.  Da  aber  %X^dx  ^0  und  SX^dx  =  Q  ist, 
so  folgt  also: 

8^1^X2  =  0,       8X3^X^  =  0, 

also  auch: 

%X^dX^  +  %X^dX^  =  0 

oder: 

S  Xj  J^  =  Const 

und  zwar  längs  c.     Somit  :^ 

Satz  57:  Schneiden  zwei  Flächen  einander  längs  einer 
Curve,  die  auf  beiden  Flächen  eine  Krümmungscurve  ist, 
so  bilden  sie  längs  der  Curve  einen  constanten  Winkel 
mit  einander. 

Aus  der  Proportionalität  von  rfXj,  rfZj,  dZ^  mit  dx,  dy^  dz 
darf  nicht  ohne  weiteres  auf  die  Gleichwertigkeit  der  Gleichungen 
8  Xg  rfXj  =0  und  8  Xg  rf^r  =  0  geschlossen  werden,  sobald  rfXj,  rfZj, 
dZ^  alle  drei  gleich  Null  sind,  weil  dann  der  Proportionalitätsfactor 
gleich  Null  ist  Dieser  Fall  tritt  nur  dann  ein,  wenn  längs  der 
Schnittcurve  c  die  eine  Fläche  constante  Stellung  hat,  d.  h.  wenn  c 
der  senkrechte  Querschnitt  eines  Cylinders  und  somit  eben  ist  Da 
alle  Curven  in  einer  Ebene  Erümmungscurven  sind,  so  brauchen  wir 
unsere  Sätze  nur  noch  für  den  Fall  des  Schnittes  einer  Fläche 
mit  einer  Ebene  zu  beweisen. 

Sind  X,  F,  Z  die  Richtungscosinus  einer  Fläche,  a,  h,  c  die 
einer  Ebene,  so  ist  längs  der  Schnittcurve 

ZXdx  =  Oy       %adx  =  Q. 

Findet  der  Schnitt  unter  constantem  Winkel  a  statt,  so  ist  längs 

der  Curve: 

8  a  X  =  cos  a , 

d.h. 

8a^X=0. 

Da  ausserdem 

8Xf/X=0 

ist,  so  folgt,  dass  dX,  dY^  dZ  denselben  beiden  linearen  homogenen 
Gleichungen  wie  dx^  dy,  dz  genügen,  also  einander  proportional 
sind,  sodass  die  Curve  auf  der  Fläche  nach  Satz  55  eine  Erümmungs- 


*  Die  Sätze  56  und  57  rühren  her  von  Bonnst,  „Memoire  sur  leg  gur- 
faces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sph^riques'S 
Journal  de  T^ole  polyt.,  35.  cah.  (1858). 
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curve  ist  Die  Umkehrung  ist  erlaubt:  Ist  die  Gurve  auf  der  FlSx^he 
eine  Erümmungscurve,  so  sind  dX,  dY,  dZ  proportional  rfx,  rfy,  dz^ 
sodass  aus  der  letzten  Gleichung  rückwärts  die  übrigen  folgen. 
Daher:  ^ 

Satz  58:  Schneidet  eine  Ebene  eine  Fläche  unter  con- 
stantem  Winkel,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Erümmangs- 
curve  der  Fläche. 

Und: 

Satz  59:  Hat  eine  Fläche  eine  ebene  Krümmungscurve, 
so  hat  sie  längs  der  Curve  eine  constante  Neigung  zur 
Ebene  der  Curve. 

Da  auch  auf  der  Kugel  jede  Curve  eine  Krümmungscurve  ist^ 
so  folgt  insbesondere  aus  Satz  56: 

Satz  60:  Schneidet  eine  Kugel  eine  Fläche  unter  con- 
stantem  Winkel,  so  ist  die  Schnittcurve  eine  Krümmungs- 
curve der  Fläche. 

Und  aus  Satz  57: 

Satz  61:  Hat  eine  Fläche  eine  sphärische  Krümmungs- 
curve, so  hat  sie  längs  der  Curve  eine  constante  Neigung 
zur  Kugel  der  Curve. 

Ist  eine  Krümmungscurve  einer  Fläche  eine  Gerade,  so  muss 
nach  Satz  59  jede  Ebene  durch  die  Gerade  die  Fläche  unter  con- 
stantem  Winkel  schneiden,  d.  h.  die  Fläche  muss  längs  der  Geraden 
überall  dieselbe  Tangentenebene  haben. 

Satz  62:  Enthält  eine  Fläche  eine  Gerade,  so  ist  diese 
Gerade  dann  und  nur  dann  eine  Krümmungscurve,  wenn 
die  Fläche  in  allen  Punkten  der  Geraden  dieselbe  Tan- 
gentenebene hat. 

Wenn  alle  Krümmungscurven  der  einen  Schar  Geraden  sein 
sollen,  so  muss  daher  die  geradlinige  Fläche  nach  Satz  7,  I  S.  277, 
abwickelbar  sein. 

Zu  unseren  Sätzen  geben  wir  einige  Beispiele: 

1.  Beispiel:  Eine  Kotationsfläqhe  wird  von  jeder  Ebene  senkrecht 
zur  Prehaze  und  von  jeder  Ebene  durch  die  Drehaxe  in  einer  Krümmungscurve 


'  Die  Sätze  58  bis  61  fasst  man  unter  dem  Namen  des  Satzes  von 
Joachimsthal  zusammen,  siehe  für  ebene  Krümmungscurven  seine  Abhandlung: 
,,Demon8trationes  theorematum  ad  superficies  curvas  spectan- 
tium",  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Matliem  30.  Bd.  (1H46).  Die  oben  er^ 
wähnten  allgemeinen  Sätze  von  Bonnet  sind  jüngeren  Datums. 
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geschnitten.  Dass  in  der  That  die  Flächennormalen  längs  eines  Breitenkreises 
eine  abwickelbare  Fläche,  nämlich  einen  Kegel,  und  die  längs  eines  Meridians 
ebenfalls  eine  abwickelbare  Fläche,  nämlich  eine  Ebene,  bilden,  leuchtet  un- 
mittelbar ein. 

2.  Beispiel:  Die  Rotationsflächen,  von  denen  soeben  die  Rede  war,  kann 
man  darch  Drehung  eines  Meridians  um  die  Aze  erzeugen.  Indem  man  diese 
Erzeugungsweise  verallgemeinert,  kommt  man  zur  Familie  der  Gesims- 
f lachen:'  Eine  starr  gedachte  Ebene  E,  in  der  eine  Curve  f  liegt,  werde 
stetig  in  oo^  Lagen  übergeführt.  Dabei  umhüllt  sie  nach  Sats  15,  I  S.  293, 
eine  abwickelbare  Fläche  und  ist  Schmiegungsebene  der  Gratlinie  e  dieser 
Fläche.  Die  Fläche  aller  Lagen  von  /,  die  sogenannte  Gesimsfläche,  hat  nun 
die  Curven  y  zu  Krümmungscurven.  Jeder  Punkt  P  von  /  bewegt  sich  nämlich 
beständig  nach  I  S.  299  auf  einer  Planevolvente  k  von  c,  und  die  Tangente 
seiner  Bahn  ist  jederzeit  senkrecht  zur  Ebene  E,  Hier- 
nach ist  nun  auch  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  P 
senkrecht  zur  Ebene  E,  Die  Ebene  E  schneidet  also  die 
Fläche  in  allen  ihren  Lagen  überall  senkrecht,  woraus 
die  Behauptung  nach  Satz  58  folgt  Die  zweite  Schar 
der  Krümmungscurven  besteht  aus  den  erwähnten  Plan- 
evolventen k  von  c.  Wählen  wir  irgend  eine  Plan- 
evolvente von  e  aus,  also  die  Curve  c,  die  alle  go* 
Ebenen  E  senkrecht  schneidet,  und  bewegen  wir  nun  eine 
Ebene  senkrecht  zu  c  so,  wie  es  in  Satz  21,  I  S.  805, 
angegeben  ist,  so  erzeugt  eine  Curve  f  in  dieser  Ebene 
wieder  eine  Gesimsfläche.  .  Ist  /  insbesondere  ein  Kreis 
um  den  Punkt«  in  dem  die  Ebene  die  Curve  c  trifft, 
so  entsteht  eine  Fläche  von  oo^  congruenten  Kreisen, 
deren  Ebenen  sämtlich  zu  dem  Ort  c  der  Mitten  der 
Kreise  senkrecht  sind.    Sie  heisst  eine  Röhren  fläche. 

(Siehe  Fig.  63.)  Die  Kreise  y  bilden  die  eine  Schar  der  Krümmungscurven 
und  ihre  orthogonalen  Trajectorien  k  die  andere  Schar. 

Im  allgemeinen  ist  die  Aufstellung  der  endlichen  Gleichungen 
der  Krümmungscurven  unmöglich,  weil  sie  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  verlangt.  In  besonderen  Fällen  ist  die  Integra- 
tion jedoch  durchführbar.     Hierzu  ein  Beispiel 

Beispiel:  Auf  der  gemeinen  Schraubenfläche  (siehe  (20)  auf  S.  60): 


Fig.  63. 


ist 

und  nach  S.  119: 


X  =  u cos  V  y        y  =  usinv ,        x  =  qv 
E=  l,        F=0,         G  =  u'*  +  ^ 


L  =  Ü, 


if  =  - 


N^O, 


sodiiss  hier  die  Differentialgleichung  (2)  der  Krümmungscurven  so  lautet: 
(w«  +  g«)dr«  -  dtt«  =  0 . 

*  Diese   Flächen    wurden   zuerst  von  Monge,    vgl.  die  Anm.  auf  S.  110, 
untersucht,  insbesondere  auch  die  nachher  genannten  Rdhrenflftchen. 
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Sie  ist  in  der  Fonn: 

d  r  =  ±  — 


sofort  zu  integrieren  und  giebt: 

V  =  log  (tt  ±  j/w*  +  g')  +  Const. 

Die  Cnrven  sind  die  Diagonnicurven  des  auf  S.  60  bestimmten  Isothermen- 
netzes  und  infolge  dessen  in  ihrem  allgemeinen  Verlauf  in  der  Fig.  17,  S.  61, 
leicht  zn  verfolgen. 

Die  ParameterÜDien  (u)  und  (v)  einer  Fläche  sind  selbst  die 
Erfimmungscurven,  wenn  die  Gleichung  (2)  die  Form 

dudv  =  0 
hat,  wenn  also 

EM^FL=^0,      FN--GM=^0 

ist     Ist  F:^0,  so  ist  dann 

j-        EM  ,.        OM 

Z=  -^-  ,       ^=     ^    » 

d.h. 

E:F:G=^L:M:]^, 

was  nach  (3)^  S.  110,  bedeutet,  dass  die  Fläche  lauter  Nabelpnnkte 
hat  und  also  eine  Kugel  oder  Ebene  ist  (nach  Satz  8,  S.  113).  Ist 
F  =  0,  so  kommt  EM^  GM=  0,  mithin,  da  E  und  G  nicht  beide 
gleich  Null  sind,  M^O.    Daher: 

■ 

Satz  63:  Die  Parametercurven  einer  Fläche,  die  keine 
Kugel  oder  Ebene  ist,  sind  nur  dann  die  Krümmungs- 
curven,  wenn  die  zugehörigen  Fundamentalgrössen  F  und 
M  auf  der  ganzen  Fläche  gleich  Null  sind.  — 

Was  nun  die  Haupttangentencurven  anbetrifiPt,  so  folgt 
aus  Satz  43,  S.  156,  dass  je  zwei  Ebenen,  die  die  Fläche  in  un- 
endlich benachbarten  Punkten  einer  solchen  Curve  berühren,  einander 
in  der  Tangente  der  Curve  schneiden.  Die  abwickelbare  Fläche 
also,  die  von  den  cx)^  Tangentenebenen  der  Fläche  längs  einer 
Haupttangentencurve  umhüllt  wird,  hat  die  Curve  selbst  zur  Grat- 
linie.    Oder  nach  Satz  14,  I  S.  292: 

Satz  64:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  sind 
diejenigen  Curven,  deren  Schmiegungsebenen  zugleich 
Tangentenebenen  der  Fläche  sind,  oder  also:  deren  Bi- 
normalen mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  oder 
endlich:  deren  Hauptnormalen  Tangenten  der  Fläche  sind. 

Die  Definitionsgleichung  (3)  der  Haupttangentencurven  versagt 
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nur  dann,  wenn  die  Fundamentalgrössen  L,  M,  N  ihre  Bedeutung 
verlieren,  d.  h.  auf  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven  (ygl. 
S.  107).  Sie  wird  zur  Identität,  d.  h.  jede  Curve  auf  der  Fläche 
ist  eine  Haupttangentencurve,  wenn  Z  =  Jf=JV=0  oder  also  die 
Fläche  nach  Satz  4,  S.  107,  eine  Ebene  ist.  In  der  Ebene  ist 
also  jede  Curve  eine  Haupttangentencurve. 

Die  beiden  Scharen  von  Haupttangentenourven  fallen  zusammen, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (3)  ein  vollständiges  Quadrat, 
d.  KLN—  M^  =  0  oder  also  die  Fläche  nach  Satz  19,  S.  132,  ab- 
wickelbar ist  Alsdann  bilden  die  Erzeugenden  die  einzige  Schar 
von  Haupttangentencurven. 

Beispiel:  Es  liege  eine  nicht-abwickelbare  geradlinige  Flftche  vor. 
Die  eine  Schar  der  Haupttangentencurven  wird  von  den  Erzeugenden  gebildet, 
nach  S.  130.  Ist  die  Fläche  keine  Flftche  zweiter  Ordnung  (vgl.  Satz  31, 
S.  144),  so  ist  die  andere  Schar  nicht  geradlinig.  Wollen  wir  sie  bestimmen, 
so  können  wir  so  verfahren:  Es  sind  nach  (2),  I  S.  271: 

(5)  X'^  q>(u)  +  vf(u)y        y=xM-^vg{u),        x '^  yß(u)  +  vh(u) 

die  Gleichungen  einer  allgemeinen  geradlinigen  Flftche.  Berechnen  wir  hier  L, 
M,  N  nach  (9),  S.  106,  so  ergiebt  sich,  dass  DL  eine  ganze  quadratische 
Function  von  v  ist,  deren  Coefficienten  noch  u  enthalten,  dass  femer  D  M  nur 
von  u  abhftngt  und  DN  —  0  ist,  sodass  sich  von  der  Differentialgleichung  (8) 
zunächst  die  Gleichung  du  =  0  absondert,  die  aussagt,  dass  die  geradlinigen 
Erzeugenden  (u)  der  Fläche  Haupttangentencurven  sind.  Ausserdem  bleibt 
dann  für  die  zweite  Schar  der  Haupttangentencurven  eine  Differentialgleichung 
von  der  Form: 

~-  =  Ä(u)  +  B(u)v  -^  C(u)v\ 

d.  h.  nach  I  S.  213,  214  eine  RiccATi'sche  Differentialgleichung.  Wir 
wissen  nach  I  S.  215,  dass  vier  beliebige  Lösungen 

(6)  r  =  «i  (u)j        9  =  6),  (u)f        P  =  «s  (**)i        V  =  a^  (u) 

dieser  Gleichung  ein  constantes  Doppelverhftltnis  haben.  Wenn  wir  nun  — 
was  wir  than  dürfen  —  voraussetzen,  dass  in  den  Gleichungen  (5)  der  Flftche 
die  Grössen  f^  g,  h  die  Richtungscosinus  der  geradlinigen  Erzeugenden  sind 
(wie  in  (9),  I  S.  275),  so  bedeutet  v  den  Abstand  des  Punktes  (u,  v)  der  Flftche 
von  der  Flächencurve: 

und  zwar  gemessen  auf  der  durch  den  Punkt  (i«,  v)  gehenden  Erzeugenden. 
Mithin  folgt,  dass  die  vier  Haupttangentencurven  (6)  solche  vier  Strecken  v  auf 
jeder  Erzeugenden  abschneiden,  die  ein  auf  der  ganzen  Flftche  constantes 
Doppel  Verhältnis  haben.     Oder  nach  Satz  38,  I  S.  332: 

Satz  65:^  Die  krummlinigen  Haupttangentencurven  einer  ge- 


*   P.  Serret,  „Theorie  nouvelle  g^om^trique  et  m^canique  des 
courbes  k  double  courbure*',  Paris  1860. 
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radlinigen  Fläche  haben  die  Eigenschaft,  dass  je  vier  von  ihnen 
alle  Erzeugenden  der  Fläche  in  demselben  Doppelverhftltnis 
durchsetzen. 

.Insbesondere  erhalten  wir  für  Flächen  zweiter  Ordnung  den 

Satz  66:  Die  beiden  Geradenscharen  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  haben  die  Eigenschaft,  dass  vier  Geraden  der  einen 
Schar  von  allen  Geraden  der  anderen  Schar  in  demselben  Doppel- 
verhältnis geschnitten  werden. 

Die  Parametercurven  {u)  und  (v)  sind  selbst  die  Haupttangenten- 
curven,  wenn  sich  die  Differentialgleichung  (3)  auf 

dudv  =  0 
reduciert     Daher: 

Satz  67:  Die  Parameterlinien  einer  Fläche  sind  die 
Hanpttangentencurven,  wenn  die  zugehörigen  Fundamen- 
talgrössen  L  und  N  auf  der  Fläche  gleich  Null  sind. 

Beispiel:  Bei  der  oben  in  einem  Beispiel  erwähnten  gemeinen 
Schrauben  fläche  tritt  dieser  Fall  ein.  Die  Haupttangen  tencurven  («)  sind 
hier  die  Geraden  der  Fläche,  die  Haupttangen  tencurven  (u)  gemeine  Schrauben- 
linien. Da  hier  auch  F  ^  0  ist,  so  bilden  die  Haupttangentencurven  ein 
Orthogonalsystem. 

Dieses  Beispiel  führt  uns  zu  der  Frage,  wann  überhaupt  die 
Haupttangentencurven  ein  Orthogonalsystem  bilden.  Da  die  Haupt- 
tangenten eines  Flächenpunktes  den  Asymptoten  seiner  Indicatrix 
parallel  sind  (vgl.  S.  140),  so  tritt  dies  ein,  wenn  alle  Indicatricen 
gleichseitige  Hyperbeln  sind,  d.  h.  wenn  nach  (8),  S.  135,  die  beiden 
Hauptkrümmungsradien  einander  überall  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Daher: 

Satz  68:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  bilden 
ein  Orthogonalsystem,  sobald  tiberall  auf  der  Fläche'die 
Summe  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  gleich  Null  ist. 

Beispiel:  Ausser  der  gemeinen  Schraubenfläche  können  wir  hier  das 
Catenoid  nach  Satz  16,  S.  126,  ab  Beispiel  erwähnen.  Danach  ist  das 
Catcnoid  die  einzige  Rotationsfläche  mit  zu  einander  ortho- 
gonalen Haupttangentencurven.  Die  Gleichungen  des  Catenoids  können 
wir,  wenn  wir  die  Leitlinie  der  Kettenlinie,  d.  h.  die  Rotatiousaze,  als  %-Axe 
wählen,  so  schreiben: 

-  a\  diu  —  m\    . 

aj  =  —  I  e    +  c      I  cos  r,        ^  =  tt  K    +  ^        sm  v,       x  =  au. 


d  f  u         —  u\  diu 

=  Y|c    +c      jcosr,         y^--\c    +6 

Nach  (9),  S.  106,  ist  hier: 


LD  =  -ND,        MD^Oy 


?  10.     Syskm 


i  amjugierlen  Ourven. 


also  die  Difierentialgleicliaiig  (3)  der  HaoptbuigeDteiicurTen: 

du'-dv'  =  0. 
Sie  lernUU  ii 


du  +  dv  -0, 
Also  sind  die  Cnrven 

»  +  »  =  Const , 
hier  die  Hanpltangenteucurven. 


=  0. 


§  10.    Systeme  von  conjuglerten  Curven. 

Wenn  man  eine  Fläche  mit  zwei  Scharen  von  je  oo'  Curren 
in  der  Art  Überzieht,  dass  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  hin- 
durchgehenden Gurven  der  beiden  Scharen  conjugierte  Richtungen 
haben,  ao  liegt  ein  System  toe  conjugierten  Curven  vor.  Nach 
Satz  44,  S.  157,  werden  aledann  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die 
Tangenten  der  beiden  hindurchgehenden  Curven  harmoniBch  durch 
die  beiden  Haupttangenten  getrennt  Bewegt  sich  ein  Punkt  längs 
einer  Curve  der  einen  Schar,  so  dreht  sich  dabei  seine  Tangenten- 
ebene beständig  um  die  jeweilige  Tangente  der  durch  ihn  gehenden 
Cnrve  der  anderen  Schar.  Oder  auch:  Die  Tangentenebenen  längs 
einer  Corve  der  einen  Schar  erzengen  eine  abwickelbare  Fläche, 
deren  Geraden  die  Tangenten  der  Curven  der  anderen  Schar  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  jener  einen  Curve  sind.  (Siehe  Fig.  64.) 
Nach  den  Erörterungen  auf  S.  154  hat  der  Be-  i 

griff  der  conjugierten  Cnrven  nur  auf  den  ab- 
wickelbaren Flächen  keine  bestimmte  Bedeutung, 
weil  hier  die  eine  Curvenschar  die  der  Erzeugen- 
den sein  muss,  während  die  andere  Schar  ganz 
beliebig  sein  kann.  Insbesondere  können  wir  in 
der  Ebene  jedes  System  von  Curven  als  conjngiert 
bezeichnen.  Von  den  Tangentenflächen  der  Mini- 
malcurven  haben  wir  dagegen  hier  völlig  abzu- 
sehen (nach  S.  154).  Auf  einer  beliebigen  Fläche 
sind  die  Krümmungscurven  nach  Satz  41,  S.  156, 
zu  einander  conjugiert;  auch  sind  die.  Hanpt- 
tangenten curven  jeder  einzelnen  Schar  zu  sich 
selbst  conjugiert,  nach  Satz  42,  S.  156.  Um- 
gekehrt: wenn  die  beiden  conjugierten  Scharen  zusammenfallen,  so 
bilden  sie  notwendig  eine  der  beiden  Scharen  von  Haupttangenten- 


Fig.  64. 
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Fragen  wir  uns,  wann  eine  Differentialgleichung  (vgL  Satz  5, 
S.  13): 

(1)  Ä(u,  v)du^  +  2B{u,  v)du  dv  +  C{u,  v)dv^  =  0 

ein  System  von  conjugierten  Ciirven  definiert  Die  Gleichung  liefert 
für  jeden  Punkt  (?/,  v)  der  Fläche  die  Werte  k  und  x  für  die  Rich- 
tungen (dvidu)  der  beiden  durch  ihn  gehenden  Curven,  sodass 

j  +  2£k  +  Ck^  =  0,         J  +  2Bx  4-  Cx»  =  0 

ist  Nach  Satz  39,  S.  155,  ist  zu  fordern,  dass  diese  Gleichungen 
die  Gleichung 

(2)  L  +  M{k  +  x)  +  Nkx=:^0 
nach  sich  ziehen.     Da 

Ä  +  X  = -^  ,         kx  =  -^ 

ist,  so  ergiebt  sich: 

Satz  69:  Die  durch  die  Differentialgleichung 

J{u,v)du^  +  2£{u,v)d7idv  +  C{u,v)dv^  =^  0 

definierten  beiden  Curvenscharen  auf  einer  Fläche  sind 
zu  einander  cohjugiert,  wenn  die  Coefficienten  A,  B,  C  mit 
den  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  Z,  M,  N  durch 
die  Bedingung: 

LC--2MB  +  Ä'Ä±-0 
verknüpft  sind. 

Allerdings  haben  wir  oben  stillschweigend  6'  =^  0  angenommen. 
Ist  6^=0,  aber  A^O,  so  kommen  wir  zu  demselben  Ergebnis, 
wenn  wir  statt  dvidu  das  Verhältnis  duidv  benutzen.  Ist 
A  =  C  =  Of  so  ist  (1)  die  Differentialgleichung 

du  rfü  =  0 

der  Parameterlinien  (m)  und  (r),  für  die  ä  =  0,  x  =  cc  ist,  sodass 
sich  die  Bedingung  (2)  hier  —  nach  Division  mit  x  —  auf  ^=0 
reduciert  So  kommen  wir  zu  folgendem  Satz,  der  übrigens  ein 
Specialfall  des  obigen  ist: 

Satz  70:  Die  Parameterlinien  (m)  und  (t?)  einer  Fläche 
sind  dann  und  nur  dann  zu  einander  conjugiert,  wenn  die 
zweite  Fundamentalgrösse  zweiter  Ordnung,  also  3/,  für 
alle  Werte  von  u  und  v  gleich  Null  ist 

Nach  (9),  S.  106,  ist  diese  Bedingung  M  =  0  ausführlich  ge- 
schrieben diese: 
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(3) 


UV 


U  V 


V 


=  0. 


Ist  sie  erfüllt,  so  giebt  es  drei  nicht  sämtlich  verschwindende  Func- 
tionen cCf  ß,  y  von  u  und  v  derart,  dass  gleichzeitig: 

^Kv  +  ß^  +  r^v^^ 

ist,  weil  dies  drei  lineare  homogene  Gleichungen  ^  a,  ßy  y  sind, 
deren  Determinante  gleich  Null  ist  Wäre  a  =  0,  so  wären  x^^y^^  z^ 
proportional  x^,  y^,  z^,  d.  h.  die  Functionaldeterminante  von  je 
zweien  der  Functionen  x,  y,  z  wäre  gleich  Null,  was  nach  Satz  1, 
S.  5,  auszuschliessen  ist  Da  also  or -,-  0  ist,  so  folgt,  wenn  —ß:a 
mit  a  und  ^y:a  mit  b  bezeichnet  wird:  Sind  die  Parametercurven 
zu  einander  conjugiert,  so  giebt  es  zwei  Functionen  a(ti,  v)  und 
b{uj  v)  derart,  dass: 

z     =^  az   4-  b  z 

UV  U      *^  V 

ist  Umgekehrt^  wenn  drei  solche  Gleichungen  gelten,  so  folgt  aus 
ihnen  wieder  die  Gleichung  (8).     Mithin  können  wir  sagen: 

Satz  71:^   Liegt  eine  Fläche  vor: 

x  =  (p{u,v),       y  =  X{u,v),       z  =  yj{u,v), 

so  sind  ihre  Parametercurven  {u)  und  (v)  dann  und  nur 
dann  zu  einander  conjugiert,  wenn  die  drei  Functionen  y, 
Xj  1^  von  u  und  v  sämtlich,  für  &  eingesetzt,  ein  und  der- 
selben Gleichung  von  der  Form: 

duov  ^       '  du  ^       *  ov 

genügen. 

Eine  Gleichung  von  der  Form: 

^  '  duov  ^^    '  du  ^  ^    *  ov 


^  Dieser  Satz,  nach  dem  zu  einem  jeden  System  von  conjogierten  Curven 
eine  sogenannte  LAPLACE'sche  partielle  Difierentialgleichang  gehört,  ist  von 
Dabboux.  Siehe  seine  ,,Le9ons  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces'*, 
1.  partie,  Paris  18S7. 
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mit  gegebenen  Functionen  a  und  b  und  unbekannter  oder  zu  suchen- 
der Function  &  ist  eine  Bedingung  für  die  ersten  und  zweiten  par- 
tiellen Differentialquotienten  von  &,  also  eine  sogenannte  partielle 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  &, 

Man  kann  diese  Oleichung  benutzen,  um  einige  Flächenüamilien 
abzuleiten,  deren  Parameterlinien  conjugiert  sind,  indem  man  näm- 
lich für  a  und  h  besonders  einfache  Functionen  wählt  und  dann  die 
allgemeinste  Function  &  zu  bestimmen  sucht,  die  der  Gleichung 
genügt 

Beispiel:  Die  einfachste  Annahme  ist:  a  =  b  =  0.  Dann  liegt  die 
Gleichang  vor: 

dudv 

Sie  sagt  aus,  dass    ^—    von  v  frei  und  -.       von  u  frei  ist,   d.  h.  tS^  hat  die 

Form: 

^  =  C7(i*)+  K(p). 

Satz  71  führt  uns  daher  zu  den  Flftchen  von  der  Darstellungsform : 

(5)        j;=  t/i(w)+  Fi(r),        y  =  f ^, 00  +  F,  (r) ,        ^  =  6/3^  +  »^s  (0- 

Hier  sind  also  U^y  U^^  U^  Functionen  von  u  allein  und  \\,  V^,  K,  Fanctionen 
von  V  allein.  Die  Curven  (u)  sind  ofienhar  sämtlich  durch  Schiebung  aus 
der  einen  Curve: 

x^V^v),        y=r,(r),        ^=F,(r) 

ableitbar.     Die  Fläche  (5)   enthält   also  eine  Schar  von  00^  congmenten   und 
gleichgestellten  Curven.     Eine  solche  Fläche  heisst  eine  Schiebangsflftche 
oder  Translationsfläche.^ 
Wenn  eine  Ourve: 

x=.V,iv),        y=F,(p),        *=F,W, 

geschrieben  in  dem  Parameter  r,  durch  Schiebungen  in  00*  Lagen  gebracht  werden 
soll,  so  haben  wir  zu  den  Coordinaten  Xj  y,  x  solche  Grössen  zu  addieren, 
die  sich  stetig  ändern,  also  Functionen  U^ ,  U^  1  ^  s  eines  zweiten  Parameters  u 
zu  addieren.  So  gehen  alsdann  die  Gleichungen  (5)  hervor.  J  e d e  Schiebungs- 
fläche ist  daher  in  der  Form  (5)  darzustellen.  Sie  lehrt,  dass  auch  die  Para- 
metercurven  (r)  sämtlich  durch  Schiebung  aus  der  einen  Curve 

X  =  U^  (u) ,        y  =.  Z/j  (1*) ,        *  =  U^  (w) 
herumgehen.     Also,  mit  Rücksicht  auf  Satz  71: 


^  Die  Schiebungsflächen  wurden  ausführlich  untersucht  von  Lie,  „Bei- 
träge zur  Theorie  der  Minimalflächen,  I.",  Math.  Annalen  14.  Bd.  (1879). 
Diese  Abhandlung,  auf  die  wir  später  noch  zu  verweisen  haben,  ist  eine  neue 
Bearbeitung  einer  älteren  Abhandlung:  „Synthetisch-analytische  Unter- 
suchungen über  Minimal-Flachen,  I.'S  Archiv  for  Math,  og  Naturvidenskab 
2.  Bd.  (1877). 
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Batt  72:  Jede  SchiebnngBfläche  eDthBlt  zvei  Scharen  von  je 
•x>'  congrnenten  und  gleicbgeitelltan  Gurven,  und  diese  beiden 
Scharen  sind  zu  eioander  coDJugiert 

Dies  letztere  siebt  man  ebenfalls  geometrisch  sofort  ein;  Wenn  eine  starre 
Curve  o  stetig  verscboben  wird,  sodass  einer  ihrer  Punkte  eine  Corve  f  be- 
schreibt (siehe  Fig.  85),  so  haben  die  Punkte  der  Corve  e  in  jedem  Augen- 
blicke parallele  Bevegnngsrichtungen.  Es  sind  dies  die  Tangenten  der  durch 
die  Punkte  gebenden  mit  j  congruenten  Gurven  in  homologen  Punkten.  Diese 
Tangenten  bilden  einen  Cflinder,  d.  h.  eine  abwickelbare  Fl&che,  sodass  Satz  4b, 
B.  157,  angewandt  werden  kann. 

Nächst  den  Cylindem,  die  ja  augeuacheinlich  Schiebnngsfl&chen  sind,  sind 
die  Paraboloide 

X  =  oa:'  +  6y' 

als  besonders  einfache  SchiebungsflBchen  so  nennen.    Denn  sie  lassen  sieb  ao 
darstellen: 


Hier  ist  also  U,  =  u,  U,  =  0,  &,  -  au? 
Curven  e  und  jf  sind  hier  Parabeln. 

Es  kann  wohl  vorkommen,  dass  di 
analytische  Darstellung  haben; 
alsdann  wird  die  Flftche  von 
einer  Schar  von  tu'  congruenten 
lind  gleichgestellten  Ci 
pelt  überdeckt.  Dieser  Fall  tritt 
u  die  Functionen  0,,  U„  li, 
,  abgesehen  von  additiven 


%~au'  +  bfK 

und  r,  -  0,  r,  =  » 


Die 


beiden  Scharen  v 


1  Gurven  dieselbe 


Fig.  65. 


Fig.  68. 


CoDstanten,  dieselbe  Fomi  haben  wie  die  Function  K„  V„  F,  von  r.    Hierauf 
kommen  wir  suglelch  iiochmnls  zurück. 

Volmer   bemerken   wir  noch,   dosa  die  Schicbungsfiüche  (6)  noch  auf  eine 
andere  Art  erzeugt  werden  kann:    Wir  betrachten  nämlich  eine  Curve  C: 

X_  =  2U,  («),         If  =  ^U,  (u),         ä  -  2U,(u) 
und  eine  Curve   /': 

I=2V,(t),         l)  =  2V,tr),         a-2F,(»), 
ausgedrückt  iiiitlcla   eines  Parnmeters  u  bez.  t>.    Jeden  Punkt  (m)   der  einen 
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Gurve  verbinden  wir  geradlinig  mit  einem  Pankt  (9)  der  anderen.  Die  Mitten 
dieser  Strecken  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (5)  gegeben.  Siehe  Fig.  66- 
Wir  haben  also  den 

Satz  73:  Die  Schiebungsflächen  sind  identisch  mit  denjenigen 
Flächen,  die  von  den  Mitten  der  Verbindungsgeraden  zwischen  den 
Punkten  zweier  Curven  gebildet  werden. 

Wenn  diese  beiden  Curven  C  und  T  insbesondere  durch  eine  Cnrve  C 
ersetzt  werden,  so  ergeben  sich  die  Flächen  der  Mitten  der  Secanten 
einer  Curve.  Und  dies  sind  diejenigen  Schiebungsflächen,  bei  denen  die 
beiden  Scharen  von  erzeugenden  Curven  in  eine  einzige  zusammenfidlen,  die 
aber  die  Fläche  doppelt  überdeckt,  sodass  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei 
Curven  der  Schar  gehen.  Eine  derartige  Fläche  wird  durch  die  Gleichungen  (5) 
dargestellt,  wenn  man  als  Functionen  F|,  F,,  F,  die  Functionen  {7,,  (7,,  (7, 
wählt,  nachdem  in  ihnen  das  Argument  u  und  v  ersetzt  worden  ist  Es  er- 
hellt, dass  alsdann  die  Curve  C  oder: 

j-2£7,(ii),        ^  =  2Z7,(w),        a  =  2ü,(ii), 

die  offenbar  im  jetzigen  Falle  auf  der  Fläche  gelegen  ist,  von  allen  00 1  con- 
gruenten  Curven  berührt  wird.  Denn  wählt  man  auf  ihr  einen  Punkt  P,  zieht 
man  von  ihm  aus  alle  Geraden,  die  die  Curve  0  noch  einmal  treffen  und 
halbiert  man  alle  diese  Sehnen,  so  bekommt  man  eine  ähnliche  Curve  in  halbem 
Maassstab,  die  C  in  P  berührt  In  diesem  Falle  also  berühren  alle  Parameter- 
linien (u)  und  alle  Parameterlinien  (v)  die  Curve  C.  Da  sie  ein  System  von  eon- 
jugierten  Curven  bilden,  und  da  also  in  jedem  Punkte  P  von  C  die  beiden  hin- 
durchgehenden Curven  (u)  und  (v)  die  Curve  C  berühren,  so  ist  die  Tangente 
von  (7  in  P  zu  sich  selbst  conjugiert  und  also  eine  Haupttangente,  nach  Satz  48, 
S.  156.  Mithin  ist  also  C  eine  Haupttangentencurve  der  Fläche.  Bechnerisch 
kann  man  dies  aus  den  Gleichungen  (5)  —  immer  für  den  Fall,  dass  die  Func- 
tionen üi,  ü^f  üf  von  u  dieselben  wie  die  Functionen  Fj,  F^,  F,  von  v  sind, 
deshalb  nicht  ableiten,  weil  die  Parameterdarstellung  der  Fläche  gerade  f&r 
die  Curve  C  ausartet,  da  die  Parameterliuien  einander  in  den  Punkten  von  O 
berühren.    (Vgl.  S.  6.)    Es  hat  sich  ergeben: 

Satz  74;  Der  Ort  der  Mitten  der  Secanten  einer  Curve  C  ist 
eine  Schiebungsfläche,  auf  der  die  Curve  O  selbst  eine  Haupt- 
tangentencurve ist  In  jedem  Punkte  wird  die  Curve  C  von  einer 
der  erzeugenden  Curven  der  Schiebungsfläche  berührt,  und  diese 
erzeugenden  Curven,  die  der  Curve  C  im  halben  Maassstab  ähnlich 
sind,  überdecken  die  Fläche  doppelt,  dabei  ein  System  von  con- 
jugierten  Curven  bildend. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Curve  C  die  gemeine  Schraubenlinie  (vgl.  (8)  in 
I  S.  157): 

(6)  j=srcostt,        lj  =  rsinM,        h  =  Q^ 

auf  dem  Rotationscjlinder  um  die  x-Axe  mit  dem  Radius  r  und  mit  der  Steig- 
höhe 2719,  so  haben  wir  dem  Parameter  u  zwei  Werte  u  und  v  zu  geben  und 
jedesmal  die  halben  Summen  aus  den  beiden  zusammengehörigen  Coordinaten 
zu  bilden.    So  erhalten  wir 

(7)  X  =  ^  r  (cos  u  +  cos  »),        y  =  J^  r  (sin  ti  +  sin  t^),        *  =  ^  j  (w  +  v) 
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als  GleichuDgen  der  Fläche  der  Mitten  aller  Secanten  der  SchraabeDÜnic  (6). 
Die  Fläche  enthält  als  Schiebongsfläche  oo*  gleichgestellte  Schraubenlinien, 
die  alle  der  gemeinen  Schraubenlinie 

congruent  sind;  übrigens  liegt  diese  selbst  nicht  auf  der  Fläche.  Die  oo' 
Schraubenlinien  überdecken  die  Fläche  doppelt  und  bilden  ein  conjugiertes 
System.    Benutzt  man  die  neuen  Parameter 

ü  =  r  cos  \(u  —  v)j        ^  =  |(tt  +  i>), 

so  stellt  sich  die  Fläche  (7)  so  dar; 

(8)  x^^ücoBdy        y=>ÜBind,        x  =  qf. 

Nach  (20),  S.  60,  ist  sie  also  eine  gemeine  Schraubenfläche  mit  der  Steig- 
höhe 2nq.  Die  Schraubenlinie  (6),  die  hier  die  Curve  C  ist,  liegt  auf  ihr  und 
bt  nach  unserem  Satze  eine  Haupttangentencurve.  (Vgl.  auch  das  Beispiel  auf 
S.  184.)  Da  der  Radius  r  des  Gylinders  von  C  in  den  Gleichungen  (8)  der 
Schraubenfläche  nicht  auftritt,  so  folgt,  dass  als  Curve  C  irgend  eine  der- 
jenigen Schraubenlinien  gewählt  werden  kann,  in  denen  die  Fläche  von  den 
Rotationscjlindern  um  ihre  Aze  geschnitten  wird.  Jede  Curve  (v)  auf  der 
Fläche,  die  zu  dieser  Gurve  C  im  halben  Maassstab  ähnlich  und  also  von  der 
Steighöhe  nq  ist,  erfüllt  nach  (7)  eine  Gleichung: 

{x  —  ir cos t^)*  "H  (y  —  ^ r sin vf  =■  l r', 

die  aussagt,  dass  sie  auf  einem  Rotationscylinder  vom  Radius  |  r  liegt,  der  die 
^Axe  als  Mantellinie  enthält    Daher: 

Satz  75:  Eine  gemeine  Schraubenfläche  kann  auf  unendlich 
viele  Arten  als  Scbiebungsfläche  aufgefasst  werden.  Wird  sie 
nämlich  mit  irgend  einem  Rotationscylinder,  der  die  Schrauben- 
aze  als  Mantellinie  enthält,  zum  Schnitt  gebracht,  so  ergiebt  sich 
eine  gemeine  Schraubenlinie,  deren  Steighöhe  halb  so  gross  wie 
die  der  Fläche  ist,  und  die  sich,  starr  gedacht,  auf  der  Fläche  ver- 
schieben lässt.  Die  oo^  Gurven,  in  die  sie  dabei  übergeht,  be- 
rühren sämtlich  eine  derjenigen  gemeinen  Schraubenlinien  der 
Fläche,  die  Haupttangentencurven  sind.  Wählt  man  umgekehrt 
irgend  eine  der  krummen  Haupttangentencurven  der  Fläche  aus, 
so  ist  der  Ort  der  Mitten  ihrer  Secanten  die  Fläche  selbst. 

Übrigens  sind  die  gemeinen  Schraubenflächen  nicht  die  einzigen  Flächen, 
die  in  unendlich  vielen  Weisen  als  Schiebungsflächen  aufgefasst  werden 
können.  Ausser  den  Gylindern,  die  ja  die  Schiebung  jeder  Gurve  auf  ihnen 
gestatten  und  daher  triviale  Beispiele  sind,  giebt  es  noch  eine  Reihe  von  an- 
deren Flächen  mit  dieser  ausgezeichneten  Eigenschaft,  auf  die  wir  hier  jedoch 
nicht  eingehen  wollen.^ 


*  Die  obigen  Sätze  über  Schiebungsflächen  rühren  von  Lib  her.  Es  giebt 
Flächen  mit  vier  Scharen  von  je  oo^  congruenten  und  gleichgestellten  Gurven 
und  solche  mit  unendlich  vielen  Scharen,  wie  z.  B.  die  gemeine  Schrauben- 
flache.  Alle  Flächen  von  dieser  Art  wurden  ebenfalls  von  Lie  bestimmt: 
„Bestimmung  aller  Flächen,  die  in  mehrfacher  Weise  durch  Trans» 
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Wählt  man  eine  Schar  von  cc^  Carven  ganz  beliebig  auf  einer 
Fläche,  etwa  so,  dass  sie  die  Differentialgleichung 

dv       , ,       V 

erfüllt,   so   ist  es  leicht,  die  Differentialgleichung  der  zu  ihr  cos- 
jugierten  Schar  aufzustellen.     Denn  wenn 


d9 
du 


=  M(«,  ») 


diese  Oleichung  wäre,  so  müssten  k  ==  X  und  x  =  jti  f&r  jedes  Wertft- 
paar u,  v  die  Gleiphung  (2)  erfüllen,  d.  h.  es  müsste 

Ij  +  M{X  +  fß)  +  NlfA  =  0 

sein,  und  hieraus  lässt  sich  /i  leicht  berechnen. 

Man  kann  auch  so  Torgehen:  Ist  eine  Schar  von  co^  Carm 
auf  der  Fläche  beliebig  gegeben: 

ß(u,  t?)  =  Const, 

so  führt  man  £i{u,v)  =  ü  als  neuen  Parameter  ü  und  irgend  eiaii 
Ton  Q  unabhängige  Function  von  u  und  v  als  neuen  Parameter  ffj 
ein.  Sind  dann  L,  M,  N  die  zu  den  neuen  Parametern  gehörign 
Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung,  so  gilt  jetzt  die  zu  (2)  anirj 
löge  Bedingung: 

L  +  M{k  +  x)  +  ^kx  =  0. 

In  jedem   Punkte   der  Schar  {ü)  ist  jetzt  rf*?:rffl  =  Ä  =  oc.    Atoi 
kommt  für  x  die  Bedingung: 

M+Nx  =  0 

oder  wenn  x  =  düidü  gesetzt  wird: 

(9)  Mdü  +  Nd€  ==  0. 

Dies  ist  also  jetzt  die  Differentialgleichung  der  zu  den  neuen  Pui* 
metercurven  (ü)  conjugierten  Schar  von  Curven* 

lationsbewegang  einer  Curve  erzeugt  werden'',  Archiv  for  Maflu 
Naturv.  1882.     Einzelheiten  hiervon    hat  er  schon  seit  1872  in  versehic' 
Arbeiten   gegeben.     £inen  wichtigen   Fortschritt  enthfilt  alsdann  Lb*8 
,)Sur   une    interprStation    nouvelle   da    th^oröme   d^Absl**,    Gc-^ 
Rcndus  t.  CXIV  (1892),   ausführlicher  dargestellt  in  der  Arbeit:    „Ober 
Theorie    der    Translationsfiftchen    und    das    ABSL'sche    Theorei 
Leipziger  Berichte  1896. 
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Zu  den  Systemen  von  conj  agierten  Curven  kommen  wir  auch, 
DD  wir  uns  die  Frage  vorlegen,  bis  zu  welchem  Grade   die 
endlich  kleinen  Vierecke   eines   Curvennetzes  als   eben 
bezeichnen  sind.    E^  seien  nämlich 

(m,  r),       {u  +  duj  v)j       (m,  V  +  dv)j       {u  +  du,  v  +  dv) 

r  unendlich  benachbarte  Punkte  auf  der  Fläche,  die  ein  unend- 

i  kleines  Parallelogramm  bilden,  da  ihr  Viereck,  unendlich  ver- 

ssert^  nur  unendlich  wenig  von  einem  endlichen  Parallelogramm 

reicht    Diese  Abweichung  besteht  darin,  dass  die  Seitenrichtungen 

jrweis   nicht  genau  parallel  sind,   sondern  um  unendlich  kleine 

nkel  von  einander  abweichen.     Man  vergleiche  die  Betrachtung 

der  Ebene,   I  S.  115.      Da  wir   aber   jetzt  Betrachtungen   im 

ume  anstellen,  so  bringen  es  diese  Abweichungen  mit  sich,  dass 

Viereck  der  vier  Punkte  auch  windschief  wird.    Allerdings  ist 

Abweichung  von  einer  Ebene  nur  unendlich  klein  von  höherer 

erster  Ordnung,  wenn  man  du  und  dv  als  unendlich  klein  von 

ter  Ordnung  auffasst     Dies  folgt  schon  daraus,  dass  die  61ei- 

ing  der  Tangentenebene  des  Punktes  (t£,  v)  oder  {x,  y,  z): 

)  x{i  ^x)  +  r{t)-t/)  +  z(i^z)^o 

.  dem  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv)  befriedigt  wird,  sobald  man  in 
i  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses  Punktes,  die  sich  ja  durch 
henentwickelung  ergeben: 

j  =  a:  +  x^du  +  x^dv  +  .  .  ., 

9  =y +  y„^tt+y«^w+  .  .  ., 

i^  z  +  z^du  +  z^dv  +  .  .  . 

höheren  Potenzen  von  du  und  dv  vernachlässigt    Berücksichtigt 
n  auch  die  höheren  Potenzen,  indem  man  setzt: 

nx  +  x^du  +  x^dv  +  i75(^tttt^"*  +  2^„^«?t£^r  +  JT^^rfv^  +  .  .. 

I  analog  für  \)  und  j,  so  giebt  die  linke  Seite  der  Gleichung  (10), 
ja  in  der  Normalform  vorliegt,  da  X,  Y,  Z  die  Richtungscosinus 
Tangentenebene  sind,  und  die  also  allgemein  den  Abstand  des 
iktes  (e,  %  })  von  der  Tangentenebene  des  Punktes  {x,  y,  z)  vor- 
It,  Folgendes:  Der  Punkt  (m  +  rf  ?/,  t?  +  rfr)  hat  von  der  Tan- 
tenebene des  Punktes  (u,  v)  den  unendlich  kleinen  Abstand: 

SS  S^U.rftt  +  x^dv  +  -|-  [x.^^  du^  +  2.r^^  du  dv  +  j:,.,,  dv^)  +  . . .   . 

,  Geom.  Diffr.   II.  1<^ 
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Nach  XI  (/)  and  nach  (8),  S.  106,  können  wir  hierfilr  schreiben: 

flt  =  \  (l  du*  +  2Mdu dv  +  Xdv^  +  .  . . 

Dabei  bedeuten  die  Punkte  die  Glieder  ?on  höherer  Ordnung  in 
du  und  dv.     Also: 

Satz  76:  Sind  {u,v)  und  {u  +  duj  v  +  dv)  zwei  unendlich 
benachbarte  Flächenpunkte  und  sind  du  und  dv  unend- 
lich klein  von  erster  Ordnung,  so  ist  der  Abstand  des 
zweiten  Punktes  von  der  Tangentenebene  des  ersten 
Punktes  von  mindestens  zweiter  Ordnung  unendlich  klein, 
und  zwar  ist  er  in  den  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  gleich: 

\{Ldu*  +  2Mdudv  +  I^dv^. 

Dieser  Abstand  ist  also  nur  dann  von  mindestens  dritter  Ord- 
nung unendlich  klein,  wenn 

L  du*  +  2Mdu  dv  +  l^dv*  =  0 

ist,  d.  h.  wenn  die  Richtung  vom  ersten  Punkt  zum  zweiten  eine 
Haupttangentenrichtung  ist     (Vgl.  Satz  18,  S.  130.) 

Nun  kann  man  dieselbe  Betrachtung  für  den  Punkt  (m  +  duy  r) 
und  fär  den  Punkt  (t/,  r  +  ^  v)  anstellen.     Also  folgt,  dass  die  drei 

Punkte 

(i£  +  c/tt,  r),       (m,  r  +  rft?),       (?/  +  £/m,  ü  -f-  rfr) 

sämtlich  unendlich  kleine  Abstände  zweiter  Ordnung  von  der  Tan- 
gentenebene des  Punktes  (u,  r)  haben.  Diese  Abstände  wären  nur 
dann  von  mindestens  dritter  Ordnung,  wenn  die  vom  Punkte  (m,  v) 
ausgehenden  Seiten  und  die  von  dort  ausgehende  Diagonale  des 
Parallelogramms  Haupttangentenrichtungen  wären.  Da  aber  ein  Punkt 
(m,  r)  nur  zwei  Haupttangentenrichtungen  hat,  so  folgt: 

Satz  77:  Mindestens  eine  Ecke  des  Vierecks  der  un- 
endlich benachbarten  Punkte: 

(m,  t?),       (?/  +  duy  r),       (t£,  V  -f  dv)^       (?/  -f-  duy  v  +  dv) 

auf  einer  Fläche  weicht  in  zweiter  und  nicht  höherer  Ord- 
nung von  der  Tangentenebene  des  ersten  Punktes  ab, 
vorausgesetzt,  dass  du  und  dv  von  erster  Ordnung  unend- 
lich klein  sind. 

Hieraus  ziehen  wir  den  Schluss:  Die  Ebene  der  drei  Punkte 
(u^  v)y       (ti  +  dUf  v),       (a,  v  -j-  dv) 
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darf  nicht  ohne  weiteres  bei  unserer  gegenwärtigen  Untersuchung 
im  Unendlich-Kleinen  mit  der  Tangentenebene  des  Punktes  {u,  v) 
verwechselt  werden.  Vielmehr  haben  wir  jetzt  zu  fragen,  wie  sich 
der  Abstand  des  Punktes  {u  +  du,  v  +  dv)  Ton  der  Ebene  der  drei  . 
genannten  Punkte  darstellt,  und  dabei  haben  wir  überall  die 
höheren  als  ersten  Potenzen  von  du  und  dv  zn  beachten. 

Wir  verfahren  so,  dass  wir  zunächst  den  Inhalt  dJ  des  von 
den  vier  Punkten  bestimmten  Tetraeders  berechnen.  Be- 
zeichnen wir  vorerst  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier 
Punkte  mit 

•^J  y>  ^5  ^i>  yi>  ^1 5  .^2>  ^2*  ^2'  ^S'  3^8'  ^8' 


so  ist  bekanntlich: 


ßdJ^ 


^8  -  ^    Vs-y    ^3  -  ^ 


Dabei  erscheint  der  Inhalt  (wie  übrigens  oben  auch  der  Abstand  di) 
mit  einem  Vorzeichen  behaftet 

Nun  sind  Xj,  y^,  z^   die  Coordinaten  des  Punktes  {u  +  du,  v). 
Daher  ist  zu  setzen: 

u.  8.  w.     Ferner  analog: 

xj  =  x  +  x^dv  +^.-x^^dv^  +  ... 
u.  s.  w.,  dagegen: 
x^  =  x  +  x^  du  +  x^dv  +  y-^  (x^^  r/?/2  -f-  2x^^ du  dv  +  x^^ dv^)  +  . . . 

u.  8.  w.,  sodass  sich  ergiebt: 


X  du  4- 

u  ' 


1.2     "" 


X     du^  + . .  • 


{SdJ^ 


xjn  +  x^dv  +  ^  2  (^„,//w2+  2x^^dudv  +  x^^dv^)  +  . . . 


Subtrahiert  man  die  beiden  ersten  Zeilen  von  der  dritten,  und  son- 
dert man  von  den  beiden  ersten  die  Factoren  du  und  dv  ab,  so 
erhält  man: 

13* 
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6rf/  = 


*«  + 


X     du 

1.2    «*«* 


X   4- X     dv 

*         1.2"*' 


+  ... 

+  ... 
x^^dudv  +  ... 


dudv . 


Wenn  wir  nur  die  Glieder  niedrigster,  nämlich  vierter  Ordnung 
wirUich  ausrechnen,  so  kommt: 


dJ=  ^d?i^dv^ 


UV 


.y» 

Iruv 


UV 


+  ... 


oder  nach  (9),  S.  106: 

dJ  =  \DMdu^dv^  +  ... 

Nach  S.  34,  35  ist  femer  der  Inhalt  des  Dreiecks  der  drei  ersten 

Punkte  gleich 

\Bdudv  +  ... 

Ist  nun  dk  der  Abstand  des  vierten  Punktes  von  der  Ebene 
der  drei  ersten,  so  ist  nach  bekannter  Formel  der  Stereometrie: 

\[\I)dudv  +  ...)dh  =  dJ. 
Also  kommt: 

dh  =  Mdudv  +  ... 
Daher: 

Satz  78:  Der  Abstand  der  Ebene  der  drei  unendlich  be- 
nachbarten Flächenpunkte  (m,  v),  [u  +  du,  v),  (u,  v  +  dv)  von 
dem  Punkte  (w  +  du,  v  +  dv)  ist,  abgesehen  von  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ordnung,  gleich  der  Fundamen- 
talgrösse  M,  multipliciert  mit  dudv. 

Der  Fall  M  =  0  liefert  nun  nach  Satz  70,  wenn  wir  noch  be- 
denken, dass  yUdu  und  ^Ödv  zwei  Seiten  des  Vierecks  der  vier 
Punkte  sind,  dies  Ergebnis: 

Satz  79:  Legt  man  auf  eine  Fläche  ein  unendlich  dich- 
tes Netz  von  zwei  Scharen  von  je  oo^  Curven  und  sind  die 
Seiten  der  Netzvierecke  unendlich  klein  von  erster  Ord- 
nung, so  weicht  die  vierte  Ecke  eines  Netzvierecks  von 
der  Ebene  der  drei  ersten  im  allgemeinen  nur  unendlich 
wenig  von  gerade  zweiter  Ordnung  ab.  Die  Abweichung 
ist  dann  und  nur  dann  unendlich  klein  von  mindestens 
dritter  Ordnung,  wenn  das  Netz  von  einem  System  con- 
jugierter  Curven  gebildet  wird. 
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Dies  Ergebnis  hat  eine  praktische  Bedeutung: 

Stellen  wir  uns  zunächst  Tor,  die  Fläche  sei  mit  irgend  einem 
Curvennetz  belegt^  und  yergrössem  wir  alsdann  ein  Flächenstück 
so  weit^  bis  die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung,  also 
die  Seiten  der  Netzvierecke,  endlich  werden.  Die  Richtungsunter- 
schiede von  Gegenseiten  der  Vierecke  bleiben  dabei  unendlich  klein 
Ton  erster  Ordnung,  weil  die  Winkel  bei  der  ähnlichen  Vergrösserung 
nicht  geändert  werden.  Der  Abstand  der  vierten  Ecke  eines  Netz- 
yierecks  von  der  Ebene  der  drei  ersten  Ecken  dagegen  wird  jetzt 
im  allgemeinen,  nämlich  solange  das  Netz  nicht  aus  conjugierten 
Curven  besteht,  unendlich  klein  von  erster  Ordnung. 

Wollen  wir  nun  ein  Modell  dieses  vergrösserten  Flächenstückes 
aus  lauter  Vierecken  herstellen  und  dabei  Unendlich-Kleines 
von  erster  Ordnung  durch  nur  Sehr-Eleines  ersetzen,  so 
müssen  wir  folglich  die  Vierecke  windschief,  wenn  auch  sehr 
wenig  von  der  Ebene  abweichend,  annehmen.  Besteht  das  Netz 
dagegen  aus  conjugierten  Curven,  so  ist  die  Abweichung  von  der 
Ebene  nach  der  Vergrösserung  unendlich  klein  von  mindestens 
zweiter  Ordnung  und  braucht  daher  im  Modell  nicht  zum  Aus- 
druck zu  kommen.  Dann  also  dürfen  wir  ebene  Vierecke  wählen, 
aber  im  allgemeinen  wohlbemerkt  keine  Parallelogramme, 
sondern  Vierecke,  die  allerdings  nur  sehr  wenig  von  Parallelo- 
grammen abweichen,^  da  eben  die  Bichtungsunterschiede  von  Gegen- 
seiten jetzt  von  erster  Ordnung 
unendlich  klein  sind  und  daher 
im  Modell  durch  nur  sehr 
kleine  Winkel  zum  Ausdruck 
gebracht  werden  müssen. 

Ein  Netz  von  ebenen, 
sehr  wenig  von  Parallelo- 
grammen abweichenden 
Vierecken  ist  also  als  Mo- 
dell eines  Flächenstückes 

sehr  wohl  zu  benutzen,  doch  muss  man  dann  notwendig 
die  Seiten  der  Vierecke  als  Bogenelemente  zweier  Scharen 
von  conjugierten  Curven  auffassen.     (Siehe  Fig.  67.) 

Es  ist  sehr  bemerkenswert,  dass  man  auf  einer  beliebigen  Fläche 
durch  eine  einfache  Construction,  die  analytisch  nur  Differentiationen 


Fig.  67. 


*  Nehmen  wir  Parallelogramme,  so  ergiebt  sich  ein  Modell  für  die  Seh ie- 
bungsf lachen  (siehe  S.  188). 
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and  E^minatioDen  verlangt,  stets  ein  Sjstem  von  conjngierten  Corven, 
ja  BOgar  anendlicb  viele  solcbe  Systeme  finden  kann: 

Man  wähle  nämlich  irgend  eine  Gerade  g  fest  im  Raum  und 
coiistruiere   erstens   die   Curven  c,    in    denen  die  Fläche   von  allen 
Kbenen    dnrch   g   geschnitten    wird,    und   lege    zweitens   von  jedem 
Funkte  der  Geraden  g  aus  die  Tangenten  an  die  Fläche.    Letzteres 
liefert  ao'  Tangentialkegel ;   jeder  be- 
rührt die  Fläche  längn  einer  Gurre  k 
(siebe  Fig.  68).     Die   Curven  c   and  * 
sind  nun  zu  einander  conjngiert 

In  der  Tbat:  Die  Tangentialkegel 
sind  abwickelbare  Flächen.  Nach  Satz  45, 
S.  157,  ist  also  in  jedem  Punkte  P  Ast 
Fläche  die  Tangente  der  hindarcbgehen- 
den  Curve  h  conjugiert  zur  hindurch- 
gehenden  Erzeugenden  des  Kegels. 
Diese  Erzeugende  aber  schneidet  die 
Gerade  g  und  liegt  daher  in  der  Ebene 
der  hindurchgehenden  Curve  c,  indem 
de  diese  Curve  in  F  berührt.  Also  haben  die  durch  P  gehenden 
Curven  c  und  k  conjugicrte  Tangenten. 

Um   dies  auch  analytisch  abzuleiten,   wählen  wir  die  Gerade  g 
als  ?-Axe.     Benutzen  wir  alsdann  y;.r  als  Parameter  u,  sodass 

(11)  ,  =  „^ 

ist,  so  sind  die  Curven  (k)  die  Curven  c.     Nach  (fl)  ist  Jetzt 
{Vi)  Mdn  +  N,iv  =  i) 

die  DilTerentialgleichung  der  zu  den  Curven  t  conjugierten  CurveD. 
Infolge  von  (11)  aber  ist 

sodass  Ducti  (9),  S.  100,  kooimt: 


A'-  - 


'(*. 


'.)■ 


Die  Differentialgleichung  (12)  lautet  cieiiitiacli; 

(14)   L'.('.».-vJ  +  ''».,J,-'.„»JJ''«  +  '('„.--, - 


.'J''"  -  0. 
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Wir  müssen  zeigen,  dasB  sie  von  den  Curven  k  erfüllt  wird.  Zu 
diesem  Zweck  coDBtruieren  wir  uns  eine  Cnrve  k,  indem  wir  einen 
Funkt  (0,  0,  c)  auf  der  z-Axe  wählen  und  alle  Tangentenebenen 

von  ihm  aus  an  die  Fläche  legen.  Diese  Ebenen  berühren  die 
Fläche  längs  einer  Curve  ä,  die  nach  der  Substitution  von  j  =  0, 
l)  =  0,  J  =  c  dargestellt  wird  durch: 

(15)  ^^^»-+-^^_c. 

Ka  ist  dies  ja  eine  Gleichung  von  der  Form  Si{n,v)  =  c,  und  f 
stellt  für  jeden  coustanten  Wert  von  c 
eine  Curve  k  dar.    Wegen  (11)  und  (13) 
ist  aber  nach  XI  [F): 

DZ  =  -xjr,., 
sodass  (15)  so  lautet: 

(16)  "'I^"--- 

Das  totale  Diiferential  der  linken  Seite 
hiervon  ist  aber  gleich  der  linken  Seite 
von  (14),  dividiert  durch  x*.  Mithin 
ist  (16)  thatsächlich  das  Integral  von 
(14).  Hiermit  ist  der  analytische  Nach- 
weis beendet  und  zugleich  gezeigt,  wie 
man  auf  einer  beliebigen  Fläche,  nach- 
dem  man  v  :  x  als  Parameter  m  ein- 
geführt hat,  mittels  der  Pormei  (16) 
die  zu  den  Curven  (7/)  conjugierten 
Curven  durch  Differentiation  allein 
findet  Fig.  69. 

Wir  haben  hiernach  den 

Satz  80:'  Schneidet  man  eine  Fläche  durch  diejenigen 
Kbenen,  die  eine  feste  Gerade  enthalten,  in  co'  Curven  c 
ubd  construiert  man  die  00^  Berührungscurven  k  derjenigen 

'  Fatz  von  KüNiaa,  vgl.  hierüber  die  in  der  Anm.  anf  8.  197  genannten 
„Le^onB"  vou  Dabboci,  1.  partie,  S.  111. 
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Tangentialkegel  der  Fläche^  deren  Spitzen  auf  der  festen 
Geraden  liegen^  so  sind  die  Curven  c  und  k  zu  einander 
conjugieri 

In  Fig.  69,  S.  199,  ist  die  Form  eines  Modells  angegeben,  dass 
man  nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  für  dieses  System  Ton 
conjugierten  Curven  herstellen  kann. 

§11.    Berührung  zwischen  Flächen. 

In  §  1  des  gegenwärtigen  Abschnittes  und  weiterhin  haben  wir 
die  Krümmung  der  Curven  untersucht,  die  von  einem  Flächen- 
punkte P  ausgehend  auf  der  Fläche  verlaufen.  Für  verschiedene 
Curven  durch  einen  Punkt  P  ergaben  sich  an  der  Stelle  P  Ter- 
schiedene  Krümmungen;  auch  für  diejenigen  Curven,  die  in  P  noch 
die  Tangente  gemein  haben,  ist  sie  verschieden,  wie  Satz  1,  S.  105, 
lehrt. 

Hiernach  ist  es  klar^  dass  uns  bisher  noch  eine  Methode  fehlt, 
um  einen  Begriff  zu  bestimmen,  der  ein  Maass  für  die  Krümmung 
der  Fläche  selbst  an  der  betreffenden  Stelle  P  abgeben  würde. 
Wollen  wir  einen  solchen  Begriff  ableiten,  so  liegt  es  zunächst  nahe, 
zu  versuchen,  den  Begriff  des  Krümmungskreises  einer  Curve  für 
den  Fall  der  Fläche  zu  verallgemeinem,  denn  der  reciproke  Wert 
des  Radius  dieses  Krümmungskreises  ist  ja  das,  was  wir  die  Krüm- 
mung der  Curve  an  der  Berührungsstelle  genannt  haben,  vgl.  I  S.  38 
und  I  S.  189.  Der  Krümmungskreis  war  als  derjenige  Kreis  defi- 
niert worden,  der  die  Curve  an  der  betrachteten  Stelle  in  zweiter 
Ordnung  berührt,  vgl.  I  S.  29  und  I  S.  188.  Wollen  wir  nun  den 
Begriff  der  Krümmung  für  die  Flächen  verallgemeinem,  so  werden 
wir  an  die  Stelle  der  Curve  die  Fläche  und  an  die  Stelle  des 
Kreises  die  Kugel  setzen.  Demnach  werden  wir  zunächst  versuchen, 
ob  wir  eine  Kugel  so  wählen  können,  dass  sie  die  Fläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  möglichst  innig  berührt. 

Zur  Vorbereitung  müssen  wir  davon  sprechen,  was  überhaupt 
unter  einer  Berührung  n'"  Ordnung  zwischen  zwei  Flächen  zu  ver- 
stehen ist  In  Analogie  mit  der  Definition  für  die  Berührung 
zwischen  Curve  und  Fläche,  I  S.  226,  setzen  wir  fest: 

Zwei  Flächen  berühren  einander  in  einem  gemein- 
samen Punkte  P  in  n^'^^  Ordnung,  wenn  es  zu  jeder  solchen 
Curve  auf  der  einen  Fläche,  die  durch  P  geht,  eine  Curve 
auf  der  anderen  Fläche  giebt,  die  jene  Curve  in  P  in  n**' 
Ordnung  berührt. 


->^. 
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Wir  kommen  Lierdarch  auf  den  Begriff  der  Berührung  zwischen 
zwei  Gurven  zurück.  Unabhängig  davon  können  ¥rir  die  Definition 
nach  I  S.  19  und  I  S.  166  auch  so  aussprechen: 

Zwei  Flächen  berühren  einander  in  einem  gemeinsamen  Punkte  P 
in  n*®'  Ordnung^  wenn  es  zu  jedem  auf  der  einen  Fläche  unendlich 
nah  bei  F  gelegenen  Punkte  A  einen  Punkt  9  auf  der  andern  Fläche 
derart  giebt,  dass  die  Strecke  Ä  %  unendlich  klein  von  (n  +  1)^'  Ord- 
nung ist,  sobald  die  Strecken  PA  und  P9l  unendlich  klein  von  erster 
Ordnung  sind. 

Aus  dieser  Form  der  Definition  ist  es  leicht,  analog  dem 
Satze  5,  I  S.  167,  ein  analytisches  Merkmal  für  die  Berührung 
z¥rischen  zwei  Flächen: 

x=(p{u,v),       !/=x{u,v)j       z=t/;(M,  t?) 
und 

E=f(u,  ö),       r)  =  Q{n,t>),       j  =  ^(u,  ö) 

abzuleiten.  Der  Unterschied  gegenüber  jenem  Satze  besteht  hier 
nur  darin,  dass  an  die  Stelle  der  Entwickelungen  nach  dt  und  dt 
hier  Entwickelungen  nach  je  zwei  DiflFerentialen  du,  dv  bez.  dn,  dt) 
treten,  sodass  also  auch  die  damals  gegebene  Substitutionsgleichung 
durch  zwei  Gleichungen  zu  ersetzen  ist,  von  denen  die  eine  dn  und 
die  andere  ^D  als   Reihenentwickelung  nach  du  und  dv  darstellt 

Wir  verzichten  jedoch  auf  die  Formulierung  dieses  Satzes,  weil 
wir  die  Berührung  zwischen  zwei  Flächen  nur  in  einigen  solchen 
Fällen  besprechen,  die  einfacher  zu  erledigen  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  der  Berührung  zwischen  einer 
Fläche  und  einer  Ebene,  die  durch  den  Punkt  P  der  Fläche  gehe. 
Soll  die  Berührung  von  erster  Ordnung  sein,  so  muss  es  zu  jeder 
Geraden  in  der  Ebene,  die  von  P  ausgeht,  eine  Flächencurve  durch 
P  geben,  die  jene  Gerade  in  P  berührt,  d.  h.  die  Ebene  muss  —  was 
ja  vorherzusehen  war  —  die  Tangentenebene  von  P  sein. 

Fragen  wir  uns,  wann  die  Fläche  von  der  Tangentenebene  ihres 
Punktes  P  in  zweiter  Ordnung  berührt  wird.  In  diesem  Fall  muss 
es  insbesondere  zu  jeder  solchen  Geraden  in  der  Ebene,  die  von  P 
ausgeht,  d.  h.  also  zu  jeder  Tangente  von  P  eine  Flächencurve  geben, 
die  diese  Tangente  in  zweiter  Ordnung  berührt     Sind: 

(1)  x  =  (p  (u,  v),       y^x  (w,  v),       z:=xfj{u,  v) 

die  Gleichungen  der  Fläche  und  ist  der  Punkt  (n,  v)  der  betrachtete 
Punkt  P,  so  wird  eine  Flächencurve  durch  diesen  Punkt  nach  S.  1 1 
dadurch   definiert,   dass  man  u  und  v  als  zwei  solche   Functionen 
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eines  Parameters  t  auffasst,  die  etwa  für  /  =  0  die  Werte  der  Para- 
meter liefern,  die  dem  Punkte  P  zukommen.  Dann  ist  auf  der 
Curve,  wenn  die  Striche  die  Differentiation  nach  t  andeuten: 

und,  wenn  wir  nochmals  nach  t  differenzieren: 

Die  Formeln  bleiben  richtig,  wenn  x  durch  y  oder  z  ersetzt  wird. 
Nach  Satz  6,  I  S.  169,  haben  wir  nun  zu  fordern,  dass: 

X    "   y'   "   V 


sei  oder: 


//  in  III  I 

X    =  ox,        y    ^  ^y^        z    =  QZ, 


wenn  wir  einen  Proportionalitätsfactor  (>  einführen.     Dies  giebt: 

X     m'*  4-  2.r     XL  V  +  X . .  v^  =  ar„  (o  ti  —  u')  4-  x  (o  v  —  v") 

litt  '  MV  *  VV  U   ^•»  f       *  V  ^S  J 

und  die  beiden  Gleichungen,  die  hieraus  hervorgehen,  wenn  man  x 
durch  y  oder  z  ersetzt 

Diese  Forderungen  müssen  nun  erfüllt  sein,  wie  auch  die 
Tangente  gewählt  sei,  d.  h.  welchen  Wert  auch  das  Verhältnis 
dvidu  oder  v  :u  hat.  Um  u\v"  zu  entfernen,  multiplicieren  wir 
die  Gleichungen  mit  den  Kichtungscosinus  Xy  7,  X  der  Normalen 
und  addieren  sie  dann.    So  kommt  nach  (8),  S.  106,  und  nach  XI(/): 

Lu'^  +  2Muv  4- iV«^'2  =  0, 

und  da  diese  Bedingung  für  jeden  Wert  von  v  :  u    bestehen  soll,  so 
muss  einzeln: 

(2)  X  =  J!/=A^=0 

für  den  betrachteten  Punkt  P  sein. 

Diese  Bedingungen  sind  nun  auch  hinreichend  dafür,  dass 
die  Hache  im  Punkte  P  von  ihrer  Tangentenebene  in  zweiter  Ord- 
nung berührt  wird.  Denn  nach  Satz  76,  S.  194,  ist  unter  den  Be- 
dingungen (2)  der  Abstand,  den  ein  dem  Punkte  P  oder  (w,  v)  un- 
endlich benachbarter  Punkt  Ä  oder  (m  +  r/  m  ,  v  +  dv)  von  der 
Tangentenebene  des  Punktes  P  hat,  von  mindestens  dritter  Ordnung 
uuendUch  klein,  sobald  PA  unendlich  klein  von  erster  Ordnung  ist. 
Wenn  wir  also  den  Fusspunkt  dieses  Al)standes  mit  31  bezeichnen, 
so  haben  wir  jedem  Flächenpunkt  Ä  in  der  Umgebung  von  P  einen 
Punkt  21  in  der  Tangenten  ebene  zugeordnet,  derart,  dass  die  auf 
S.  201  gegebene  Definition  für  die  Berührung  im  Falle  n  =  2  zutrifft 
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Demnach : 

Satz  81:  Eine  Fläche  wird  von  einer  Tangentenebene 
nur  dann  in  zweiter  Ordnung  berührt,  wenn  die  Funda- 
mentalgrössen  zweiter  Ordnung  für  den  Berührungspunkt 
alle  drei  gleich  Null  sind. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  der  Berührung  zwischen  Fläche 
und  Kugel.  Die  Berülirung  ist  zunächst,  was  ohne  weiteres  klar 
ist,  von  erster  Ordnung,  wenn  die  Kugel  die  Tangentenebene  des 
gemeinsamen  Punktes  P  berührt.  Soll  die  Berührung  von  zweiter 
Ordnung  sein,  so  muss  es  zu  jeder  Flächencurve  c  durch  P  eine 
Curve  c  auf  der  Kugel  geben,  die  c  in  zweiter  Ordnung  berührt  Es 
sei  nun  k  der  Krümmungskreis  von  c  in  P.  E>  berührt  c  in  zweiter 
Ordnung.  Nach  Satz  15,  I  S.  28,  der  nach  Satz  8,  I  S.  170,  auch 
für  Raumcurven  gilt,  muss  also  auch  die  sphärische  Curve  c  den 
Kreis  k  in  zweiter  Ordnung  berühren,  anders  ausgesprochen:  A  muss 
auch  der  Krümmungskreis  von  c  in  P  sein.  Aber  der  Krümmungs- 
kreis einer  sphärischen  Curve  liegt  auf  der  Kugel,  da  die  Kugel 
ihre  Schmiegungskugel  ist  (vgl.  I  S.  287).  Also  folgt:  Damit  die 
Kugel  die  Fläche  in  zweiter  Ordnung  berühre,  ist  notwendig  und 
augenscheinlich  auch  hinreichend,  dass  die  Kugel  von  allen  durch 
P  gehenden  Flächencurven  die  Krümmungskreise  des  Punktes  P 
enthält  Insbesondere  müsste  die  Kugel  die  Krümmungskreise  aller 
Normalsclmitte  von  P  enthalten,  d.  h.  der  Punkt  P  müsste  nach 
S.  110  ein  Nabelpunkt  sein.  Dann  aber  tritt  that^ächlich  nach 
Satz  1,  S.  105,  Berührung  zweiter  Ordnung  ein.     Mithin: 

Satz  82:  Pjine  Fläche  wird  von  einer  Kugel  nur  dann 
in  zweiter  Ordnung  berührt,  wenn  der  Berührungspunkt 
ein  Nabelpunkt  der  Fläche  ist,  und  zwar  ist  dann  der 
Kugelmittelpunkt  der  gemeinsame  Mittelpunkt  der  Krüm- 
mungskreise aller  Normalschnitte  des  Nabelpunktes. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  Betrachtungen  am  Anfang  dieses  Para- 
graphen  zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  Übertragung  des  Be- 
griffes: Krümmungskreis  einer  Curve  in  den  Begriff: 
Krümmungskugel  einer  Fläche  unmöglich  ist;  sie  ist  nur 
für  die  vereinzelten  Nabelpunkte  der  Fläche  möglich. 

Dies  negative  Ergebnis  nötigt  uns,  einen  anderen  Weg  zur 
Aufstellung  des  Begriffes  der  Krümmung  einer  Fläche  einzuschlagen. 
Daran  gehen  wir  im  nächsten  Paragraphen.  Hier  erwähnen  wir 
nur  noch,  dass  man  leicht  erkennt,  dass  das  in  Satz  32,  S.  145, 
auftretende  osculierende  Paraboloid  die  Fläche  in  seinem  Scheitel 
in  der  zweiten  Ordnung  berührt 
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§  12.    Die  sphärische  Abbildung  und  die  Kriimmung  der  Fliehen. 

In  der  Ebene  haben  wir  den  Begriff  der  Krümmung  einer  Cur?e 
zunächst  als  Verhältnis  aus  dem  Gontingenzwinkel  und  Bogenelement 
definiert,  siehe  I  S.  36.  Dieser  Definition  gaben  wir  in  Satz  28, 
I  S.  41,  eine  andere  Form,  indem  wir  einen  Kreis  vom  Radius  Eins 
annahmen,  alsdann  zu  jeder  Normalen  der  Curve  den  parallelen 
Radius  zogen  und  dadurch  jedem  Punkte  der  Curve  einen  Punkt 
auf  dem  Kreise  zuordneten.  Die  Krümmung  war  dann  gleich  dem 
Verhältnis  aus  einem  Bogenelement  des  Kreises  zum  zugehörigen 
Bogenelement  der  Curve.  Dies  Verfahren  können  wir  auf  die  Flächen 
übertragen.  Wir  gelangen  dadurch  zn  einer  besonders  wichtigen 
Art,  eine  Fläche  auf  die  Kugel  abzubilden,  die  schlechtweg  die 
sphärische  Abbildung  der  Fläche  heissen  soll.  ^ 

Gegeben  sei  die  Fläche: 

(1)  X  =  7)  (?/,  ü),       y  =  r  (m,  r),       3r  =  t^(M,  v). 

Die  Normalen  der  Fläche  seien  im  reellen  Fall  mit  positivem  Sinn 
versehen,  wie  es  auf  S.  27  für  ihre  Richtungscosinus  X,  Yj  Z  fest- 
gesetzt worden  ist.  Wir  nehmen 
nunmehr  eine  Kugel  vom  Radius 
Eins  an,  etwa  die  um  den  An- 
fangspunkt 0  als  Mitte.  Zur  (im 
reellen  Fall  positiven)  Normalen 
des  Flächenpunktes  P  oder  (ti,  v) 
ziehen  wir  von  der  Kugelmitte 
aus  den  parallelen  Radius.  Sein 
Fig.  70.  Endpunkt   ^    heisse    das   sphä- 

rische Bild  des  Punktes  P. 
(Siehe  Fig.  70.)  Seine  rechtwinkligen  Coordinateu  sind  offenbar  gleich 
den  Richtungscosinus  Jl,  F,  Z. 

Diese  Art  der  Abbildung  mittels  paralleler  Normalen  mag  noch 
so  erläutert  werden:  Wird  die  vorgelegte  Fläche  aus  irgend  einer 
Richtung  durch  parallele  Strahlen  beleuchtet,  und  benutzt  man  den 
Satz,  dass  die  Helligkeit  einer  Stelle  proportional  dem  Cosinus  des 
Einfallswinkels,  d.  h.  des  Winkels  von  Lichtstrahl  und  Normale,  ist^ 


*  Die  sphärische  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Kugel  wurde  als  ein 
wichtiges  Hülfismittel  von  Gauss  in  seinen  ^^Disquisitiones^^  (vgl.  S.  5)  in 
die  Flächentheorie  eingeführt  und  systematisch  verwertet.  Man  nennt  sie 
deshalb  auch  die  GiüBs'sche  Abbildung. 
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so  sieht  man:  Von  welcher  Richtang  aus  man  die  Fläche  und  die 
Kugel  durch  paralleles  Licht  beleuchten  mag,  stets  haben  ent- 
sprechende Stellen  von  Fläche  und  Kugel  dieselbe  .Helligkeit  Aus 
diesem  Grunde  bedient  man  sich  der  sphärischen  Abbildung  in  der 
darstellenden  Geometrie  zur  Bestimmung  der  Linien  gleicher  Hellig- 
keit, der  sogenannten  Isophoten  oder  Lichtgleichen,  auf  ge- 
gebenen Flächen. 

Hier  ist  auch  Gelegenheit  von  Parallelflächen  zu  sprechen: 
Trägt  man  auf  allen  Normalen  der  gegebenen  Fläche  (1)  von  ihren 
Fusspunkten  aus  die  constante  Strecke  a  ah,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  eine  Fläche  mit  den  Gleichungen  für  die  laufenden 
Coordinaten  i,  \),  j: 

ebenfalls  ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  v.    Hier  ist: 

u.  s.  w.,  sodass  nach  XI  {H)  und  XI  (7)  folgt: 

8Xe^  =  0,      81?,  =  0, 

was  aussagt,  dass  der  Punkt  (je,  \),  j)  der  neuen  Fläche  dieselbe 
Normale  wie  der  Punkt  {x,  y,  z)  der  Fläche  (1)  hat,  oder  auch: 

Satz  83:  Trägt  man  auf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
ihren  Fusspunkten  aus  eine  constante  Strecke  auf,  so  ist 
der  Ort  der  Endpunkte  eine  Fläche,  deren  Tangenten- 
ebenen den  Tangentenebenen  der  ursprünglichen  Fläche 
in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind,  sodass  beide 
Flächen  die  Normalen  gemein  haben. 

Man  nennt  daher  die  neue  Fläche  eine  Parallelfläche  der 
Fläche  (1).  Es  leuchtet  ein,  dass  entsprechende  Punkte  der 
Fläche  (1)  und  einer  Parallelfläche  dasselbe  sphärische 
Bild  haben.  Die  sphärische  Abbildung  bringt  also,  kann 
man  sagen,  nur  diejenigen  Eigenschaften  der  ursprüng- 
lichen Fläche  zum  Ausdruck,  die  auch  allen  ihren  Parallel- 
flächen zukommen.  — 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  der  Fläche  (1)  sind,  wie  gesagt, 
X,  Yy  Z  die  Coordinaten  des  Bildpunktes.  Es  sind  dies  Functionen 
der  Parameter  m,  Vy  und  daher  sind  m,  v  jetzt  auch  Parameter  auf 
der  Bildkugel. 

Betrachten  wir  die  beiden  Punkte  (^^  v)  und  (ti  +  ^m,  v  +  rfv) 
der  Fläche  (1).     Es  sei  ds  ihr  Bogenelement.     Dann  ist: 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv\ 


206  Zweiter  AhsctmiU:    Die  Krümmimg  der  Fläche. 


Den  beiden  Punkten  entsprechen  bei  der  sphärischen  Abbildung  ut^' 
endlich  benachbarte  Punkte  auf  der  Kugel.   Der  eine  hat  die  CootiV' 
naten  X,  Y,  /,  der  andere  die  Coordinaten  X+dX,  Y+dYj  Z  +  dif 
wenn  dX,  dY,  dZ  die  Incremente  bedeuten,   die  den   E^inctioneii 
Xj  Yy  Z  von  Uy  V  zukommen,  sobald  u  um  du  und  t;  um  dv  wächst 
Daher  entspricht  dem  obigen  Bogenelement  ds  der  Fläche  ein  Bogen- 
element  d^  auf  der  Kugel,  für  das: 

d^^  =  dX^  +  dY^  +  dZ^ 

ist.  Diese  Summe  wurde  übrigens  unter  (13)  auf  S,  161  mit  dv*  — 
als  Quadrat  des  Winkels  unendlich  benachbarter  Normalen  —  be- 
zeichnet.    Nach  der  damals  aufgestellten  Formel  (11)  ist: 

(2)  d^^  =  Ii(Ldu^  +  2  Afdu  dv+Ndv^)  ^K{Edv}  +  2Fdu  dv  +  Gdv% 

wobei  If  und  K  die  in  Satz  11,  S.  119,  angegebenen  Functionen  der 
Fundamentalgrössen  E,  F,  G  und  L,  M,  N  sind. 

Da  auch  auf  der  Bildkugel  u  und  v  Parameter  sind,  so  hat  die 
Kugel  hinsichtlich  dieser  Parameter  Fundamentalgrössen  erster  und 
zweiter  Ordnung.  Wir  wollen  sie  mit  @,  5>  ®  ^^^  2>  3R,  91  be- 
zeichnen. Weil  sich  das  (Juadrat  des  Bogenelementes  der  Kugel 
durch  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  so  ausdrückt: 

(3)  d<i^  =^^du^  +  2^dudv  +  @dv\ 

so  zeigt  (2)  unmittelbar,  dass 

/  ®  =  8A7     =HL--KF, 

(4)  g  =  S.Y,A;  =  iiilf-A'^', 

I  ®  =  8A7     -=-HN^KG 

ist. 

In  i$  11  des  ersten  Abschnittes  haben  wir  von  beliebigen  pnnkt- 
weisen  Abbildungen  einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  gesprochen. 
Aus  dem  Satze  40.  8.  96,  können  wir  daher  schliessen,  dass  es 
bei  der  sphärischen  Abbildung  im  allgemeinen  ein  Orthogonalsystem 
auf  der  Fläche  giebt,  dessen  Bild  wieder  ein  Orthogonalsjrstem  ist 

Dies  können  wir  hier  direct  einsehen: 

Sind  nämlich  die  Panimeterlinien  (w)  und  (r)  auf  der  Fläche  (1) 
die  Krümmnngscuivcn,  so  ist  mich  Satz  68,  S.  182,  Fz=M^O. 
Nach  (4)  ist  dann  5  =  ^^  »^^^^  ^^'^^  dann  die  Bildcurven  nach  Satz  18. 
S.  H4,  zu  einander  orthofjcmal. 

ünifjokchrt:  Sinti  die  Parametcrlinien  (w)  und  (r)  auf  der  Kugel, 
d.  h.    also   (He    Bildcurven   der  Parameterlinien  der  Fläche   (1),   in 


i 
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^UiEoder  orthogonal,  so  ist  nach  dem  genannten  Satze  ^  =  0.  Sind 
^ioaMrdem  die  Parameterlinien  (?/)  and  (v)  auf  der  Fläche  selbst  zu 
^ioander  orthogonal,  so  ist  auch  ^^=0,  sodass  aus  der  zweiten 
Sleichung  (4)  folgt: 

Ist  F  4=0,   so   ist  dann  M=^0.     Nach  Satz  63,  S.  182,   sind   die 
Ciir?en  («)  und  (»)  daher  auf  der  Fläche  die  Krünimungslinien. 

Wenn  also  auf  der  Fläche  nicht  etwa  H  überall  gleich  Null 

ist,  so  sind  die  Erümmungscurven   der  Fläche  das  einzige  Ortho- 

gonalsystem,  dessen  sphärisches  Bild  wieder  ein  Orthogonalsystem 

iatf   denn  die  sphärische  Abbildung  ist  selbst  ja  ganz  unabhängig 

davon ,  ob  wir  gerade  die  Krümmungscurven,  wie  wir  dies  soeben 

gethan  haben,  als  Parametercurven  wählen  oder  nicht 

Nach  (23),  S.  118,  ist: 

gleich   der  Summe   der  reciproken   Werte   der    HauptkrümmungS' 
radien.     Ist  //  «=  0,  so  ist  also  B^  +  7f^r=  0.    Mithin : 

tteti  84:  Bei  der  sphärischen  Abbildung  einer  Fläche, 
auf  der  nicht  überall  die  Hauptkrümmungsradien  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind,  bildet  sich  nur  das  Ortho- 
gonalsystem  der  Erümmungs- 
curven wieder  als  Orthogo- 
nalsystem ab.^ 

Dies  leuchtet  auch  geometrisch 
ein.  Denn  wenn  P  irgend  ein 
fl&chenpunkt  ist  und  P^  und  P^ 
ihm  unendlich  benachbarte  Flächen- 
pnnkte  auf  den  HauptkrümmungS- 
richtungen  von  P  sind,  so  wird  die 
Normale  n  des  Punktes  P  nach 
Satz  53,  S.  171,  von  den  Normalen 
jf^  und  n,  der  Punkte  Pj  und  Pj 
geschnitten.     Die  zu  n,  n^  und  n^ 

parallel  gezogenen  Radien  n,  n^  und  Ug  der  Bildkugel  (siehe  Fig.  71) 
liegen  alsdann  so,   dass  die  Ebene  (nnj)  der  Ebene  (wwj)  und  die 


Fig.  71. 


^  Da  auf  der  Kugel  jedes  Orthogonalsystem  als  System  der  Krüramuugs- 
enrren  angesehen  werden  darf,  nach  S.  177,  so  steht  dies  mit  dem  späteren 
Saftse  85  in  Einklang. 
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) 


®  =  -^[^iV»  -2PMN  +  GM^. 


1  > 


HB  (4)  folgt  femer,  dass  die  Grösse 
e  wir  analog  der  Grösse 

r  die  Kugel  bilden,  den  Wert  bat: 

l>*  =  H*{LN-  W)-HK{EN-2FM+  G  L)  +  K*{EG  -  F^). 

''enn  wir  die  erste  und  zweite  Klammer  nach  Satz  11^,  S.  119, 
irch  Uy  K  und  D  ausdrücken,  so  heben  die  beiden  ersten  Glieder 
chts  einander  auf,  sodass  bleibt: 

ieh  S.  18  ist  JD  im  reellen  Fall  positiv,  ebenso,  da  daiin  auch 
18  Bild  auf  der  Kugel  reell  ist,  die  für  die  Kugel  gebildete  Grösse  2). 
^ir  ziehen  daher  aus  (7)  den  Schluss:  -.^y 

)  ^=^eKD, 

3  €  =  ±  1  ist,  je  nachdem  A'^0  ist. 

Da  der  Radius  der  Kugel,  der  zum  Bildpunkt  ^  oder  (X,  Y,  Z) 
ht^  zugleich  Normale  der  Kugel  ist,  so  sind  die  Richtungs- 
»sinus  X,  ^,  3  der  Kugelnormale,  abgesehen  vom  Vor- 
icheiiy  gleich  X,  XfZ  selbst  Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens 
2U  beachten,  dass  wir  auf  S.  27  Festsetzungen  über  das  Vor- 
ichen  getroffen  haben.  Nach  den  damaligen  Formeln  (4)  ist,  weil 
zt  A",  1,  Z,  an  die  Stelle  von  x,  y,  z  und  2)  au  die  Stelle  von 
tritt: 

*  =  — ^ '    V-       ^       '    ^  =  - — -^  -■ 

•  ■ 

ich  dem  Vorhergehenden  ist  klar,  dass  die  rechten  Seiten  hierin 
ach  ±  -X^>  dl  ^>  ±  ^  sein  müssen.  Man  kann  dies  mit  Hülfe  dei* 
irmeln  (4),  S.  131,  bestätigen,  wodurch  sich  zugleich  das  Vjpr- 
ichen  bestimmt     Denn  danach  ist: 

Y  Z  -Z  Y  =         ,  —    X, 

,  Geom.  Dlffr.    U.  14 
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also  nach  (9): 


y:       LN-  M*r 


oder  nach  Satz  11,  S.  119: 


V       DK  ,. 


oder  endlich  nach  (8): 

(10)  x  =  €.Y,     2)  =  «r,     3  =  «Z. 

Da  X,  ¥,  Z  die  Coordinaten  des  Bildpunktes  5ß  von  P  sind,  so 
ist  die  Normale  der  Kugel  nach  aussen  —  von  der  Kugelmitte 
aus  —  positiv,  wenn  6  =  +l  ist,  nach  innen,  wenn  «  =  —1  ist 
Da  aher  im  reellen  Fall  6  nach  dem  Früheren  =  ±  1  ist,  je  nach- 
dem K^O  ist,  so  folgt,  weil  K  gleich  dem  Product  der  reciproken 
Werte  der  Hauptkrümmungsradien  ist  und  nach  S.  140: 

Sali  87:  Bei  der  sphärischen  Abbildung  einer  reellen 
Fläche  sind  die  Kugehiormalen  nach  aussen  oder  nach 
innen  positiv  zu  nennen,  je  nachdem  die  zugehörige  Stelle 
der  Fläche  elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmt  ist 

Zur  Vermeidung  von  Irrtümern  heben  wir  jedoch  nochmals  aus- 
drücklich hervor,  dass  die  Abbildung  stets  dadurch  geschieht, 
dass  man  von  der  Kugelmitte  aus  die  Radien  parallel  den 
positiven  Flächennormalen  zieht  Die  Sache  ist  die,  dass 
diese  Radien  für  die  ebenfalls  mittels  der  Parameter  u  und  v  dar- 
gestellte Kugel  nicht  auch  stets  die  positiven  Richtungen  der  Kugel- 
normalen angeben,  wenn  anders  die  früher  gemachten  Festsetzungen 
über  die  positiven  Sinne  der  Parameterlinien  (vgl.  S.  30)  auch  auf 
der  Kugel  gelten  sollen.  Es  ist  dies  vielmehr  nur  für  die  Stellen 
der  Fall,  die  den  elliptischen  Punkten  der  Fläche  entsprechen. 

Erinnern  wir  uns  daran,  dass  die  positive  Tangente  der  Para- 
metercurve  (r),  die  positive  Tangente  der  Parametercurve  (ti)  und 
die  positive  Normale  im  reellen  Fall  so  gegeneinander  liegen  wie 
die  drei  Coordinatenaxen  —  abgesehen  vom  rechten  Winkel  der 
X'  und  ?/-Axe  (vgl.  S.  31)  — ,  so  sehen  wir,  dass  die  sphärische  Ab- 
bildung für  elliptische  Stelleu  der  Fläche  gleichsinnig, 
für  hyperbolische  entgegengesetztsinnig  ist,  wenn  man  die 
Fläche  von  den  positiven  Normalen  her  betrachtet,  die  Kugel  da- 
gegen von  aussen. 

Wir  können  jetzt  die  auch  dem  Vorzeichen  nach  exacten  Werte 
für  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  2,  3W,  9i  auf  der  Kugel 
sofort  berechnen.     Nach  (10),  S.  106,  worin  wir  jetzt  erstens  X,  ^,  3 
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oder  also  6  X,  bY,  iZ  statt  X,  Y,  Z  und  zweitens  A",  7,  Z  statt 
.r,  y,  r  zu  setzen  haben,  ergiebt  sich: 

(11)       2  =  -  «SV»     ÜR  =  -  aS  a;  a;,     5R  =  -  «8  x/, 

d.  h.  nach  (4): 

(12)  S=-6@,       aJi=-6g,       5«  =  -6®. 

Dass  auf  der  Kugel  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  denen 
der  ersten  Ordnung  proportional  sein  müssen,  war  nach  Satz  6, 
S.  112,  zu  erwarten.  Wir  sehen,  dass  für  solche  Stellen  der  Kugel, 
die  hyperbolischen  Flächenpunkten  entsprechen,  die  Fundamental- 
grössen zweiter  Ordnung  völlig  mit  denen  erster  Ordnung  tiberein- 
stimmen, dagegen  für  solche  Stellen,  die  elliptischen  Flächenpunkten 
entsprechen,  nur  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  daran,  dass  wir  die  sphärische  Ab- 
bildung benutzen  wollten,  um  ein  Krümmungsmaass  für  die 
Flächenpunkte  abzuleiten.  Zu  diesem  Zweck  betrachten  wir  ein 
Element  der  Fläche  (1),  also  ein  unendlich  kleines  Stück  der  Fläche 
an  einer  Stelle  P  oder  (m,  r),  etwa  das  in  P  anliegende  unendlich 
kleine  Parallelogramm  der  vier  Punkte 

(w,  v),       (m  +  dw,  r),       (m,  V  +  efr),       (m  +  «m,  r  +  dv). 

Nach  Satz  14,  S.  35,  ist  sein  Inhalt  gleich 

I)  dudv. 

Wie  man  sieht,  ist  er  im  reellen  Fall  hier  stets  positiv  ausgedrückt, 
wenn  die  Incremente  du  und  dv  positiv  gewählt  werden.  Das  Bild 
dieses  unendlich  kleinen,  von  den  Parameterlinien  (u),  (w  +  r/w),  (ü), 
(v  +  c/v)  eingeschlossenen  Parallelogramms  ist  ein  unendlich  kleines 
Parallelogramm,  das  von  den  entsprechenden  Parameterlinien  auf 
der  Kugel  eingeschlossen  wird.  (Man  möge  die  Fig.  70,  S.  204,  ver- 
gleichen.)    Der  Inhalt  des  Bildparallelogramms  ist: 

%dudv. 

Das  Verhältnis  aus  dem  Flächeninhalte  dieses  Bildes  und  dem  des 
Originals  würden  wir  nun  nach  den  Bemerkungen  am  Anfang  dieses 
Paragraphen  als  die  Krümmung  der  Fläche  an  der  Stelle  P  oder 
(?/,  v)  definieren,  wenn  nicht  noch  ein  Vorbehalt  über  das  Vorzeichen 
zu  machen  wäre.  Man  wird  wünschen,  die  Definition  so  zu  fassen, 
dass  sie  für  elliptische  und  für  hyperbolische  Punkte  die  Krümmung 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  ergiebt,  und  zwar  ist  es  naturgemäss, 

14* 


212  Zweiter  Abschnitt:   Die  Krümmung  der  Fläche. 


für  die  ersteren  Stellen  das  positive,  für  die  letzteren  Stellen  das 
negative  Zeichen  anzuwenden.  Dies  können  wir  so  erreichen:  Wir 
setzen  fest,  dass  wir  die  Inhalte  der  unendlich  kleinen  Par- 
allelogramme auf  der  Eugel  als  positiv  oder  negativ  be- 
zeichnen wollen,  je  nachdem  die  Normale  der  Kngel  an 
der  betreffenden  Stelle  nach  aussen  oder  nach  innen  posi- 
tiv ist     Alsdann  ist  nicht  ^dudv^  sondern 

e^du  dv 

der  Inhalt   des  Parallelogramms   auf  der   Eugel.     Nunmehr   defi- 
nieren wir  also  so: 

Unter  der  Krümmung  in  einem  Flächenpunkte  ver- 
stehen wir  das  Verhältnis  aus  dem  Inhalte  des  sphärischen 
Bildes  eines  unendlich  kleinen  Stückes  der  Fläche  an  der 
betreffenden  Stelle  und  dem  Inhalte  dieses  Stückes  selbst 

Die  Krümmung  an  der  Stelle  (m,  v)  hat  hiemach  den  Wert: 

e'^dudv 
Ddudv 

oder  nach  (8)  den  Wert  K.     Daher  nach  (23),  S.  118: 

Satz  88:  Die  Krümmung  in  einem  Flächenpunkte  ist 
gleich  Kf  d.  h.  gleich  dem  reciproken  Wert  von  dem  Pro- 
duct  der  mit  Vorzeichen  versehenen  Hauptkrümmungs- 
radien des  Punktes.^ 

Allerdings  könnte  man  einen  Einwand  machen:  In  der  Defi- 
nition des  Krümmungsmaasses  ist  von  einem  beliebigen  unendlich 
kleinen  Flächenstück  an  der  Stelle  (?/,  v)  die  Rede,  während  wir  in 
den  Formeln  ein  von  Parameterliuien  umgrenztes  unendlich  kleines 
Parallelogramm  benutzt  haben.  Aber  jeder  Bereich  lässt  sich  aus 
solchen  Parallelogrammen  zusammensetzen,  auch  zeigt  das  Ergebnis, 
da  AT  =  1 :  /i*j  H^  eine  geometrische  Bedeutung  hat,  dass  es  von  der 
zufälligen  Wahl  des  Parametersystenis  durchaus  unabhängig  ist 

Der  Leser  möge  sich  hier  noch  an  den  Satz  51,  S.  170,  er- 
innern. Dort  betrachteten  wir  zwei  conjiigierte  Bogenelemente  ds^ 
und  ds^  der  Fläche  und  die  Winkel  tl v^  und  dv^,  die  die  in 
ihren  Endpunkten  errichteten  Normalen  mit  den  Normalen  ihres 
Ausgangspunktes  bilden.     Bei  der  sphärischen  Abbildung  sind  dv^ 


*    In    der  hier  angegebenen  Weise  hat  Gauss  das  Krürnmungsmaass    in 
«einen  »^Disquisitiones'*  (vgl.  die  Anm.  auf  S.  5)  eingeführt. 
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und  dv^  die  Bilder  der  Bogenelemente  ds^  und  ds^.  Sind  ds^  und 
ds.^  nicht  nur  conjugiert,  sondern  auch  zu  einander  senkrecht,  so 
können  wir  also  nach  Satz  84,  da  dann  auch  dv^  und  dv^  zu  ein- 
ander senkrecht  sind,  aus  Satz  51  wieder  unseren  Satz  88  —  aller- 
dings abgesehen  von  der  Vorzeichenbestimmung  —  ableiten. 

In  §  2  des  gegenwärtigen  Abschnittes  sahen  wir,  dass  es  zwei 
Arten  von  Flächen  ^ebt,  die  in  Bezug  auf  die  Krümmungen  der 
Normalschnitte  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  zeigen,  als  all- 
gemeine Flächen,  nämlich  erstens  die  Flächen,  die  lauter  Nabel- 
punkte haben,  d.  h.  die  Kugeln  (siehe  Satz  6,  S.  112),  und  zweitens 
die  Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthalten  (siehe 
Satz  10,  S.  115). 

Wie  wir  aber  schon  auf  S.  119,  120  bemerkt  haben,  können  wir 
die  Kugeln  den  allgemeinen  Flächen  unterordnen,  indem  wir  irgend 
zwei  zu  einander  senkrechte  Normalschnitte  als  die  Hauptkrümmungs- 
schnitte bezeichnen.  Es  ist  dann  jR^  =  ^^f  S^^^^^  ^^^  Radius  der 
Kugel.  Nach  unserer  Definition  hat  also  eine  Kugel  vom 
Radius  J^  das  constante  Krümmungsmaass  liü*. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  die  nur  eine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält,  so  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  umhüllen  diese  Ge- 
raden eine  Curve,  eine  Minimalcurve,  oder  nicht.  Im  ersten  Fall, 
also  im  Fall  der  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve,  sind 
unsere  Formeln  nicht  anwendbar,  weil  die  Grössen  X,  Y,  Z  ihre  Be- 
deutung verlieren  (vgl.  S.  28).  Aber  die  s[)härische  Abbildung  artet 
ül)erhaupt  für  abwickelbare  Flächen  aus,  denn  abwickelbare  Flächen 
haben  ja  nur  oo^  Tangentenebenen.  Die  sphärische  Abbildung  kann 
nun  natürlich  auch,  statt  mittels  Paralleler  zu  den  Normalen,  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  Tangentenebenen  an  die  Kugel  parallel  zu  den 
Tangentenebenen  der  Fläche  gelegt  werden.  Man  sieht,  dass  sich 
dann  für  die  oo^  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  nur  oo*  Bild- 
punkte ergeben.  Die  sphärische  Abbildung  ist  also  für  abwickelbare 
Flächen  ausgeartet. 

Wenn  endlich  eine  Fläche  eine  Schar  von  Minimalgeraden 
enthält,  die  keine  Curve  umhüllen,  so  giebt  es  keine  Hauptkrüm- 
mungsradien. Wir  können  also  dann  den  Satz  88  nicht  aus- 
sprechen. Wohl  aber  hat  auch  auf  einer  solchen  Fläche  die  Grösse  K, 
die  ja  nach  S.  118  durch  die  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter 
Ordnung  ausdrückbar  ist,  eine  analytische  Bedeutung,  um  also  auch 
diesen  Fall  zu  umfassen,  werden  wir  gut  thun,  den  Satz  88  nach 
(22),  S.  118,  durch  diesen  zu  ersetzen; 
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Satz  89:    Die  Krümmung   in   einem  Flächenpunkte    ist: 

IC  -  ^^-  ^^ 
EQ  "  F^  ' 

wenn  Ey  F,  G  und  Z,  Ulf,  N  die  Fundamentalgrössen  sind. 

Dies  bietet  auch  den  Vorteil,  dass  wir  den  BegriflF  der  Krüm- 
mung auch  auf  die  abwickelbaren  Flächen  übertragen  können,  ob- 
wohl für  solche  Flächen  das  sphärische  Bild  ausartet.  Wir  sehen 
dann  aus  Satz  19,  S.  132: 

Satz  90:  Die  Flächen  von  der  Krümmung  Null  sind  die 
abwickelbaren  Flächen. 

Wenn  man  will,  kann  man  allerdings  auch  hier  die  geome- 
trische Definition  durch  das  Verhältnis  aus  dem  Element  der  Kugel 
zum  Element  der  gegebenen  Fläche  aufrecht  erhalten,  denn  da  das 
sphärische  Bild  in  eine  Curve  ausartet,  so  hat  das  Element  der 
Kugel  den  Flächeninhalt  Null. 

Bei  den  Tangentenflächen  der  Minimalcurven  dagegen 
versagen  alle  Definitionen.  Hier  sprechen  wir  also  überhaupt 
nicht  von  der  Krümmung.  — 

Beispiel:  Auf  einer  Rotationsfläche  ist  die  Krümmung  nach  Satz  13, 
S.  122,  gleich  dem  reciproken  Wert  des  Productes  aus  dem  Krümmungsradius 
des  Meridians  in  die  Normale^  wenn  diese  bis  zur  Axe  gemessen  wird,  wobei 
noch  das  Vorzeichen  zn  beachten  ist.  Wir  haben  daher  in  Satz  14,  S.  123, 
die  Rotationsflächen  constanter  Krümmung^  bestimmt,  abgesehen  von 
denen  von  der  Krümmung  Null  und  von  solchen  Flächen,  die  wir  damals  über- 
haupt beiseite  Hessen,  nämlich  von  Flächen,  die  eine  und  nur  eine  Schar  von 
Miuimalgeraden  enthalten.  Aber  die  Rotationsflächen  von  der  Krümmung  Null 
sind  ja  nach  Satz  90  abwickelbar,  also  Rotationskegcl  und  Rotations- 
cylinder,  insbesondere  die  Ebene.  Wenn  femer  eine  Rotationsfläche  eine 
Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  so  können  wir  sie  so  erzeugen:  Die  Gerade 

ist  eine  Minimalgerade,  wenn 

Jl*  +  5«  -f  C*  =  0 

*  Die  Rotationsflächen  constanter  negativer  Krümmung  hat  zuerst 
MiNDiNO  bestimmt:  „Wie  sich  entscheiden  lässt,  ob  zwei  gegebene 
krumme  Flächen  auf  einander  abwickelbar  sind  oder  nicht;  nebst 
Bemerkungen  über  die  Flächen  mit  unveränderlichem  Krümmungs- 
maas se 'S  Joum.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.  19.  Bd.  (18B9).  Alle  Rotationsflächen 
constanter  Krümmung  hat  alsdann  Liouville  bestimmt  und  zwar  in  der 
4.  Note  zur  5.  Auflage  von  Monoe's  „Application"  (1850).  Vgl.  die  Anm. 
auf  S.  110. 
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iät,  nach  I  S.  142.  LasBen  wir  sie  sich  am  die  ^-Axe  drehen,  so  gßht  Dach  (1), 
I  8.  8,  die  Fläche  hervor; 

X  —  (a-hÄu)coBV  —  {b-hBu)Biiiv,    y  >■  (a  +  iitt)ßinr+(6+B«*)co8i^,    x^o  +  Cu. 

Hier  ist 

35*  +  y'  +  »'  -  a'  +  6'  +  c'  +  2(a  J.  +  6  5  +  c(7) 7^ (»  -  c) . 

Die  Fläche  ist  also  eine  Kugel  und  enthält  daher  gegen  die  Voraussetzung 
zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  nach  Satz  26,  S.  64.  Nur  wenn  C7  =  0  ist, 
idt  der  Schluss  etwas  anders:  Dann  ist  die  Minimalgerade  parallel  der  O/y-Ebene, 
sodass  eine  Ebene  hervorgeht.  Es  giebt  also  ausser  den  oben  erwähnten 
Flächen  keine  sonstigen  Rotationsflächen  constanter  Krümmung. 

Was  die  sphärische  Abbildung  einer  Fläche  anbetrifft,  so 
wollen  wir  hier  anhangsweise  noch  Eines  erörtern: 

Die  Bildkugel  enthält  nach  Satz  26,  S.  64,  zwei  Scharen  von 
Geraden,  nämlich  Minimalgeraden.  Fragen  wir  uns,  welche  Curven 
auf  der  Fläche  diese  Geraden  zu  Bild  curven  haben.  Da  bei  der 
Abbildung  einander  entsprechende  Punkte  der  Fläche  und  der  Kugel 
parallele  Tangentenebenen  haben  und  da  die  Tangentenebenen  der 
Eugel  längs  einer  ihrer  Minimalgeraden  beständig  diese  Gerade 
enthalten,  so  werden  längs  derjenigen  Curve  der  Fläche,  deren 
sphärisches  Bild  diese  Minimalgerade  ist,  die  Tangentenebenen  der 
Minimalgerade  parallel  sein,  d.  h.  einen  Cylinder  von  Minimalgeraden 
umhüllen.  Die  gesuchten  Curven  sind  also  diejenigen,  längs  deren 
die  Fläche  von  Cylindern  von  Minimalgeraden  umhüllt  werden. 
Nach  Satz  45,  S.  157,  sind  diese  Curven  überall  zu  den  Richtungen 
der  hindurchgehenden  tangierenden  Minimalgeraden  conjugiert  Die 
gesuchten  Curven  sind  daher  diejenigen,  die  mit  einer  Schar  von 
Minimalcurven  der  Fläche  ein  System  von  conjugierten  Curven 
bilden.  Da  die  Fläche,  sobald  sie  nicht  Tangentenfiäche  einer 
Minimalcurve  ist,  zwei  getrennte  Scharen  von  Minimalcorven  ent- 
hält —  nach  Satz  16,  S.  36,  —  so  folgt,  dass  es  zwei  Scharen  von  oo* 
Curven  der  gesuchten  Art  giebt,  derart,  dass  durch  jeden  Punkt 
der  Fläche  je  eine  Curve  jeder  Schar  geht.  Nach  Satz  25,  S.  138, 
sind  die  Tangenten  der  Minimalcurven  durch  einen  Flächenpunkt 
symmetrisch  zu  den  Hauptkrümmungstangenten  des  Punktes  gelegen. 
Da  man  die  conjugierten  Richtungen  nach  Satz  38,  S.  155,  aus  der 
Indicatrix  ableitet,  deren  Axen  den  Hauptkrümmungstangenten  par- 
allel sind,  so  folgt,  dass  auch  diese  conjugierten  Richtungen  zu 
den  Hauptkrümmungstangenten  symmetrisch  liegen.  Anders  aus- 
gesprochen : 

Satz  91:  Diejenigen  Curven  einer  Fläche,  die  sich  bei 
der    sphärischen   Abbildung    als    die   Minimalgeraden    der 
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Kugel  döriJstellen,^  sind  zu  den  Minimalcurven  conjugiert, 
und  in  jedem  Flächenpunkte  werden  die  Winkel  ihrer 
Tangenten-  durch  die  Hauptkrümmungsrichtungen  des 
Punktes   halbiert 

§  13.    Geradlinige  Fiäclien. 

Indem  wir  daran  gehen^  die  Krümmung  der  geradlinigen  Flächen' 
als  Beispiel  zu  der  vorangehenden  Theorie  zu  betrachten,  benatzen 
wir  die  Gelegenheit,  die  nicht- abwickelbaren  geradlinigen  Flächen 
etwas  eingehender  zu  besprechen. 

Vor  allem  ist  da  zu  bemerken,  dass  es  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  von  geradlinigen  Flächen  giebt.  Denn  wir  wissen 
ja,  dass  Flächen,  die  eine  Schar  von  Minima] geraden  enthalten ,  in 
Bezug  auf  die  Krümmungstheorie  eine  besondere  Rolle  spielen,  siehe 
S.  11  d.  Daher  gilt  die  allgemeine  Krümmungstheorie  der  Flächen 
nich^  ohne  weiteres  auch  für  diejenigen  geradlinigen  Flächen, 
deren  Erzeugende  Minimalgeraden  sind.  Von  diesen 
Flächen  sehen  wir  vorerst  vollständig  ab;  sie  sollen  nachher 
kurz  betrachtet  werden. 

Die  Erzeugenden  einer  geradlinigen  Fläche  haben  oo^  ortho- 
gonale Trajectorien.     Es  seien: 

die  Gleichungen  einer  dieser  Trajectorien,  in  den  laufenden  Coordi- 
naten  %  t),  g  mittels  ihrer  Bogenlänge  u  ausgedrückt.  Durch  den 
Punkt-*(w)  dieser  Leitcurve  —  wie  sie  heissen  möge  —  geht  eine 
Erzeugende  der  Fläche.  Sie  kann  als  die  Erzeugende  (m)  bezeichnet 
werden.  Sind  f,  g,  h  ihre  Richtungscosinus,  so  sind  /',  g,  h  Func- 
tionen vofi  w.  Die  Annahme  der  Richtungscosinus  /*,  g,  h  hat  zur 
Folge,  däss  der  Erzeugenden  im  reellen  Fall  ein  positiver  Sinn  bei- 
zulegen ist.  Es  sei  nun  v  die  Strecke,  um  die  ein  Punkt  auf  der 
Erzeugenden  von  dem  Punkte  (?/)  der  Leitcurve  entfernt  ist,  im 
reellen  Fall  mit  dem  entsprechenden  Vorzeichen  versehen.  Als- 
dann sind 

(2)      X  =-(f{ti)  ^  vf[u),       y  =-x{u)  +  vg{y),       r  =  t/; (?/)  +  r A (m) 

*  Diese  Curven  wurden  zuerst  von  Bonnet  betrachtet:  „Memoire  sur 
Temploi  d'uu  uouveau  Systeme  de  variables  dans  i'etude  des  pro- 
pri^t^s  des  surfaces  courbes",  Journal  de  Mathöm.  pures  et  appl.,  2.  serie 
t  5.  (1860). 

•  Die  systematische  Untersuchung  der  geradlinigen  Fläche  nimmt  wohl 
ihren  Anfang  bei  Monge,  siehe  die  Anm.  auf  S.  HO. 
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die  Coordinaten  dieses  Punktes.     In  (2)  liegt  also  eine  Pararaeter- 
darstellung  für  die  Punkte  {u,  v)  der  geradlinigen  Fläche  vor  (vgl. 

(2)  in  I  S.  271). 

Da  die  Leitcurve  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden 
sein  soll,  so  ist,  wenn  a,  ß,  y  die  Eichtungscosinus  der  Tangente 
der  Leitcurve  bedeuten: 

(3)  Sa/'=0. 

Auf  der  geradlinigen  Fläche  (2)  sind  die  Parameterlinien  (w) 
die  Geraden  Jede  Parameterlinie  (i?)  schneidet  auf  allen  Geraden  (?/) 
dieselbe  Strecke  w  ab,  gemessen  von  der  Leitcurve  an.  Sie  hat 
aber  noch  eine  einfache  Eigenschaft:  Die  Richtungscosinus  ihrer 
Tangente  sind  proportional  ^^,  y^,  z^.    Nach  (2)  und  in(J5)  ist  aber: 

^«  =  «  +  «/",       yu  =  ß  +  ^9y       ^„  =  7'  +  vÄ' 
und  daher: 

Wegen  (3),  8^=1,  S//'=  0  ist  dies  gleich  Null,  d.  h.  die  Curven  (r) 
sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  (w).     Daher: 

Satz  92:  Zwei  orthogonale  Trajectorien  einer  Schar  von 
oo^  Geraden,  die  keine  Minimalgeraden  sind,  schneiden 
auf  allen  Geraden  dieselbe  Strecke  ab. 

Kennt  man  auf  einer  geradlinigen  Fläche  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  Geraden,  so  findet  man  hiemach  eine  unendlich  be- 
nachbarte orthogonale  Trajectorie,  wenn  man  jeden  Punkt  der 
ersteren  Curve  um  dasselbe  unendlich  kleine  Stück  längs  der  hin- 
durchgehenden Geraden  verschiebt.  Nehmen  wir  an,  es  sei  von 
vornherein  keine  orthogonale  Trajectorie  bekannt.  Alsdann  werden 
wir  die  geradlinige  Fläche  auch  in  der  Form  (2)  darstellen  können, 
wobei  aber  nun  die  Erzeugenden  der  Fläche  nicht  gerade  auf  der 
Leitcurve  (1)  senkrecht  stehen,  sodass  die  Richtungscosinus  /)  ff,  h 
die  Relation  (3)  nicht  erfüllen.  Alsdann  kann  man  leicht  nach 
S.  34  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u  und  v  für  die 
orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  der  Fläche  aufstellen.  Nach 
Satz  62,  I  S.  93,  verlangt  daher  die  Bestimmung  der  orthogonalen 
Trajectorien  nur  eine  Quadratur.  Wir  wollen  dies  direct  bestätigen: 
Nach  (2)  ist  auf  der  Fläche  allgemein: 

dx  =.  [a  -\'  V  f)  d  u  +  fd  v 

u.  8.  w.     Da  f,  (jf,  h  die  Richtungscosinus  der  Geraden  (m)  sind,   so 
ist  also  die  Bedingung: 

S[{a  +  vf')du+fdv-]f^Q 
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die    Differentialgleichung    der    orthogonalen    Trajectorien.      Wegen 
S/**  =  1,  S/"/"  =  0  kann  sie  so  geschriehcn  werden: 

S  ccf'  d u  +  (iv  =  {) , 
Hier  ist  Scef  eine  Function  von  u  allein.     Mithin  ist 

I  Sccf'  du  +  V  =  Const. 

die  endliche  Gleichung  aller  orthogonalen  Trajectorien. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder  wie  oben  an,  die  Leitcurve  (1)  sei 
selbst  eine  orthogonale  Trajectorio  der  Erzeugenden,  sodass  die 
Relation  (3)  besteht  Die  Erzeugende  (m)  liegt  dann  in  der  Normalen- 
ebene des  Punktes  (m)  der  Leitcurve;  es  möge  co  der  Winkel  sein, 
den  sie  mit  der  (positiven)  Hauptnorniale  der  Leitcurve  bildet.  Der 
Winkel  sei  im  Sinne  der  Drehung  von  der  (positiven)  Hauptnormale 
zur  (positiven)  Binormale  der  Leitcurve  gemessen.  Sind  /,  m,  n  und 
X,  fi,  V  die  Richtungscosinus  der  Haupt-  und  Binormale  der  Leit- 
curve, so  ist  dann: 

(4)    /*= /cosft)  +  isinoj,    ff  =  mcos6}  +  jusino),    h  =^  n cos m  +  v sin ro, 

wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  auf  der  Erzeugenden  vom 
Punkte  (?/)  der  Leitcurve  aus  aufgetragene  Längeneinheit  auf  die 
Coordinatenaxen  projicirt,  indem  man  die  Längeneinheit  dabei  durch 
einen  gebrochenen  Linienzug  ersetzt  (vgl.  die  analoge  Überlegung  in 
I  S.  300).     Wie  f,  ff,  h  ist  auch  oj  eine  Function  von  m. 

Die  geradlinige  Fläche  ist  vollständig  gegeben,  sobald  die  Leit- 
curve (1)  und  der  Winkel  oi  als  Function  des  in  (1)  auftretenden 
Parameters  u  gegeben  ist.  Dabei  erhält  man  stets  eine  geradlinige 
Fläche,  wie  man  auch  die  Curvo  (1)  und  die  Function  (o  von  u 
wählen  mag. 

Die  Festlegung  der  Richtungen  {fiffih)  mittels  des  Winkels  oi 
vorsagt  oder  ist  wenigstens  nicht  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Leit- 
curve (1)  eine  Gerade  ist,  wenn  also  alle  Geraden  der  Fläche  eine 
(lerade  senkrecht  schneiden,  wie  dies  bei  der  gemeinen  Schrauben- 
iläche  (vgl.  S.  60)  der  Fall  ist.  Alsdann  aber  werden  doch  nicht 
alle  orthogonalen  Trajectorien  der  Geraden  wiederum  Geraden  sein, 
weil  sonst  die  Fläche  eine  Ebene  wäre.  Wir  umfassen  also  doch 
durch  unsere  Darstelluiigsweise  alle  geradlinigen  Flächen,  deren 
Erzeugende  keine  Minimalgeraden  sind. 

Ist  1  :  r  die  Krümmung  und  1  :  n  die  Torsion  der  Leitcurve  (1), 
so  ist  nach  (4)  uml  III  (C),  weil  ?/  die  Bogenlänge  der  Leit- 
curve bedeuten  soll: 
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/"  =  —      cos  0) '  a  —  (ft/ ]  (sin  (n  *  l  —  cos  lo  •  X) , 

Es  empfiehlt  sich,  zur  Abkürzung  zwei  nachher  beständig  auftretende 
Functionen  von  u  mit  p  und  q  zu  bezeichnen: 

(5)  p^  ^,-cosfi^        7  =  w'-  -, 

sodass 

(6)  f=^^pa  —  q  (sin  (o  •  l  —  cos  (o  •  X) 

ist.     Entsprechende   Werte    gehen    für  g    und  A'   hervor.     Nun  ist 
nach  (2),  (6)  und  (4): 

x^=^  a  +  vf  =^  {\  —  pv)a  —  qmiw  *  vi  +  q  cos  a>  •  t?  A, 

> 

x^  =  /cos  ft)  +  A  sin  ö> 


(7) 


u.  s.  w.  Nach  XI  {Ä)  und  II  [Ä)  ergeben  sich  also  die  Fundamental- 
grössen  erster  Ordnung: 

(8)  ^=(l-/?v)2+y»t;*,       i?'=0,       0=1. 

Femer  sind  x^^j  y^^,  r,^  nach  (7)  gleich  Null,  so  dass  die  Funda- 
mentalgrösse  N  nach  (9),  S.  106,  auch  gleich  Null  ist.  Dagegen  ist 
x^^  =  /"  u.  s.  w.,  sodass  aus  (4),  (6)  und  II  (B)  für  die  Fundamental- 
grösse  M  folgt : 

wobei  nach  (8)  die  Grösse  B^  ^  EG  -  F^  ^  B  ist. 

Nun  giebt  der  Satz  89,  S.  214,  für  das  Klrümmungsmaass  K  der 
Fläche  den   Wert: 

{^\  A^  -  _  J^  -  -   ^'    -  -g' 

^*  ^  ^    "■       j;«'  "*   [(1  -  jy  vf  +  5't?7  ' 

Auf  einer  geradlinigen  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden  ist 
also  die  Krümmung  stets  negativ  oder  höchstens  gleich  Null,  was 
vorherzusehen  war,  da  die  Fläche  nach  S.  130  überall  hyperboliscli 
oder  insbesondere  paraboUsch  ist.  Ist  die  Krümmung  überall  auf 
der  Fläche  gleich  Null,  so  ist  die  Fläche  nach  Satz  90,  S.  214,  ab- 
wickelbar.   Dies  tritt  ein,  wenn  5^  =  0  oder  also  nach  (5): 


(ü 


=  I  — ^  +  Const. 


ist.     Diese  Formel   hat  dieselbe  Bedeutung  wie  die  letzte  Formel 
in  I  S.  311.     Die  Geraden  der  Fläche  sind  eben  in  diesem  Falle 
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solche  Normalen  der  Leitcurve.  die  eine  Cunre  auf  der  Polarflkk 
der  Leitcurve  umhüllen. 

Sehen  wir  von  den  abwickelbaren  Flächen  ab,  ist  also  q  nidit 
identisch  gleich  Null,  so  erkennen  wir  aus  (9),  dass  die  Erummungl 
längs  einer  jeden  Erzeugenden  (?/)  veränderlich  ist,  da  sie  im  Nenner 
den  längs  der  Erzeugenden  (u)  veränderlichen  Abstand  v  Ton  der 
Leitcurve  enthält.  Diese  Grösse  v  käme  ja  nur  dann  in  A' nicht  Tor, 
wenn  p  =  q  =  0  wäre.  Man  erkennt  hieraus,  dass  es  unter  den 
geradlinigen  nicht-abwickelbaren  Flächen,  deren  Erzeu- 
gende keine  Minimalgeraden  sind,  keine  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  giebt 

Durchläuft  der  Punkt  {n,  v)  eine  Erzeugende  (n)  und  strebt  ff 
ins  ünendlichfeme,  d.  h.  wird  v  unendlich  gross,  so  convergieri  dii 
Krümmung  nach  (9)  gegen  Null,  was  wir  auch  so  ausspredM 
können:  Im  Unendlichfemen  hat  die  geradlinige  Fläche  den  Chi- 
rakter  einer  abwickelbaren  Fläche.  Dies  kann  man  sich  auch  geo- 
metrisch leicht  erklären. 

Auf  der  Erzeugenden  {u)  erreicht  nun  die  Krümmung,  absoM 
genommen,  da  ein  Maximum,  wo  der  Diiferentialquotient  des  Nennen 
von  K  nach  v  gleich  Null  ist     Dies  tritt  ein  für  den  Wert  von  « 


(10) 


p 


Diese  Stelle  (?/,  b)  heisst  der  Mittelpunkt  der  Erzeugenden  (ir);*^ 
dort  hat  die  Krümmung  den  Wert: 


("') 


«--(^T 


Man  kommt  leicht  auf  die  Vermutung,   dass  der  Mittelpi 
diejenige  Stelle  der  Erzeugenden  {n)  ist,  an  der  sie  der  anen< 
benachbarten  Erzeugenden  {u  +  du)  am  nächsten  kommt    In  der] 
That: 

Ist  {u,  t))  diejenige  Stelle  der  Geraden  (u),  in  der  der 
Abstand  dieser  Erzeugenden  von  der  Erzeugenden  (u  +  du) 
so  muss  diejenige  Tangente  der  durch  den  Punkt  {u,  t))  gel 
orthogonalen  Trajectorie  (t))  der  Erzeugenden,  deren  Berührun| 
der  Punkt  (u,  t))  ist,   die  Erzeugende  (ti  +  'du)   senkrecht 
Sie   hat   aber   Richtungscosinus   proportional  x^^  y^,  z^   för  v 


'  Nach  Chasles,  ,,M6moire  sur  les  surfaces  engendr^es  pari 
ligne  droits",  Correepondance  math.  et  phys.  de  Qüetklbt,  t  XI  (ISS^V     '^ 
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und    die  Erzeugende  {u  +  du)  hat  die  Richtungscosinus  f+f'du, 
g  +  S^dUf  h  +  Käu.    Also  fordern  wir  für  v  =^t>: 

s(f+rdu)x^  =  o 

€>d6r,  da  S/*^«  »  0  nach  S.  217  ist: 
oder  nach  (6)  und  (7)  wegen  11  {Ä): 

aber  diese  Gleichung  giebt  wieder  den  Wert  (10)  von  t). 

Sati  98:  Längs  einer  solchen  Erzengenden  einer  gerad- 
linigfen  Fläche,  die  keine  Minimalgerade  ist,  erreicht  die 
KrtLinmung  der  Fläche,  absolut  genommen,  ihr  Maximum 
an  derjenigen  Stelle,  an  der  die  Erzeugende  einer  unend- 
lich   benachbarten  Erzeugenden  am  nächsten  kommt 

Nach  (10)  und  (11)  ist 

to  1  1 

(12)  P^ 


7  = 


ö«-  ^ 


V-st 


D'- 


k 


sich  das  Krümmungsmaass  K  nach  (9)  so  ausdrückt: 


US) 


ir  = 


ft 


[l-ft(r-ö)»P 


h« 


Hiermit  ist  die  Krümmung  K  im  Punkte  {u,  v)  aus- 
gedrückt durch  die  Krümmung  9t  im  Mittelpunkte  (i£,  t)) 
der  Geraden  {u)  und  durch  den  Abstand  i?  —  t)  beider 
Punkte  von  einander.     Man  sieht,  dass  symmetrisch 
am  Mittelpunkt  gelegene   Punkte   der  Erzeugenden 
dttselbe  Krümmungsmaass  haben. 

Die  Tangentenebene   des  Punktes  P  oder  (u,  v) 
ttihSit  die   durch   ihn  gehende   Erzeugende  {u)  und 
ie  Tangente  der  durch  ihn  gehenden  Parameterlinie  (v). 
IXe  letztere  Tangente   ist,    weil   die   Curve  {v)  eine 
Vthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden  ist,  diejenige 
Sende,  die  im  Punkte  P  auf  der  Graden  (u)  senk- 
recht steht   und   überdies  die  unendlich  benachbarte 
äsoogende  {u  +  du)  schneidet,   etwa  in  Q.     Ferner 
jei  A  der  Mittelpunkt  (u,  t))   der   Erzeugenden  {u),   also   derjenige 
Paukt  Aj  in  dem  der  kürzeste  Abstand  AB  zwischen  den  beiden 
fizeagenden  beginnt^  siehe  Fig.  72.   Ziehen  wir  durch  P  die  Parallele 


Fig.  72. 
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zu  AB  und  durch  B  die  Parallele  zu  AP,  so  schneiden  sich  beide 
Parallelen  in  einem  Punkte  C.  Die  Geraden  PC  und  PQ  stehen 
alsdann  auf  PA  senkrecht  Die  Tangentenebene  von  P  ist  die 
Ebene  PQA.  Bückt  P  nach  A,  so  wird  diese  Ebene  zur  Ebene 
ABCP,  Dies  also  ist  die  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  A. 
Beide  Tangentenebenen  schneiden  einander  längs  PA^  und  es  ist 
-^CPQ  ihr  Neigungswinkel  gegen  einander.  Da  Pi^  auf  PC  und 
PQ  senkrecht  steht,  so  ist  -^BCQ  ein  Rechter.  Da  -4J?  auf  AP 
und  BQ  senkrecht  steht,  so  ist  -^PCQ  auch  ein  Rechter.  Ist  der 
unendlich  kleine  kürzeste  Abstand  JB^da  und  der  unendlich 
kleine  Winkel  der  beiden  Erzeugenden,  d.  h.  ^^CBQ  =  dr,  so  folgt 
aus  ABCQ  und  aPCQ: 

Cq^APdr, 
(14)  tgCP(2  =  -J-g-  =  JP^. 

Variiert  der  Punkt  P  auf  der  Erzeugenden  (?/),  so  ändert  sich  in 
dieser  Formel  rechts  nur  der  Factor  AP,  Daher  erkennen  wir  zu- 
nächst geometrisch: 

Satz  94:^  Bewegt  sich  ein  Punkt  P  auf  einer  solchen  Er- 
zeugenden einer  geradlinigen  Fläche,  die  keine  Minimal- 
gerade ist,  so  dreht  sich  seine  Tangentenebene  um  die  Er- 
zeugende in  der  Art,  dass  die  Tangente  des  Winkels,  den 
sie  mit  der  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  der  Er- 
zeugenden bildet,  proportional  dem  Abstände  des  beweg- 
lichen Punktes  von   dem   Mittelpunkte  ist. 

Um  dies  auch  analytisch  exact  einzusehen,  bestimmen  wir  die 
Richtungscosinus  X,  Y,  Z  der  Flächennormale.  Nach  XI  (F),  (7), 
II  (6')  und  (8)  ist: 

0^.                       „             ^  r  «  +  (1  —  w  r) (sin  w  •  /  —  cos  w  •  X) 
i))  A  =  —  — ---J=r   -  r^  -_   _ . 

Dabei  ist  die  Quadratwurzel  im  Nenner  im  reellen  Fall  positiv  zu 
wählen,  weil  sie  J)  vorstellt.  Insbesondere  seien  X,  ^,  3  ^^®  Rich- 
tungscosinus der  Normale  des  Mittelpunktes  (//,  D).     Nach  (10)  ist: 

.-  p.  Y  pa  +  q  (sin  (o  •  l  —  cöö  w  •  k) 


Jetzt  iinden  wir  für  den  Winkel  &  der  Normalen  des  Punktes  (ii,  v) 
^  Dieser  Satz  uud  Satz  95  bei  Chaslbs,  siebe  die  Anm..  zu  S.  220. 
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und  der  Normalen  des  Mittelpunktes  {u,  t))  oder  also  für  den  Winkel 
der  Tangentenebenen  beider  Punkte  nach  II  {A): 


cos  i^-  =  S  XX  =  — r- 


<I 


oder  nach  (12): 

cos  &  =    ,  . 

l/l-Ä(i^-ö)« 

Hieraus  aber  folgt: 

Da  Ä  im  reellen  Fall  stets  negativ  ist,  so  wird  dadurch,  dass  wir 
(17)  tg,^  =  (t;-t))y^=rä 

ansetzen,  dem  Winkel  i^  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt,  sobald  wir 
die  Quadratwurzel  aus  —  ^  positiv  wählen.  Es  ist  nämlich  alsdann 
tg&  positiv  für  diejenigen  Stellen  der  Erzeugenden  («),  die  ein 
Punkt  durchläuft,  wenn  er  vom  Mittelpunkt  A  in  positiver  Richtung 
auf  der  Erzeugenden  entlang  geht  (t;  >  t)).  Dabei  wächst  &'  von  0 
bis  ^n.  Durchläuft  der  Punkt  das  rückwärtige  Stück  der  Geraden 
bis  ins  Unendliche,  so  nimmt  i^-  von  0  bis  —  |  ;r  ab.  Durchläuft 
der  Punkt  die  ganze  Gerade,  so  beschreibt  demnach  seine  Tangenten- 
ebene einen  gestreckten  Winkel,  indem  die  Tangentenebene  im  ün- 
endlichfemen  auf  der  im  Mittelpunkte  A  senkrecht  steht.  Nebenbei 
bemerkt  dürfen  wir  —  entgegen  unseren  sonstigen  Festsetzungen  — 
hier  auch  das  ünendlichferne  in  Betracht  ziehen,  da  die  erzeugen- 
den Geraden  der  Fläche  bis  ins  Unendlichferne  wohl  definiert  sind. 
Besonders  hervorgehoben  sei  noch,  dass  die  Normale  der  Fläche  im 
Unendlichfernen  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  positiv  ist,  je 
nachdem  man  bis  t?  =  +  oo  oder  t;  =  —  CX)  geht. 

Die  Formel  (17)  sagt  wie  vorhin  die  Formel  (14),  in  der  ja 
^CPQ  =  »V-  ist,  gerade  das  aus,  was  wir  schon  in  Satz  94  aus- 
gesprochen haben. 

Dem  Satze  können  wir  noch  eine  andere  Fassung  geben:  Auf 
der  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  A  errichten  wir  ein  Lot, 
dessen  kürzester  Abstand  von  der  Erzeugenden  (m)  gleich  der  Längen- 
einheit ist.  Auf  diesem  Lot  schneidet  dann  die  Tangentenebene  des 
Punktes  {u,  v)  gerade  die  Strecke  tg  iT-  ab.  Also  ist  das  Doppel- 
verhältnis der  Tangentenebenen  von  vier  Punkten  der  Erzeugenden 
(?/)  gleich  dem  der  vier  zugehörigen  Werte  von  tgiT-,  nach  Satz43| 
I  S.  334,  und  nach  Satz  38,  I  S.  332.  Nach  (17)  aber  ist  dies 
letztere  Doppelverhältnis   gleich    dem   der   vier  zugehörigen   Werte 
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von  t)^  wegen  Satz  35,  I  S.  328^  oder  also  gleich  dem  der  fier » 
gehörigen  Berührungspunkte.    Daher: 

Satz  95:  Auf  einer  geradlinigen  Fläche,  deren  Erm- 
gende  keine  Minimalgeraden  sind,  ist  das  DoppeWerhUt* 
nis  von  vier  Punkten  einer  Erzeugenden  gleich  dem  Dop- 
pelverhältnis  ihrer  Tangentenebenen.  Insbesondere  Btekt 
die  Tangentenebene  des  Mittelpunktes  auf  der  Tangentei- 
ebene  im  Unendlichfernen  senkrecht. 

Sind  g  und  h  zwei  unendlich  benachbarte  Ehrzeugende  der 
Fläche  und  ist  Ä  der  Mittelpunkt  von  gy  so  enthält  die  Tangentn- 
ebene  von  A  die  Gerade  g  und  den  kürzesten  Abstand  äBvaj 
und  h]  die  Tangentenebene  des  unendlich  fernen  Punktes  voof 
steht  auf  dieser  Ebene  senkrecht  Daraus  folgt:  Ziehen  wir  isA 
einen  Punkt,  etwa  durch  den  Anfangspunkt  0,  die  Parallelen/ 
und  Ä'  zu  g  und  Ä,  und  errichten  wir  in  0  auf  der  Ebene  toh/ 
und  h'  das  Lot  q',  so  ist  die  Tangentenebene  von  A  der  EbeK 
von  g  und  g'  parallel;  und  da  die  zu  dieser  letzteren  Ebene 
rechte  Ebene  durch  g  auch  h'  enthält^  so  ist  die  TangentenebeMi 
des  unendlich  fernen  Punktes  von  g  der  Ebene  von  ^'  und  I 
parallel. 

Wenn  wir  durch  0  zu  allen  Erzeugenden  die  Parallelen  zi< 
so  entsteht  ein  Kegel,  und  die  Ebene  von  g'  und  h'  ist  eine 
gentenebene  des  Kegels.     Also: 

Satz  96:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  die  Parallelen 
zu   den  Erzeugenden  g   einer   geradlinigen  Fläche,  so 
die  Tangentenebene   dos   unendlich  fernen  Punktes  tod 
derjenigen  Ebene  parallel,  die  den  Kegel  jener  Geraden 
längs  der  zugehörigen  Mantellinie  g'  berührt 

Den  Kegel  der  Parallelen  g   zu  der  Erzeugenden  g  nennt 
den  Richtungskegel  der  geradlinigen  Fläche.    Ist  er 
so  kann  man  leicht  die  Stellungen  derjenigen  Tangentenebenea 
stimmen,  die  die  Fläche  in  den  Mittelpunkten  A  der  Erzeugende! 
berühren,  indem  man  nämlich  zu  jeder  Tangentenebene  des 
tungskegels  diejenige  Ebene  construiert,  die  auf  dieser  Ebene 
der  Mantellinie  g   senkrecht  steht     Sie  ist  der  Tangentenebene 
Mittelpunktes  A  der  zugehörigen  Erzeugenden  g  parallel. 

Der  Ort   der  Mittelpunkte   A   aller  Erzeugenden  g  heisst 
Strictionscurve    der    geradlinigen    Fläche.^      Die   Stri< 


^  Nach  CiiASLEs,  siehe  die  Anm.  zu  S.  220. 
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irre  ist  also  einerseits  der  Ort  derjenigen  Punkte  der  Erzeagenden, 
I  denen  die  Erdmmnng  der  Fläche,  absolnt  genommen,  ihr  Uaü- 
imn  erreicht,  andererseits  der  Ort  deqeaigen  Punkte  der  Erzeagen- 
n,  in  denen  diese  Erzeugenden  den  kleinsten  Abstand  von  den 
Hndlich  benachbarten  Erzeugenden  haben.  Die  erste  Definition 
Bnagt  bei  den  abwickelbaren  Flächen,  bei  denen  ja  die  Krflm- 
umg  Überall  gleich  Null  ist  [vgl.  Satz  90,  S.  214);  doch  kann  man 
la&n  infolge  der  zweiten  Definition  die  Gratlinie  als  Strictionscnrre 
«fbssen.  Wenn  aber  keine  Oratlinie  vorhanden  ist,  d.  h.  wenn  die 
Hldie  ein  Kegel  ist,  so  ist  die  Strictionscurve  zur  Spitze  des  Kegels 
Itgeneriert  Ist  aber  die  Fläche  ein  Gylinder,  so  kann  offenbar 
ede  der  Gurren,  in  denen  die  zu  den  Mantellinien  senkrechten 
ilwnen  den  Cylinder  schneiden,  als  Strictionscorve  bezeichnet  werden. 

Im  allgemeinen  ist  die  Strictionscurve  einer  geradlinigen  Fläche 
nne  orUiogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden,  denn  die  Strecken  0, 
it  sie  auf  den  Erzeugenden  (u]  abschneidet  —  gemessen  von  der 
Mtcnrre  an  — ,  sind  nach  (10)  im  allgemeinen  von  u  abhängig. 
ÜB  kfiizesten  Abstände  zwischen  je  zwei 
■endlich  benachbarten  Erzeugenden  sind 
ho  im  allgemeinen  nicht  die  Bogen- 
hmente  der  Strictionscurve.  Nur  der 
bt  ihrer  Anfangspunkte  oder,  was  ja  im 
kdlichen  aof  dasselbe  hinauskommt,  der 
Irt  ihrer  Endpunkte  ist  die  Strictions- 
Ue.  Dies  soll  durch  Fig.  73  erläutert 
Iwden.  Hier  sind  auf  einem  Botations- 
fpeiboloid  die  Geraden  der  einen  Schar 
l^eatet  Dabei  sind  die  kUrzeBten 
ll>ande  zwischen  je  zwei  nahe  auf  ein- 
aier  fönenden  Erzeugenden  construiert 
Hdra.  Die  Strictionscurve  ist  hier  der 
laute  Kreis  auf  dem  Hyperboloid,  die 
l^lMtan  Abstände  zwischen  je  zwei  un> 
Üdlidli  benachbarten  Erzeugenden  kreuzen  den  Ereis  unter  einem 
Mnen  Winkel. 

Es  kann  aber  vorkommen,  dass  die  Strictionscurve  eine  ortho- 
■lale  Trajectorie  der  Erzeugenden  ist.  Dies  tritt  z.  B.  dann  ein, 
MB  alle  Erzeugenden  eine  Gerade  senkrecht  schneiden,  wie  bei 
r  gemeinen  Schraubenfläche.  Die  Gerade  ist  dann  die 
rictionscurve.  Ist  die  Strictionscurve  eine  orthogonale  Trajectorie, 
«r  keine  Gerade,  so  kann  sie  als  Leitcurve  gewählt  werden,  sodass 


Fig.  73. 
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dann  die  Mittelpunkte  der  Erzeugenden  auf  der  Leitcur^e  liegen, 
also  t)  =  0  oder  nach  (10)  und  (5)  entweder  1 :  r  =  0  oder  cos  «o  =  0 
ist  Wäre  1  :r  =  0,  so  wäre  die  Strictionscurve  gegen  die  Voraus- 
setzung nach  Satz  27,  I  S.  221,  eine  Gerade.  Ist  coso>  =  0,  so  sind 
die  Erzeugenden  nach  (4)  die  Binormalen  der  Leitcurve.    Daher: 

Satz  97:  Auf  einer  geradlinigen,  aber  nicht  von  Mini- 
malgeraden gebildeten  Fläche  ist  die  Strictionscurve  nur 
dann  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Erzeugenden,  wenn 
die  Fläche  entweder  aus  den  Binormalen  einer  Curve 
oder  aus  denjenigen  Geraden  besteht,  die  eine  Gerade 
senkrecht  schneiden.  Alsdann  ist  die  Gurve  bez.  Gerade 
die  Strictionscurve. 

Die  Fläche  der  Binormalen  einer  Curve  ist  nach  I  S.  275  im 
allgemeinen  nicht  abwickelbar,  vielmehr  nur  dann,  wenn  die  Curre 
eben  ist  Alsdann  ist  die  Fläche  ein  Cylinder,  der,  wie  beme]4:ty 
unendlich  viele  Stiictionscurven  hat 

Hat  eine  geradlinige  Fläche  zwei  Scharen  von  je  CX)^  Geraden, 
so  ist  sie  nach  Satz  31,  S.  114,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Sind  die  Geraden  keine  Minimalgeraden,  so  gehört  zunächst  zu  jeder 
Schar  eine  Strictionscurve.  Legt  man  nun  durch  den  Punkt  0  die 
Ebenen  parallel  zu  den  Tangentenebenen  der  unendlich  fernen  Punkte 
der  Fläche,  so  umhüllen  sie  den  oben  erwähnten  Richtungskegel. 
Da  die  Erzeugenden  der  Fläche  den  Mantellinien  des  Kegels  parallel 
sind,  so  folgt,  dass  beide  Scharen  von  Erzeugenden  den 
Mantellinien  eines  und  desselben  Kegels  parallel  sind. 
Wenn  man  nun  diejenigen  Ebenen  construiert,  die  auf  den  Tan- 
gentenebenen des  Kegels  senkrecht  stehen  und  sie  längs  der  Mantel- 
linien schneiden,  so  hat  man  solche  co^  Ebenen,  denen  die  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  in  den  Punkten  einer  Strictionscurve  nach  dem 
Obigen  parallel  sind.  Man  findet  also  die  Strictionscurve  ganz  un- 
abhängig von  der  gewählten  Schar  der  Erzeugenden,  indem  man 
diejenigen  oo^  Punkte  der  Fläche  sucht,  deren  Tangentenebenen 
den  soeben  construierten  oo^  Ebenen  parallel  sind.  Mithin  fallen 
beide  Strictionscurven  zusammen. 

Aus  dem  Richtungskegel  und  den  Erzeugenden  einer  gerad- 
linigen Fläche  kann  man  rückwärts  die  Tangentenebenen  der  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Fläche  construieren,  indem  man  durch 
jede  Erzeugende  gi  diejenige  Ebene  legt,  die  der  Tangentenebene 
der  zugehörigen  Mantellinie  ^'  des  Kegels  parallel  ist  Die  co^  Tan- 
gentenebenen der  unendlich  fernen  Punkte  umhüllen  nach  Satz  15, 
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I  S.  293^  eine  abwickelbare  Fläche,  die  man  als  die  asymptotische 
abwickelbare  Fläche  der  geradlinigen  Fläche  bezeichnen 
kann.  (Vgl.  I  S.  18.)  Diese  abwickelbare  Fläche  kann  ausarten; 
so  sind  z.  B.  die  Tangentenebenen  der  unendlich  fernen  Punkte 
einer  gemeinen  Schranbenfläche  (vgl.  S.  60)  die  Ebenen  senk- 
recht zur  Schraubungsaxe;  beim  einschaligen  Hyperboloid  ist  diese 
abwickelbare  Fläche  ein  reeller  Kegel  u.  s.  w.  Wir  wollen  hierauf 
nicht  näher  eingehen. 

Wie  wir  oben  sahen,  giebt  es  unter  denjenigen  geradlinigen 
Flächen,  deren  Geraden  keine  Minimalgeraden  sind,  ausser  den 
abwickelbaren  Flächen  keine  Flächen  constanter  Ejrümmung.  Ganz 
anders  verhält  es  sich  bei  den  Flächen  von  Minimal- 
geraden, wie  schon  das  Beispiel  der  Kugel  (vgL  Satz  26,  S.  64) 
lehrt,  denn  die  Kugel  ist  ja  eine  Fläche  constanter  Krümmung. 

Wollen  wir  eine  Fläche  von  Minimalgeraden  analytisch 
darstellen,  so  wählen  wir  irgend  eine  Curve  auf  ihr  als  Leitcurve, 
etwa  eine  der  krummen  Minimalcurven  der  Fläche.  Denn  alsdann 
schliessen  wir  ja  nur  die  Kugeln,  auf  denen  auch  die  Minimalcurven 
der  zweiten  Art  Geraden  sind,  und  die  Tangentenflächen  von  Mini- 
malcurven aus.  Die  Kugeln  haben  constante  Krümmung,  und  auf 
den  Tangentenflächen  von  Minimalcurven  versagt  die  Definition  der 
Krümmung  nach  S.  214. 

Nach  Satz  50,  I  S.  342,  sei  also  die  Minimalcurve: 

(18)       E  =  |J(l-w2)qp(«)rfw,    \)==^J(l  +  u^(p{u)du,    i=jucp{u)du 

die  Leitcurve.  Dabei  bedeutet  (p  eine  beliebige  von  Null  verschiedene 
Function  des  Parameters  u. 

Durch  den  Punkt  (m)  der  Leitcurve  geht  eine  Minimalgorade 
der  Fläche.  Längs  dieser  Geraden  wachsen  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  um  solche  Grössen  A,  £,  C,  bei  denen  die  Summe  der 
Quadrate  gleich  Null  ist: 

Sie  werden  dabei  Functionen  von  u  sein.  Wie  in  I S.  340  schreiben  wir: 

{A  +iB){A^iB)^-C^ 

und  setzen: 

A-\-iB  ,  V  A-iB  1 

ri =  ö>  (w)  ,         -ri =  —TT  » 

sodass  wir  haben: 

A.B:C=^--[\^(o^:^{\  +  G>'^:w. 

15* 


228 


Zweiter  Abschnitt:   Die  Krümmimg  der  Fläche. 


Nun  sind  die  Gleichungen  der  Fläche  mit  der  Leitcurve  (18): 


(19) 


^  =  1/(1  -  u^<pdu  +  |(1  -  tt>»)r, 
y  =  y/(1  +  u^(pdu  +  -|-(1  +  (o^v, 
z  =       I        u(pdu        +  (o    V, 


ausgedrückt  mittels  der  Parameter  u  und  v. 
Hier  ist: 

jr„  =  y(l-tt»)9)-    <»ö>'»,       jr^  =  y(l-tt>»), 

daher  nach  XI  (.4): 

(20)  F:=.^l.{u--a)y(p,       G  =  0. 

Da  femer  x^^,  y^^,  z^^  gleich  Null  sind,   so  ist  auch  die  Funda/- 
mentalgrösse  iV=  0  nach  (9),  S.  106,  während  sich  wegen: 


ergiebt: 


X      =  —  (0  (0  , 

UV  f 


2D 


z     =  a> 


Da  -ö*  nach  (20)  gleich  —  F^  ist,   so  ergiebt  sich  nach  Satz  89, 
S.  214,  flir  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche  der  Wert: 


a:  = 


4  6) 


/» 


(tt  —  ü))*  9* 


der  nur  von  u  abhängt,  nicht  von  v,  woraus  folgt,  dass  bei  einer 
Fläche  von  Minimalgeraden  die  Krümmung  längs  jeder 
Erzeugenden  constant  ist 

Soll   die  Krümmung  auf  der  ganzen  Fläche  einen  constanten 
Wert  K  haben,  so  haben  wir  nach  der  letzten  Formel 

2ü)' 


^        l/iT  (tt  -  fi))« 

zu  setzen.    Mithin  folgt  aus  (19): 

Satz  98:  Ausser  den  Kugeln  und  abwickelbaren  Flächen 
giebt    es    noch    andere    geradlinige    Flächen    constanter 


§  14,     Die  mittlere  Krümmung  der  Flächen,  229 


Erilmmung  K.    Ihre  Geraden  sind  Minimalgeraden.    Jede 
solche  Fläche  lässt  sich  so  darstellen: 

1        f  (1  -l««)«'  ,1/1  2\ 

X  =  -— ^  I  -^ '- — du  H (1  —  w*)t;, 

yZ  J     (tt  -  fi))«  2  ^  ' 

z  =  — — 3- / du  +  0)    V. 

Hierin  bedeutet  co  eine  beliebige  nicht  constante  Function 
des  Parameters  u,^ 

§  14.    Die  mittlere  Krflminung  der  Flächen. 

Das  in  §  12  aufgestellte  Krümmungsmaass  entspricht  in  mancher 
Beziehung  nicht  den  Anforderungen,  die  man  von  Yomherein,  ehe 
man  an  eine  strenge  Definition  geht,  an  ein  Krümmungsmaass  zu 
stellen  geneigt  ist  So  z.  B.  muss  man  sich  erst  darein  finden,  dass 
nicht  nur  die  Ebenen,  sondern  auch  die  abwickelbaren  Flächen 
nach  Satz  90^  S.  214,  das  Krümmungsmaass  Null  haben,  obwohl 
doch  diese  Flächen  augenscheinlich  krumm  sind.  Wir  werden  femer 
später  sehen,  dass  sich  das  Krümmungsmaass  nicht  ändert,  wenn 
man  eine  Fläche  ohne  Dehnung  verbiegt  So  interessant  dieser 
Umstand  an  sich  ist,  so  wenig  entspricht  er  doch  der  Erwartung, 
die  man  von  vornherein  hegt,  denn  bei  einer  Verbiegung  der  Fläche 
ist  man  geneigt,  zu  sagen,  dass  sich  ihre  Krümmung  ändert  Diese 
und  andere  Gründe  sind  die  Ursache  dafür,  dass  verschiedene  andere 
Functionen  als  Maass  der  Krümmung  vorgeschlagen  worden  sind. 
So  auch  die  Grösse,  die  wir  jetzt  besprechen  wollen  und  die  man 
als  die  mittlere  Krümmung  zu  bezeichnen  pflegt,  um  sie  von 
dem  Krümmungsmaass  K  zu  unterscheiden.  Zu  dieser  Grösse 
hat  eine  physikalische  Frage  geführt.  Man  zeigt  nämlich  in  der 
Physik,  dass  ein  Teilchen,  das  an  einer  Stelle  P  der  Oberfläche 
einer  Flüssigkeit  liegt,  von  denjenigen  Teilchen,  die  in  einer  Schnitt- 


^  Diese  imaginären  geradlinigen  Flächen  von  constanter  Krümmung 
wurden  früher,  wie  es  scheint,  stets  übersehen  und  erst  1896  von  StIckbl  be- 
stimmt in  der  in  der  Anm.  auf  S.  118  genannten  Abhandlung.  Allerdings  er- 
fordert die  Aufstellung  ihrer  endlichen  Gleichungen  bei  StIokel  noch  die  Inte- 
gration einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  während 
die  obigen  Formeln  nur  noch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  ent- 
halten. 
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ebene  der  Fläche  durch  die  Normale  Ton  P  liegen,  eine  Anziehung 
erfährt,  die  —  abgesehen  von  einer  uns  nicht  interessierenden  physi- 
kalischen Constanten  —  gleich  der  ErilmmuDg  l:r  der  durch  die 
Ebene  bestimmten  Schnittcurve  der  Fläche  an  der  Stelle  P  ist. 
Will  man  also  die  gesamte  Anziehung  ermitteln,  die  P  erfährt,  die 
sogenannte  Oberflächenspannung  in  P,  so  hat  man  das  Mittel 
aus  den  Krümmungen  1 :  r  aller  Normalschnitte  von  P  zu  bilden. 

Es  liegt  also  jetzt  die  rein  mathematische  Frage  vor:  Durch 
die  Normale  eines  Punktes  P  einer  Fläche  werden  Ebenen  gelegt, 
von  denen  je  zwei  auf  einander  folgende  denselben  Winkel  mit  ein- 
ander bilden.  Alsdann  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Krüm- 
mungen 1 :  r  aller  dieser  Normalschnitte  zu  bilden  für  den  Fall, 
dass  der  erwähnte  Winkel  unendlich  klein  ist.  Es  ist  also  die 
Summe  aller  Krümmungen  1 :  r  durch  ihre  Anzahl  zu  dividieren. 
Dies  ist  nach  Satz  22,  S.  135,  ohne  weiteres  zu  erledigen:  Wir 
bUden  die  Summe,  indem  wir  paarweis  die  beiden  Krümmungen  za- 
sammenfassen,  die  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Normalschnitten 
auftreten.  Dieses  Paar  liefert  nach  dem  erwähnten  Satze  den 
Mittelwert: 

wenn  B^  und  P^  die  Hauptkrümmungsradien  von  P  sind,  also  einen 
Wert,  der  für  jedes  dieser  Paare  derselbe  ist  Mithin  ist  auch  das 
gesamte  arithmetische  Mittel  gleich  diesem  Werte,  der  also  das 
Maass  der  Oberflächenspannung  darstellt 

Aus  dem  angezogenen  Satz  folgt  also  der 

Satz  99:  Legt  man  durch  die  Normale  eines  Flächen- 
punktes P,  dessen  Hauptkrümmungsradien  R^  und  B^  sind, 
lauter  Schnittebenen,  von  denen  je  zwei  benachbarte  den- 
selben unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden,  so 
ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Krümmungen  aller 
Schnittcurven  in  P  gleich: 


*  (*7  ^  i)  • 


Die  hier  auftretende  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungen,  die 
wir  in  (23),  S.  118,  mit  H  bezeichnet  haben,  nennt  man  die  mitt- 
lere Krümmung  der  Stelle  P  der  Fläche.^  Nach  (22),  S.  118, 
drückt  sie  sich  durch  die  Fundamentalgrössen  so  aus: 

^  Übrigens  herrscht  in  dieser  Beziehung  keine  Übereinstimmung  unter 
den    verschiedenen   Autoren.     Ursprünglich    hat   man   wohl   ^H  als   mittlere 
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...  „        EN-2FM'\-  GL 

und  diese  Formel  soll  als  Definition  der  mittleren  Krüm- 
mung auch  für  den  Fall  gelten,  dass  P  gar  keine  Haupt- 
krümmungsradien hat,  also  auf  den  Flächen,  die  eine  Schar  von 
Minimalgeraden  enthalten  (vgL  S.  115). 

Zu  dieser  mittleren  Krümmung  H  führt  uns  auch  die  Beant- 
wortung der  Frage,  wie  sich  der  Inhalt  eines  unendlich  kleinen 
Flächenstückes  ändert,  wenn  man  die  Fläche  selbst  einer 
unendlich  kleinen  Änderung  unterwirft. 

Es  sei  nämlich  die  Fläche  vorgelegt: 

von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  nicht  die  Tangenteufläche  einer 
Minimalcurve  sei,  sodass  auf  ihr  die  Grösse  1)  nach  Satz  9,  S.  29, 
nicht  gleich  Null  ist  Wenn  man  nun  die  Fläche  unendlich  wenig 
ändert,  sodass  sie  in  eine  unendlich  benachbarte  Fläche  übergeht, 
so  wird  auf  der  Normalen  eines  jeden  Flächenpunktes  (w,  v)  ein 
Punkt  der  unendlich  benachbarten  Fläche  liegen.  Wir  können  daher 
die  Änderung  dadurch  erzielen,  dass  wir  jeden  Punkt  (m,  v)  der 
Fläche  (2)  längs  seiner  Normalen  um  ein  unendlich  kleines  Stück 
verschieben.  Die  Grösse  der  Verschiebung  wird  von  Punkt  zu  Punkt 
eine  andere  und  daher  eine  Function  von  u  und  v  sein.  Sie  habe 
den  Wert 

wenn  6  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  die  für  alle  Punkte 
(?/,  v)  dieselbe  sein  soll.  Sind  X,  Yj  Z  die  Richtungscosinus  der 
Flächennormale,  so  sind  dann: 

(3)  X  =  X  +  XvB,       y  ^  y  +  YvB,       z  =  z  +  Zvb 

die  Gleichungen  der  neuen  Fläche.  Hierin  sind  x,  y,  z  die  Func- 
tionen (2)  und  X,  7,  Z  die  nach  XI  {F)  zu  berechnenden  Functionen 
von  u  und  v.  Jedem  Wertepaar  Uj  v  gehört  ein  Punkt  der  Fläche  (2) 
und  ein  Punkt  der  neuen  Fläche  (3)  zu;  letzterer  liegt  auf  der  Nor- 
malen des  ersteren.  Die  Fuudamentalgrössen  erster  Ordnung  seien 
auf  der  neuen  Fläche  mit  JE,  F,  0  bezeichnet  Sie  werden  sich  nur 
unendlich  wenig  von  den  entsprechenden  Fuudamentalgrössen  E,  F^  0 
der  alten  Fläche  unterscheiden.     Wir  wollen  sie  berechnen,  indem 


Krümmung   bezeichnet,   wie   es   auch  Darboux  thut     Wir  schliessen  ods  an 
BiANCHi  und  Stahl-Kommerell  an. 
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wir  dabei  diejenigen  Glieder  vernachlässigen,  die  hinsichtlich  e  von 
höherer  als  erster  Ordnung  unendlich  klein  sind.   Zunächst  giebt  (3): 

(4)  ^„  =  ^«  +  X^«'«  +  Xv«6,      x^=-x^  +  X^vB  +  Xv^e 

TL  s.  w.     Also  ist  nach  XI  {A): 

JE:^SxJ+2{vSx^X^+v^Sx^I)B. 

Die  erste  Siimme  rechts  ist  gleich  E,  die  zweite  nach  (10),  S.  106, 
gleich  —  Z  und  die  dritte  nach  XI(/)  gleich  Null,  sodass  wir  haben: 

Ä=  E—  2vLb. 
So  kommt  überhaupt: 

(5)  E=E-^2vLb,      F^  F-2vMb,       Q^  G--2vNb. 
Dann  ist  nach  XI  (£7) : 

D^=^EG-^F^  =  EO-^  F^-2v{EN-2FM+  OL)b, 

immer  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  6.  Hieraus 
folgt,  wenn  die  Quadratwurzel  ausgezogen  wird: 

(6)  D  =  D-~{EN-^2FM+  OL)b. 

Diese  Formel  hat  im  reellen  Fall  das  richtige  Zeichen,  da  sich  ja  D 
für  6  =  0  auf  D  reducieren  muss. 

Nach  (1)  können  wir  hierfür  schreiben: 

(7)  ß=-D-^vDHe. 

Hieraus  folgt  nach  Satz  14,  S.  85: 

Satz  100:  Ändert  man  eine  Fläche  dadurch  unendlich 
wenig,  dass  man  jeden  Punkt  {u,  v)  der  Fläche  um  eine 
Strecke  v{u,v)b  auf  seiner  Normalen  verschiebt  —  wobei  e 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet  — ,  so  ändert  sich 
der  Inhalt  des  von  den  vier  Punkten  (m,  v),  {u  +  du,  v), 
(u,v  +  dv),  {u  +  du,  V  +  dv)  gebildeten  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  um  die  Grösse 

—  V  B  Hdudv  •  6, 

wo  D  =  ]/J?G^  —  F^  und  H  die  mittlere  Krümmung  im  Punkte 
(m,  v)  ist  Hierbei  sind  die  hinsichtlich  b  von  höherer  Ord- 
nung unendlich  kleinen  Grössen  vernachlässigt  worden. 

Ein  Flächenstück  kann  man  sich  immer  aus  Parallelogrammen 
von  der  erwähnten  Art  zusammengesetzt  denken.     Ist  nun  dJ  der 
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Inhalt  eines  unendlich  kleinen  Stückes  der  Fläche  (2)  an  der  Stelle 
{u,  v)  nnd  dJ  die  entsprechende  Grösse  bei  der  Fläche  (3),  so  haben 
wir  also: 

(8)  dJ-dJ:=-vE6'dJ, 

da  Ddudv  der  Inhalt  jenes  unendlich  kleinen  Parallelogramms  in 
obigem  Satze  ist     Also: 

Satz  101:  Ändert  man  eine  Fläche  dadurch  unendlich 
wenig,  dass  man  jeden  Punkt  auf  seiner  Normalen  um  eine 
unendlich  kleine  und  von  Punkt  zu  Punkt  beliebige  Strecke 
▼  erschiebt,  so  ist  die  Änderung  des  Inhaltes  eines  unend- 
lich kleinen  Flächenstückes  proportional  dem  Inhalte 
selbst,  der  Verschiebungsstrecke  und  der  mittleren  Krüm- 
mung an  der  betreffenden  Stelle. 

Wenn  wir  insbesondere  die  Verschiebungsstrecke  constant, 
gleich  €,  wählen,  so  ist  i'  =  1  und  es  folgt: 

dJ-'dJ^^-  Ee-dJ. 

Dabei  geht  eine  Parallelfläche  der  Fläche  (1)  hervor,  nach  S.  205. 
Demnach  ist  die  Änderung  des  Inhaltes  bei  Parallelflächen 
proportional  dem  Flächeninhalte  selbst  und  mittleren 
Krümmung. 

Ist  P  eine  reelle  Stelle  der  Fläche  und  ist  die  Stelle  elliptisch 
(vgl.  S.  140),  sodass  Ä^  und  Ä,  dort  dasselbe  Zeichen  haben,  so  ist 


positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
auf  der  positiven  oder  negativen  Normalen  liegen  (vgL  S.  139).  Man 
sieht  also,  dass  die  Parallelfläche  grösseren  Inhalt  hat,  sobald  H 
entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  e  hat,  d.  h.  sobald  sie  auf  der  con- 
vexen  Seite  der  ursprünglichen  Fläche  liegt.  Ist  dagegen  P  ein 
hyperbolischer  Punkt  und  z.  B.  Ä^  >  0,  Ä,  <  0,  so  ist  if  >  0,  wenn 
Ji^f  absolut  genommen,  grösser  als  B^  ist  Daher  hat  dann  die 
Parallelfläche  grösseren  Inhalt,  wenn  sie  auf  derjenigen  Seite  der 
alten  Fläche  liegt,  auf  der  auch  der  von  P  weiter  entfernte  Haupt- 
krümmungsmittelpunkt  gelegen  ist 

Wir  wollen  unsere  Ergebnisse  für  ein  wichtiges  Problem  in 
Anwendung  bringen: 

Angenommen,  es  sei  eine  reelle  geschlossene  Gurve  c  gegeben. 
Dann  können  wir  uns  -  beliebig  viele  reelle  Flächen  vorstellen,  die 
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durch  diese  Curve  hindurchgehen.  Wir  werden  dann  sagen,  dass 
das  innerhalb  der  Curve  c  gelegene  Stück  einer  solchen 
Fläche  einen  kleinsten  Inhalt  hat,  wenn  sein  Inhalt  kleiner 
ist  als  der  des  entsprechenden  Stückes  aller  unendlich  benachbarten 
reellen  Flächen  durch  die  Curve  c. 

Ist  etwa  gerade  die  Fläche  (2)  eine  solche  Fläche  kleinsten 
Inhaltes,  so  muss  die  Curve  c  auf  der  Fläche  liegen,  und  diejenigen 
Flächen,  deren  Inhalt  wir  mit  dem  der  Fläche  (2)  vergleichen, 
müssen  zur  Fläche  (2)  unendlich  benachbart  sein  und  ebenfalls  c 
enthalten.  Eine  dieser  benachbarten  Flächen  können  wir  also  all- 
gemein dadurch  finden,  dass  wir  auf  den  Normalen  der  Fläche  (2) 
solche  unendlich  kleine  reelle  Strecken  v{u,v)e  auftragen,  die  ins- 
besondere für  die  Punkte  der  Curve  c  gleich  Null  sind.  Nun  ist 
der  Inhalt  der  Fläche  (2),  soweit  er  im  Innern  der  Curve  c  liegt^ 
als  Doppelsumme  der  Inhalte  der  unendlich  kleinen  Parallelogramme 
der  Parameterlinien  darstellbar,  also  nach  Satz  14,  S.  35,  als  das 
Doppelintegral: 

J=  C  CDdudv, 

erstreckt  über  alle  diejenigen  Werte  von  u  und  v,  die  den  Punkten 
in  Innern  der  Curve  c  zukommen.  Bei  der  unendlich  benachbarten 
Fläche  (3)  haben  wir  nach  (7)  analog  den  Flächeninhalt: 

ff{D-vI)HB)dndv 
oder: 

/=  f  fDdudv  —  €  f  CvDHdtidv. 

Nun  ist  zu  beachten,  dass  wir  in  der  Formel  (7)  die  höheren 
Potenzen  von  e  vernachlässigt  haben,  daher  ist  auch  in  der  Formel: 


J^J=-^  effv B Edu dv 


von  den  höheren  Potenzen  von  €  abgesehen.  Man  weiss  aber,  dass 
eine  Reihenentwickelung  nach  Potenzen  von  €  dasselbe  Vorzeichen 
wie  das  Glied  niedrigster  Potenz  hat,  mithin  ist  /—  /,  sobald  der 
Coefficient  der  ersten  Potenz,  also: 


I  1  V  B II du  dv  y 


von  Null  verschieden  ist>  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  man  €  positiv 
oder  negativ  wählt  Also  ist  in  diesem  Falle  die  Fläche  (2)  sicher 
keine  Fläche  kleinsten  Inhaltes. 
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Die  Fläche  (2)  kann  yielmehr  nur  dann  eine  Fläche  kleinsten 
Inhaltes  sein,  wenn 

"*  "^vD  Hdu  dn  =  0 


n 


ist;  und  zwar  wie  auch  die  reelle  Function  v  [u,  v)  gewählt  sein  mag. 

Da  es  sich  um  reelle  Flächen  handelt,  so  ist  D  eine  von  Null 
verschiedene  positive  Grösse.  Ist  nun  H  nicht  überall  auf  der 
Fläche  (2)  im  Innern  der  Curve  c  gleich  Null,  so  wird  auch,  da  ja 
dann  mit  v  auch  vDH  als  beliebige  reelle  Function  von  u  und  v 
aufgefasst  werden  kann,  die  obige  Bedingung  nicht  erfüllt  sein. 

Die  Fläche  (2)  kann  also  nur  dann  eine  Fläche  klein- 
sten Inhaltes  sein,  wenn  die  Grösse  H  überall  innerhalb 
des  durch  die  Curve  c  begrenzten  Bereiches  gleich  Null  ist 

Wohlbemerkt  ist  dies  aber  nur  eine  notwendige  und  keine 
hinreichende  Bedingung  für  die  Fläche  kleinsten  Inhaltes.  Wir 
heben  ausserdem  hervor,  dass  H  bei  der  jetzigen  Betrachtung  gleich 
der  Summe  der  Hauptkrümmungen  ist,  da  es  sich  ja  um  reelle 
Flächen  handelt,  die  stets  Hauptkrümmungsradien  haben  (nach 
S.  116).     Daher  haben  wir  gefunden: 

Satz  102:^  Soll  eine  reelle  Fläche,  die  sich  durch  eine 
geschlossene  reelle  Curve  legen  lässt,  kleineren  Flächen- 
inhalt als  alle  unendlich  benachbarten  reellen  Flächen 
durch  dieselbe  Curve  haben,  so  ist  dazu  notwendig,  aber 
nicht  ohne  weiteres  auch  hinreichend,  dass  in  jedem 
Punkte  der  Fläche  im  Innern  der  Curve  die  beiden  Haupt- 
krümmungsradien  einander  entgegengesetzt  gleich  seien: 

Ä, -hÄ,  =  0. 

Dieser  Satz  führt  uns  zur  Betrachtung  derjenigen  Flächen,  auf 
denen  in  jedem  Punkte  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  einander 


^  Das  Problem,  die  Flächen  kleinsten  Inhaltes  bei  gegebener  Begrenzung 
zu  bestimmen,  behandelte  Laoranoe  als  Beispiel  in  seinem  „Essai  d*ane 
nouvelle  m^thode  pour  d^terminer  les  maxima  et  les  minima  des 
formales  integrales  ind^finies^S  Miscellunea  Taorinensia  t.  II  (1760  bis 
1761),  worin  er  die  Variationsrechnung  begründet  hat.  (Siehe  auch  Oeuvres  1. 1.) 
Er  fand,  dass  die  gesuchten  Flächen  x  =  f{Xy  y)  der  Grieichung 

(1  -^  q^)r  -2pq8  +  {l  +  p«) ^  =  0 

genügen  müssen.  Dies  ist,  wie  die  Formeln  (11)  und  (12)  auf  S.  108  und  (22) 
auf  S.  118  zeigen,  nichts  anderes  als  die  Gleichung  i^  +  i2,  =  0.  Aber  diese 
charakteristische  Eigenschaft  fand  erst  Meüsmibr  1776  (siehe  die  in  der  Anm« 
auf  S.  105  genannte  Abhandlung)  durch  allerdings  nicht  ganz  strenge  geome* 
trische  Betrachtungen. 
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entgegengesetzt  gleich  sind,  oder  also  der  Flächen  von  der  mitt- 
leren Krümmung  Null.  Man  nennt  sie  Minimalflächen,  weil 
zu  ihnen  die  soeben  besprochenen  Flächen  kleinsten  Inhaltes  ge- 
hören. 

Wir  wollen  aber  jenes  Minimum-Problem  nicht  weiter  erörtern, 
denn  erstens  überschreitet  es  die  uns  hier  gesteckten  Grenzen,  die 
schwierige  Frage  nach  den  hinreichenden  Bedingungen  für  das 
Minimum  zu  beantworten,  und  zweitens  wollen  wir  uns  nicht  nur  auf 
reelle  Flächen  beschränken,  während  doch  jenes  Minimum-Problem 
nur  für  reelle  Flächen  einen  Sinn  hat. 

Ehe  wir  zur  genaueren  Betrachtung  der  Minimalflächen  über- 
gehen, erwähnen  wir  hier  noch  eine  Beziehung  zwischen  den 
Flächen  constanter  Krümmung  K  und  den  Flächen  con- 
stanter  mittlerer  Krümmung  ff. 

Liegt  eine  Fläche  constanter  Krümmung  K  yot,  die  keine  Schar 
von  Minimalgeraden  enthält,  vielmehr  in  jedem  Punkt  zwei  Haupt- 
krümmungsradien hat,  und  bei  der  also  nach  Satz  88,  S.  212,  das 
Product  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  7?^  und  F^  constant 
gleich  1:K  ist,  und  construieren  wir  eine  Parallelfläche  nach 
S.  205,  indem  wir  auf  jeder  Normalen  dieselbe  Strecke  a  auftragen, 
so  hat  die  Parallelfläche  nach  Satz  83  ebenda  mit  der  ursprüng- 
lichen Fläche  die  Normalen  gemein  und  daher  auch  nach  Satz  58, 
S.  171,  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte.  Daher  sind  ß^-^a  und 
R^-^  a  ihre  Hauptkrümmungsradien,  sodass 


El—  a         R^—  a 

die  mittlere  Krümmung  der  Parallelfläche  ist.     Wegen 

ist: 

(9)  5  = gi+iZ,-2_a 


-  a{Ri  +i2,)  +  a«  +  ^ 

Nun   kann   man  a  so  wählen,   dass  dieser  Ausdruck  frei  von  der 
Summe  R^  +  R^  ist,  indem  man  nämlich  die  Bedingung  aufstellt: 

l:2a  =  a:  ia^  +  ]^^ 
die  für  a  constante  Werte  ergiebt: 


i/i- 
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Alsdann  wird: 

Daher:  ^ 

Satz  103:  Trägt  man  anf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
constanter  Krümmung  K  die   beiden  constanten  Strecken 


-  =  ±l/J" 


auf,  so  sind  die  Orter  der  Endpunkte  zwei  Parallelflächen 
von  den  constanten  mittleren  Krümmungen  =F  V^ 

Umgekehrt:  Es  liege  eine  Fläche  von  constanter  mittlerer 
Ejilmmung  E  yot,  und  es  seien  B^  und  B^  ihre  Hauptkrümmungs- 
radien. Wenn  man  dann  die  Parallelfläche  im  Abstand  a  construiert, 
so  sind  R^  ^  a  und  R^-^  a  ihre  Hauptkrümmungsradien,  sodass  die 
Krümmung  der  Parallelfläche  den  Wert 

1 


a:  = 


hat    Da 


(ÜJi  -a)(i2,-a) 


+  4-  =  ^ 


R\       R% 


ist,  so  folgt: 

Wenn  man  also  für  a  den  constanten  Wert: 

1 

wählt,  so  wird 

Demnach: 

Satz  104:  Trägt  man  auf  den  Normalen  einer  Fläche  von 
constanter   mittlerer  Krümmung  H  die  constante  Strecke 

1 

auf,  so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  eine  Parallelfläche  von 
der  constanten  Krümmung  H^. 

Wir  wollen  die  Sätze  auch  rein  rechnerisch  beweisen,  wozu  wir 
der  Kenntnis  der  Fundamentalgrössen  für  Parallelflächen  bedürfen. 
Zugleich  füllen  wir  dadurch  eine  Lücke  aus,  denn  die  obigen  Be- 


^  Satz  103  und  104  bei  Bomnet,   ,,Sar  une  propri^t6  de  maximum 
relative  k  la  sph^re^^,  Nouv.  Annales  de  Math^m.  t  12  (1853). 
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trachtungen  gelten  nicht 'mehr,  wenn  es  auf  den  Flächen  keine 
Hauptkrümmangsradien  giebt,  d.  h.  wenn  die  Flächen  Scharen  von 
Minimalgeraden  enthalten. 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  mit  x,  t/,  Zj  X,  Y,  Z,  £,  F]  G, 
Z,  M,I/  iie  auf  eine  Fläche  bezüglichen  Grössen,  sodass  nach  Satz  1 1, 
S.  118: 


(11) 


Ä  = 


EN-  2FM  +  0L 


Ä  = 


LN-  M^ 


ist,  und  benutzen  wir  bei  der  Parallelfläche  im  Abstand  a  über- 
strichene  Buchstaben,  so  ist: 

x  =  a:  +  aX,       y=y  +  ay,       z  =  z  +  aZ, 

daher: 

X   =ar   4-öX,       X   =ar   4-öX 

u.  s.  w.     Also  giebt  XI  {Ä): 

E^SxJ  +  2aSx^X^  +  a^SXJ. 

Hierin  ist  die  erste  Summe  rechts  gleich  H,  die  zweite  nach  (10), 
S.  106,  gleich  —  X,  und  die  dritte  wurde  in  (6),  S.  159,  berechnet 
Demnach  kommt,  indem  wir  zugleich  die  Formeln  für  F  und  0 
hinschreiben: 

^  =  (1  -  a»  Z)  J^  -  a  (2  -  a  J7)  Z  , 

(12)  <  i^  =  (1  -  a^K)F-^  a(2  •-•aHyM, 

G  =  (\  -^  a^ K)G  -^  a{2  -  aH)N . 

Hieraus  folgt  noch  mit  Rücksicht  auf  (11): 

D^^EG-F^^  D^[\  ■^aH  +  a}Kf, 
also: 

(13)  2)  =  i)(l-rtÄ+a2^). 

Hierbei  haben  wir  das  Vorzeichen  so  gewählt,  dass  es  im  reellen 
Fall   unserer  allgemeinen  Festsetzung  auf  S.  18  ftir  solche  Werte 
Yon  a  entspricht,   die  nicht  über  ein  gewisses  Maass  hinausgehen, 
sodass  f ür  a  =  0  auch  D  =^  D  ist 
Femer  haben  wir: 

sodass  nach  (9),  S.  106: 


D 


z     +  aZ 
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ist.    Es  ist  bequemer,  statt  Z  zunächst*  Zi>  zu  berechnen,  indem 
wir  die  Gleichung  nach  XI  (Z)  mit 


D^ 


X 


•fu    y\ 


u 


X 
Y 
Z 


multiplicieren.    Dann  kommt,  wenn  wir  noch  I>  auf  die  linke  Seite 
bringen,  zunächst  der  umständliche  Ausdruck: 


LI)D  = 


%x^^X+a%X^^X     %x^X+a%X^X    %x^X  +  a%X^X 


Nach  XI  {Ä\  XI  (/),  nach  (7)  und  (10)  auf  S.  106  und  wegen  8  X»  =  1, 
also  8X^Z=0,  8X^X=0  vereinfacht  sich  die  Determinante  be- 
deutend. Insbesondere  findet  man,  dass  die  beiden  letzten  Elemente 
der  letzten  Zeile  gleich  Null  sind,  sodass  kommt: 


E-aL     F'-aM 
F-^aM     G-^aN 


Wegen  8X„X=0  ist  noch: 

sx^^x=^-^sxj, 

daher  nach  (6),  S.  159: 

SX^^X=^^EZ  +  KF, 

sodass  mit  Rücksicht  auf  (11)  und  (13)  schliesslich  Z,  ausgedrückt 
durch  Fj  F,  G,  Z,  M,  N,  ff,  K  und  a,  hervorgeht.  Analog  berechnet 
sich  M  und  N,     Wir  finden: 


(14) 


Z^aKE  +  {\^aH)Z, 
M^aKF+{\^aH)M, 
N  =  aKG  +  {l-^aff)'N. 


Wenn  wir  die  aus  (12)  und  (14)  analog  (11)  gebildeten  Werte 
mit  K  und  ff  bezeichnen,  so  kommt  folglich: 

Satz  105:  Sind  F,  F,  O,  Z,  M,  N  die  Fundamentalgrössen 
einer  Fläche,  deren  Krümmung  K  und  deren  mittlere  Krüm- 
mung ff  ist,  so  sind  die  Fundamentalgrössen  der  Parallel- 
fläche im  Abstände  a: 
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F=^  (1  -  a^K)F-'  a{2  -  aH)M, 
ö  =  (1  -  a^K)  Ö  -  a(2  -  aH)N', 

L=^aKE  +  {\-aH)L  , 
M=aKF+{\--aH)M, 

Die  Krümmung  K  und  die  mittlere  Krümmung  H  der 
Parallelfläche  drücken  sich  so  aus: 

""   1  -aH  +  a'K' 
jj  _        H-2aK 


1  -  aH  +  a^K 

Ferner  ist 


In  dieser  letzten  Formel  ist  das  Vorzeichen  so  gewählt, 
dass  jD  im  reellen  Fall  positiv  ist  für  die  dem  Werte  a  =  0 
benachbarten  Werte  von  a. 

Die  beiden  Formeln  (9)  und  (10),  aus  denen  wir  die  Sätze  103 
und  104  ableiteten,  sind,  sobald  darin 

B,B,  =  i,      Ä^  +  Ä,  =  (-1-  +  -1.)  7?^Ä,  =  ^ 

gesetzt  wird,  gerade  die  beiden  im  letzten  Satze  angegebenen  Formeln 
für  J{  und  K.  Demnach  haben  wir  jetzt  die  Sätze  103  und  104 
auch  für  den  Fall  nachgewiesen,  dass  die  Flächen  Scharen  von 
Minimalgeraden  enthalten. 

Die  Eigenschaft  einer  Fläche,  eine  Schar  von  oo^  Minimalgeraden 
zu  haben,  wurde  auf  S.  114  durch  die  Bedingung  (10)  ausgedrückt 
die  sich  mittels  der  Krümmung  K  und  der  mittleren  Krümmung  Jf 
nach  (11)  so  darstellen,  lässt: 

{EG-^Fy{4K-^H^=^0. 

Da  wir  i?  4=  0  voraussetzen,  so  bleibt: 

K=\HK 
Also: 

Satz  106:    Die   Flächen,   die   eine   Schar  von   Minimal- 
geraden enthalten,  ohne  aber  Tangentenflächen  von  Mini- 
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malcurven  zu  sein,  sind  identisch  mit  denjenigen  Flächen, 
deren  Krümmung  gleich  einem  Viertel  des  Quadrates  dei* 
mittleren  Krümmung  ist 

Enthält  die  Fläche  zwei  Scharen  von  Minimalgeraden,  so  ist 
sie  nach  Satz  9,  S.  113,  eine  Kugel  oder  Ebene,  und  man  überzeugt 
sich  leicht  davon,  dass  hier  der  Satz  erfüllt  ist 

Aus  dem  Satze  105  folgt:  Wenn  K=^  \H^  sein  soll,  so  muss 
auch  ür=-Jif*  sein,  d.h.: 

Satz  107:  Wenn  eine  von  zwei  Parallelflächen  eine 
Schar  von  oo^  Minimalgeraden  enthält,  so  gilt  dasselbe 
Ton  der  andern. 

§  15.    Minimalflächen. 

Ln  vorigen  Paragraphen,  auf  S.  236,  wurden  die  Minimalflächen 
als  diejenigen  Flächen  definiert,  deren  mittlere  Krümmung  H  überall 
gleich  Null  ist  Wir  wollen  diese  Flächen  jetzt  etwas  eingehender 
behandeln.  Vorweg  sei  bemerkt,  dass  wir  dabei  von  den  Tangenten- 
fiächen  der  Minimalcurven  grundsätzlich  absehen,  weU  auf  ihnen  die 
Definition  der  mittleren  Ejümmung  versagt,  und  femer,  dass  eine 
Fläche,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthält,  nur  dann 
eine  Minimalfläche  sein  kann,  wenn  sie  eine  Ebene  ist  Denn  auf 
einer  solchen  Fläche  muss  nach  Satz  106  wegen  ^  =  0  auch  die  Krüm- 
mung K  gleich  Null  sein,  sodass  die  Fläche  nach  Satz  90,  S.  214, 
abwickelbar  wäre,  während  doch  eine  abwickelbare  Fläche,  die  keine 
Ebene  ist,  nur  eine  Schar  von  Geraden  enthält,  die  keine  Minimal- 
geraden sind,  wenn  eben,  wie  gesagt,  von  den  Tangentenflächen  der 
Minimalcurven,  insbesondere  von  den  Cylindem  von  Minimalgeraden, 
abgesehen  wird.  Krumme  Minimalflächen  also  enthalten  keine 
Scharen  von  Minimalgeraden.  Nach  Satz  11,  S.  118,  haben  sie  folg- 
lich überall  Hauptkrümmungsradien  R^  und  R^.    Wegen 

R\       Rt         RiRn 

und  wegen  U  =^  0  kann  man  sie  daher  als  diejenigen  Flächen, 
die  in  jedem  Punkte  entgegengesetzt  gleiche  Hauptkrüm- 
mungsradien haben,  definieren.  Sie  sind  also  an  allen  reellen 
Stellen  nach  S.  140  hyperbolisch  gekrümmt  und  haben  dort  nach 
Satz  26,  S.  189,  als  Indicatricen  gleichseitige  Hyperbeln.  Daraus 
folgt,  dass  man  die  krummen  Minimalflächen  auch  als  diejenigen 
Flächen,    deren    Haupttangentencurven    ein    Orthogonal- 

ScHKFFBRS,  Geom.  DiflOr.   II.  16 


242  ZweUer  Abschnitt:   Die  Krümmtmg  der  Fläche. 

System  bilden,  definieren  kann.    Den  Satz  85,  S.  208,  können  wir 
jetzt  so  aussprechen: 

Satz  108:  Die  sphärische  Abbildung  ist  nur  für  die 
Minimalflächen  und  für  die  Kugeln  conform. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Beispiele  von  Minimalflächen  bringen: 

1.  Beispiel:  Fragen  wir  nach  den  RotationsflSchen,  die  Minimalflftchen 
Bind,  80  ist  zunächst  die  Ebene  zu  nennen.  Im  übrigen  ist  dies  Problem  durch 
den  Satz  16,  S.  126,  erledigt    Wir  finden  also: 

Satz  109:  Die  einzigen  Rotationsflächen,  die  Minimalflftchen 
sind,  sind  die  Ebenen  und  die  Catenoide. 

2.  Beispiel:  Wir  fragen  nach  den  geradlinigen  Flächen,  die  Mini- 
malflächen sind.  Nach  unseren  obigen  Bemerkungen  können  wir  dabei  von 
denjenigen  Flächen  absehen,  deren  Erzeugende  Minimalgeraden  sind,  da  sie 
nur  die  Ebenen  liefern.  Nun  sind  die  Erzeugenden  einer  geradlinigen  Flftche 
nach  S.  183  Haupttangentencurven.  Eine  geradlinige  Fläche  ist  daher  dann 
und  nur  dann  eine  Minimalfläche,  wenn  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Er- 
zeugenden auch  Haupttangentencurven  sind.  Nach  Satz  64,  8.  182,  müBBOa 
dazm  die  Hauptnormalen  der  orthogonalen  Trajectorien  Tangenten  der  Flftche 
und  deshalb  die  Erzeugenden  selbst  sein. 

Die  gesuchten  Flächen  sind  also  diejenigen  Flächen  von  oo*  Geraden, 
auf  denen  die  orthogonalen  Trajectorien  sämtlich  die  Geraden  selbst  zu  Hanpt- 
normaJen  haben.  In  §  10  des  8.  Abschnittes,  I.  Band,  haben  wir  Curven  mit 
gemeinsamen  Hauptnormalen  betrachtet  Wir  sahen  damals,  dass  zu  gewissen 
Curven  je  eine  Curve  zugeordnet  ist,  die  mit  ihr  die  Hauptnormalen  gemein 
haben,  und  zwar  je  nur  eine,  sobald  nicht  Krümmung  und  Torsion  der  Curven 
constant  ist,  siehe  I  S.  325.  Demnach  sind  die  jetzt  gesuchten  Curven  solche 
von  constanter  Krümmung  und  constanter  Torsion.  Nach  Satz  29,  I  S.  226, 
sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  daher  entweder  gemeine 
Schraubenlinien  oder  gewisse  imaginäre  Curven  dritter  Ordnung.  Die  EUiupt- 
normalen  einer  gemeinen  Schraubenlinie  treffen  aber  sämtlich  die  Axe  ihree 
Cjlinders  senkrecht,  nach  I  S.  191,  und  bilden  daher  eine  gemeine  Schrauben- 
fläche, von  der  wir  schon  wissen,  dass  sie  eine  Minimalfläche  ist,  weil  wir  in 
dem  Beispiel  auf  S.  119  sahen,  dass  für  sie  die  mittlere  Krümmung  H  «s  o  isL^ 

Ausserdem  ist  nun  noch  die  Annahme  zu  machen,  dass  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  Erzeugenden  eine  solche  imaginäre  Curve  dritter  Ordnung  von 
constanter  Krümmung  und  Torsion  sei,  deren  Gleichungen  wir  nach  (12),  I  8. 226, 
so  ansetzen  können: 

£  =  -6^--"'        "=--675-'       «=-27         ('•  =  Const). 

Allerdings  haben  wir  in  Satz  13,  I  S.  289  (vgl.  auch  I  S.  224),  erkannt,  dass 
auch  diese  Curve  eine  Schraubenlinie  ist,  aber  sie  liegt  auf  einem  (Djlinder 


^  Die  ersten  krummen  Minimalflächen,  die  überhaupt  gefunden  wurden, 
sind  die  gemeinen  Schraubenflächen  und  die  Catenoide,  und  zwar  kommen 
beide  in  der  Arbeit  von  Meüsnieb  vom  Jahre  1776  zuerst  vor.  Vgl.  die  Anm. 
zu  S.  105. 
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von  Minimalgeraden,  Weshalb  sie  eine  besondere  Behandlung  verlangt  Es  ist  u 
ihre  Bogenlänge  und  r  ihr  ELrommungsradius,  sodass  die  Bichtongscosiniis  ihrer 
Hauptnormale  nach  111  (B)  die  Werte  haben: 

l  mm  m« ,  n«a—   1. 

r  r 


Also  sind: 

X  SS 

6 


«•  .    u 


X  =  ^:—^  —  f*  +  — V 

r*  r 


*  =  — ^ V  , 


2r 

die  Gleichungen  der  Flftche  ihrer  Hauptnormalen.  Berechnen  wir  nach  XI  (Ä) 
die  FundamentalgrÖsse  F,  so  kommt  F  =  0,  d.  h.  die  Parametercuryen  (v)  sind 
die  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  (u)  der  Flftche.  Wenn  wir 
femer  nach  (9),  S.  106,  die  Fundamentalgrössen  L  und  N  berechnen,  so  finden 
wir,  dass  diese  beiden  auch  gleich  Null  sind.  Daher  ist  die  mittlere  Krümmung  H 
nach  (1),  S.  231 ,  wirklich  gleich  Null.  Die  Fläche  ist  deshalb  eine  allerdings 
imaginäre  Minimalfläche.  Dass  sie  nicht  zu  den  gemeinen  Schraubenflächen 
gehört,  ist  leicht  zu  sehen.  Denn  bei  einer  gemeinen  Schraubenfläche  ist  eine 
der  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  eine  Grerade,  nämlich  die 
Schraubenaze.  Hier  aber  ist  keine  Curve  (r)  eine  Gerade;  es  giebt  ja  keinen 
Constanten  endlichen  Wert  von  v,  für  den  die  Verhältnisse  von 

u 

«*.  = 

r 


r    ' 

constant,  frei  von  Uj  wären. 

Mithin:» 

Satz  110:  Ausser  den  Ebenen  und  den  gemeinen  Schrauben- 
flächen giebt  es  noch  eine  Art  von  geradlinigen  Flächen,  die 
Minimalflächen  sind.  Es  sind  dies  die  Flächen  der  Hauptnor- 
malen von  gewissen  imaginären  Curven  dritter  Ordnung,  die  mit 
der  Curve: 

V 

congruent  sind.    Die  Geraden  auf  diesen  imaginären  Flächen  sind 
keine  Minimalgeraden. 


»  Dass  eine  reelle  krumme  geradlinige  Fläche  nur  dann  eine  Minimal- 
fläche ist,  wenn  sie  eine  gemeine  Schraubenfläche  ist,  hat  zuerst  Catäjlah  be- 
wiesen: „Sur  les  surfaces  r^gl^es  dont  Taire  est  un  minimum^S 
Jonm.  de  Math.  p.  et  appl,  1.  s^rie,  t  VH  (1842).  Die  in  Satz  110  angegebene, 
allerdings  imaginäre  geradlinige  Minimalflache  scheint  bisher  nirgends  beachtet 
worden  zu  sein. 

16* 
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Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  der  Flftche  die  Parameter  u  und  0, 
was  keine  Schwierigkeiten  macht,  so  kommt: 

(x  —  iyY  +  3r(aj  -  iy)x  -  3»r*y  »  0. 

Hier  liegen  also  imaginäre  algebraische  Minimalflächen  dritter  Ord- 
nung vor. 

Wir  nehmen  jetzt  das  Problem  in  Angriff,  alle  Minimal- 
flächen zu  bestimmen.^ 

Wir  können  dabei  voraussetzen,  dass  die  Parameterlinien  die 
beiden  Scharen  der  Minimalcurven  der  Fläche  seien.  Dann  ist  nach 
Satz  17,  S.  36,  E=  G^  0.  Damit  die  mittlere  Eriimmung  i7  gleich 
Null  sei,  ist  nun  nach  (1),  S.  231,  notwendig  und  hinreichend,  dass 
M^O  sei.     Nach  Satz  70,  S.  186,  heisst  dies: 

Satz  111:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Mini- 
malfläche, wenn  ihre  Minimalcurven  zu  einander  con- 
jugiert  sind. 

Werden  die  Parameter  mit  u  und  t)  bezeichnet,  so  besteht  also 
nach  Satz  71,  S.  187,  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(1)  ^  =  a(u,t,)4J  +  M«.t.)4^. 

sobald  man  f&r  &  irgend  eine  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten 
X,  y,  z  der  Flächenpunkte  einsetzt  Es  giebt  also  zwei  Functionen  a 
und  b  von  u  und  t)  derart,  dass: 

arm,  =  fl  Xy  +  i  ar», , 


^  Wie  wir  in  der  Anm.  auf  S.  235  schon  q^tgten,  stellte  Laobanob  die 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf,  der  die  Minimalflächen 
f^  =  f(Xjy)  genügen  müssen;  aber  er  integrierte  sie  nicht  Monge  versachte 
die  Integration  in  seinem  ,)M^moire  sur  le  calcul  integral  des  6qua- 
tions  auz  diff^rences  partielles'^  M^m.  de  l'Acad.  des  Sciences  1784, 
beging  aber  dabei  Irrtümer.  Auf  diese  Fehler  machte  Leoendbe  in  seinem 
„Memoire  sur  Tint^gration  de  quelques  ^quations  auz  d^riv^es 
partielle 8 *S  M^m.  de  l'Acad.  des  Sciences  1787,  aufmerksam.  Er  bemerkte 
darin  zugleich,  dass  Monge  mittlerweile  das  wahre  Integral  gefunden  und  ihm 
mitgeteilt  habe,  und  zeigte,  wie  er  es  alsdann  ebenfalls  gefunden  habe.  Die 
richtige  Methode  von  Monge  findet  sich  in  seiner  „Application'^  Eine 
andere  Methode,  die  auch  von  Monge  herrührt,  findet  sich  in  dem  „Trait^ 
du  calcul  diff^rentiel  et  du  calcul  integral''  von  Lacboiz,  2.  Aufl.,  t.  U, 
Paris  1814.    Monge  konmit  dort  zu  dem  wichtigen  Satze  113  des  Textes. 
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ist    Aber  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  x^,  y^,  z^  multi- 

plicieren  and  dann  addieren,  so  ergiebt  sich,  weil  E^Q  und  also 

nach  XI  (^) 

8arJ=:0, 
daher  auch 

ist,  und  wegen  S^u^»  =  -^• 

Aber  F  ist  nicht  gleich  Null,  weil  jB=  ff  =  0  ist  Mithin  ist 
b  =  0.  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  die  drei  Gleichungen  mit  ar^,,  y«,  z^^ 
multipliciert  und  dann  addiert  werden,  dass  auch  a  ^Q  ist  Die 
Gleichung  (1)  nimmt  daher  die  einfache  Form  an: 


du  du 


==0. 


Nach  dem  Beispiel  auf  S.  188  aber  bedeutet  dies,  dass  die  Para- 
meterlinien (u)  congruent  und  gleichgestellt  sind  und  ebenso  die 
Parameterlinien  (t)).  Da  sie  die  Minimalcurven  der  Fläche  sind, 
so  folgt: 

Satz  112:  Jede  Minimalfläche  ist  eine  Schiebungsfläche, 
indem  sie  dadurch  hervorgeht,  dass  man  eine  Minimal- 
curve,  ohne  ihre  Gestalt  und  Stellung  zu  ändern,  an  einer 
anderen  Minimalcurve  entlang  bewegt^ 

Oder  in  Formeln  nach  I  S.  164: 

Satz  113:   Jede  Minimalfläche  lässt  sich  so  darstellen: 

y  =  C^,  (u)  +  F,  (ö) , 

Dabei  sind  die  Functionen  U^,  U^,  U^  von  u  allein  und  die 
Functionen  V^,  V^,  ^  von  »  allein  nur  an  die  beiden  Be- 
dingungen gebunden: 

u^*  +  u^^  +  u^*  =  0,      F/»  +  r,'«  +  r,'«  =  0. 

^  Nachdem  Monob  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  244)  gefunden  hatte,  dass  die 
Minimalflächen  die  in  dem  Satze  113  angegebene  analytiBche  Darstellung 
haben,  machte  erst  Lie  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  188)  auf  die  in  Satz  112  aus- 
gesprochene geometrische  Deutung  aufmerksam,  die  die  Grundlage  der  LiB^sohen 
Untersuchungen  über  die  Minimalflächen  bildet.  Der  geschichtliche  Gkmg  der 
Entwickelung  ist  also  umgekehrt  wie  oben  im  Texte. 
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Denn  es  liegt  anf  der  Hand,  dass  sich  unsere  Sohlassfolgenmg 
auch  umkehren  lässt 

Hiermit  haben  wir  ein  Mittel  gewonnen,  die  Gleichungen  eiiier 
beliebigen  Minimaltiäche  aufzustellen,  denn  die  Minimalcurren 

und 

j  =  r,(ö),     5  =  r,(ü),     j  =  r3(ü), 

die  wir  dabei  gebrauchen,  können  nach  Satz  50,  I  S.  342,  explicite 
dargestellt  werden.  Dort  ist  allerdings  nur  von  den  nicht-geraden 
Minimalcurven  die  Bede,  aber  wir  wissen  ja,  dass  es  unter  den 
Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  enthalten,  keine  Mini- 
malfläche ausser  der  Ebene  giebt,  was  übrigens  auch  aus  dem 
Satze  112  abgeleitet  werden  kann.  Wir  können  daher,  wenn  wir 
von  den  Ebenen  absehen,  die  eine  Minimalcurve  so  wählen: 

(2)  S  =  |/(l-u»)t^(uWu,    5  =  4/(l  +  u^C^(u)e/u,    a=JuCr(u)rfu. 

Dabei  bedeutet  U  eine  von  Null  verschiedene  Function  von  u.  ESnt- 
sprechend  schreiben  wir  die  Gleichungen  der  zweiten  Minimalcurve, 
indem  wir  u  durch  ü  und  die  Function  ü  durch  eine  von  Null  ver- 
schiedene Function  V  von  ü  ersetzen.  Aber  hierbei  ist  ein  umstand 
zu  beachten:  Handelt  es  sich  nur  um  die  Betrachtung  einer  Minimal* 
curve  (2),  so  ist  es  gleichgültig,  ob  wir  in  der  zweiten  Gleichung  + 1 
oder  —i  schreiben.  Sollen  aber,  wie  bei  der  Minimalfläche,  zwei 
Minimalcurven  in  Verbindung  mit  einander  gebracht  werden,  so 
können  wir  entweder  bei  beiden  i  oder  bei  der  einen  t  und  bei  der 
anderen  —  i  schreiben.  Dadurch  ergeben  sich  zunächst  zwei  yer- 
schiedene  Arten  von*Minimalflächeh,  je  nachdem  man  nämlich  in 
den  Gleichungen: 

X  =  |J(1  -  yx^U{vi)dvi  +  |J(1  -  ö^f^(ü)e/ü, 
y  =  1/(1  +  M^U{v)dvi  ±  4J(l  +  ü»)r(ü)e/ü, 

z=  JvLU(v)dvi+       ft)F{t))dv 

bei  dem  zweiten  Factor  i  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wählt. 
Aber  ihatsächlich  liefert  die  erste  Annahme  keine  anderen  Flächen 
als  die  zweite.  Wenn  man  nämlich  im  ersten  Fall  neue  Para- 
meter u  und  V  einführt,  indem  man: 

1 
u  = ,      t)  =  u 
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schreibt  and  dann  die  Fonctionen 

r(ö)  =  r(«)  =  u^  (u) 

setzty  so  gehen  die  Gleichungen  über  in  diejenigen,  die  der  zweite 
Fall  liefert,  mit  den  äusserlichen  Unterschieden,  dass  u  und  v  statt 
u  und  ö  und  U^  und  F^  statt  U  und  V  darin  steht 

Mithin  brauchen  wir  nur  eines  der  beiden  Vorzeichen  zu  be- 
rücksichtigen.    Wir  wäMen  das  untere,  sodass  wir  haben 

Satz  114:  Jede  Minimalfläche  mit  Ausnahme  der  Ebene 
ist,  und  zwar  in  jeder  Lage  zu  den  Coordinatenaxen,  in 
der  Form  darstellbar: 

X  =  1/(1  -  M^Udu  +  |J(i  -  t)»)r(/t), 

y  =  4/(1  +  u»)  üdu  -  4/(1  + 1)«)  Trfö , 


z  = 


fnUdu+      ft)Fdt). 


Hierin  bedeutet  U  irgend  eine  von  Null  verschiedene 
Function  yon  u  allein  und  F  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene Function  von  t)  allein.^ 

Nach  XI  (Ä)  und  XI  (C)  ist  hier: 

(3)  ^=0,      F^j{nt)  +  l)*UF,      ö  =  0,      D^iF, 

sodass  XI  (F)  für  die  Eichtungscosinus  der  Flächennormale  die 
Werte  giebt: 

(4)  X=    "  +  °    ,        T i   "  -  ",  ,       ^=«"-1 


UÖ  +  1   '  uü  +  1   '  uü  +  1 

Nach  (10),  8.  106,  finden  wir  ausserdem: 

(5)  L^-U,      M  =  0,     jv  =  -r. 


^  Diese  Daratellang  der  Mmimalflftchen  verdankt  man  Ehhipsb,  „Ana- 
lytisch-geometrische Untersuchungen^S  Zeitschrift  f.  liath.  o.  Physik, 
9.  Jahrg.  (1864),  und  Wbisbstra.ss,  „Über  die  FlSchen,  deren  mittlere 
Krümmung  überall  gleich  Null  ist",  Monatsberichte  d.  Berliner  Akad. 
1866.  Man  muss  dabei  beachten,  dass  der  Begriff  der  Minimalfl&ohe  ftlter  als 
der  Begriff  der  Minimalcurve  ist,  der  eben  in  allen  Arbeiten  über  Minimal- 
flächen bis  zu  denen  von  Lib  nur  implicite  auftritt  VgL  die  Anmerkung  ro 
I  S.  340. 
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Beispiel:  Oben  fanden  wir,  dass  es  ausser  den  gemeinen  SeliiaiÜMB- 
fl&chen  noch  imaginäre  Minimalflächen  mit  geradlinigen  Erseugen- 
den  giebt  Bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatenkreuzes  lassen  sich  öi 
Minimalflächen,  wie  wir  sahen,  so  darstellen: 


y  =- 


2r 

Wollen  wir  sie  in  der  im  Satze  angegebenen  Form  darstellen,  so  werden  wir  — 
um  die  Parameter  t«,  v  dorch  die  dazu  nötigen  neuen  Parameter  u,  ti  auaia- 
drücken  —  bei  unserer  Fläche  X,  F,  Z  nach  XI  (F)  berechnen,  wodurch  sich 
ergiebt: 

^        -t(t*"-2rp)  ^        -M«+2rp-2r«  ^^  tu 


tt» 

— 

u  + 

u 

r 

V 

6r« 

*t** 

— 

iu 

r 

^j 

6r« 

u^ 

m 

2ryr«-  2rv  2rYr^ -  2rv  |/r»-  2r9  ' 

und  diese  Werte  den  Werten  (4)  gleichsetzen.    Dadurch  geht  hervor: 

r  (         1\  r  l         1  \«       r 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  der  Fläche  ein,  so  kommt: 


X  = u* u  — r-  + } 

12  4  12     ö«   ^    4      ö 

ir     ^       ir  ir      1  ir     1 

^  12  4  12     ü»  4      ö 


r      ,       r      1  r 

Diese  Formeln  gehen  aber  aus  denen  des  Satzes  hervor,  wenn: 


2  '  2  ö* 

gesetzt  wird. 

Die  Werte  (4)  von  X,  T,  Z  sind  genau  dieselben  Ausdrücke,  die 
wir  in  (11)  auf  S.  64  für  die  Coordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  einer 
Kugel  vom  Radius  Eins  um  den  Anfangspunkt  erhielten.  Dabei 
waren  damals  die  Linien  (u)  und  {o)  die  Minimalgeraden  der  EugeL 
Dieser  Zusammenhang  ist  nicht  überraschend,  denn  wir  wissen  ja, 
dass  die  sphärische  Abbildung  der  Minimalflächen  conform 
ist,  siehe  Satz  108,  und  andererseits,  dass  bei  einer  conformen  Ab- 
bildung die  Minimalcurven  wieder  in  Minimalcurven  übergehen,  nach 
Satz  37,  S.  73.  Nun  aber  sind  X,  J,  Z  ja  gerade  die  Coordinaten 
des  Bildpunktes  des  Pimktes  (u,  t))  unserer  Minimalääche  bei  Aus- 
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führung  der  sphärischen  Abbildung  (vgl.  S.  204).  Die  Curven  (u) 
und  (t))  auf  der  Kugel  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  X,  T,  Z 
müssen  also  die  Minimalgeraden  der  Kugel  sein;  und  dies  zeigt  die 
Übereinstimmung  unserer  Formeln  mit  denen  für  die  Kugel  auf  S.  64. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  der  in  Satz  114  angegebenen 
Minimalfläche  die  Functionen  U  und  F  ganz  beliebig  wählen,  so 
werden  wir  nicht  gerade  eine  reelle  Fläche  erhalten.  Wir  fragen 
uns  daher,  unter  welchen  umständen  die  Minimalfläche 
reell  ist 

Zunächst  müssen  die  Bichtungscosinus  der  Normalen  eines 
reellen  Punktes  (u,  t))  der  Fläche  auch  reell  sein.  Daher  müssen  u 
und  t)  so  gewählt  werden,  dass  die  drei  Ausdrücke  (4)  reell  werden. 
Wann  dies  eintritt,  ist  leicht  durch  Rechnung  zu  entscheiden,  indem 
man  für  u  und  t)  complexe  Werte  einsetzt.  Wir  können  aber  noch 
bequemer  den  soeben  besprochenen  Zusammenhang  mit  der  Kugel 
heranziehen:  Jeder  reelle  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  muss  ein  reelles 
Bild  (X,  Yy  Z)  auf  der  Kugel  haben.  Aber  auf  der  Kugel  sind  u 
und  t)  nach  (9),  8.  64,  Functionen  der  Breite  u  und  Länge  o.  Sind 
diese  reell,  so  sind  u  und  t)  nach  jenen  Formeln  conjugiert 
complex. 

Zunächst  also  müssen  wir,  um  reelle  Flächenpunkte  zu  erhalten, 
u  und  t)  conjugiert  complex  wählen.  Aber  dies  ist  nur  eine  not- 
wendige, keine  hinreichende  Bedingung. 

Wir  setzen  also  an: 

indem  wir  unter  jr  und  ^  reelle  Grössen  verstehen.  Nun  seien  die 
Functionen  U{n)  und  F{ti)  oder  i7(E  +  «9)  und  F{^  —  it))  in  ihren 
reellen  und  rein  imaginären  Teil  zerlegt: 

Alsdann  hat  z.  B.  die  dritte  Coordinate  z  den  Wert: 

z  =  J[(E  +  i\)){Ä  +  iB)  {dl  +  idt))  +  (E  -  i\)){C+iD)  {dl  -  id^)]. 

Der  rein  imaginäre  Teil  des  Integranden  ist,  abgesehen  vom  Factor  i: 
[Ä\i  +  Bi--'C)^  +  I)l)di  +  [Äi'-B\i^Ci-I)\i)d\i. 

Er  muss  gleich  Null  sein.  Daher  müssen  die  Functionen  Ä^  B,  C,  D 
so  beschaffen  sein,  dass: 

(Ä-^C)t)  +  {B  +  D)i=^0,      {A^C)i^{B  +  D)t)^0 


(6) 
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wird.    Also  muss 

C^Ä,      D  =  -£ 
oder  nach  (6): 

U^Ä  +  iB,      Vr^.Ä-'iB 

sein.    Dies  aber  bedeutet,   dass  U  und  V  conjugiert  complexe 
Functionen  sein  müssen. 

Ist  dies  der  Fall,  so  sind  auch  die  in  Satz  114  unter  den  beiden 
anderen  Integralzeichen  auftretenden  Ausdrücke  reell,  da  sie  Sommen 
sind,  von  depen  die  zweiten  Summanden  aus  den  ersten  durch  Yer^ 
tauschen  von  t  mit  »  i  hervorgehen.    Also 

Satz  115:  Die  in  Satz  114  angegebene  Minimalfläche  ist 
dann  und  nur  dann  reell,  wenn  u  und  t)  conjugiert  com- 
plexe Veränderliche  und  U  und  F  conjugiert  complexe 
Functionen  sind.^ 

1.  Beispiel:  Wir  wissen  nach  S.  242,  dass  die  gemeine  Schraubenfl&che 
(vgl.  die  Formeln  (20),  S.  60): 

(7)  X  ^  u cos p,        y  =  udXuv j        x  ^  qv 

eine  reelle  Minimalfläche  ist.    Sie  muss  sich  also  in  der  in  Satz  114  angegebenen 

Form  darstellen  lassen.    Um  dies  zu  erreichen,  müssen  wir  zunächst  u  und  v 

als  Function  von  u  und  )o  kennen  lernen.    Zu  diesem  Zweck  bedienen  wir  uns 

wieder  der  Formeln  (4).    Denn  nach  XI  (F)  ist  bei  der  gemeinen  Schranben- 

fläche: 

DX  ^  qainv,        DY  ^  —  q  cos  p ,        D  Z  ^  u. 

Berechnen  wir  hieraus  XiZ  und  YxZ  und  vergleichen  wir  diese  Werte  mit 
den  aus  (4)  zu  ziehenden  Werten,  so  kommt: 


rs)                        a  "*"  "^ 

u  +  ö              cos  t»        .   u  —  ö 

^^^                           ^     u 

uö  -1  '       ^     u          '  uö  -1  ' 

sodass: 

2  \               Vuö/ 

u  +  ö 
sin  V  «  —  -  - , 

.  U  —  Ö                                    ^      .  U  +  Ö 

cos  r  =s  t  -  —_^  ,        r  =  —  arc  tg  « 

21/uö 

2 ]/uD  '                          "     u  -  ö 

sein  muss.    Nun  ist  also  bei  der  gemeinen  Schraubenfläche  (7): 

^    .  u  +  ö 

*  «  —  g  arc  tg  t — 

^        ^     u  —  b 

^  Hiemach  ist  es  leicht,  aus  der  EmrBPSB-WBiEBSTBAss'schen  Form  der 
Gleichungen  einer  Minimalfläche  beliebig  viele  reelle  Minimalflächen  abzu- 
leiten, während  es  früher  ein  Problem  war,  die  mit  Imaginärem  behafteten 
Formeln  von  Mokgi  so  ansa wenden,  dass  sich  reelle  Blinimalflächen  ergaben. 
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nnd  daher: 

dx  iq 


öu  2u  ' 

während  aus  der  dritten  Formel  des  Satzes  114  folgt: 

dx  J.J 


du 
Daher  giebt  die  Vergleicbung: 


I7  =  -    *^ 


2u« 
Wenn  man  dementsprechend  die  coi^'ugiert  complezen  Werte: 

2u«  *  2ö» 

in  die  Formeln  des  Satzes  114  einsetzt  nnd  dann  it  und  ü  vermöge  (8)  durch  ti 
und  V  ausdrückt,  so  gehen  thatsächlich  die  Gleichungen  (7)  der  gemeinen 
Schraubenflftche  hervor. 

2.  Beispiel:  Schlagen  wir  jetzt,  um  eine  andere  reelle  Minimalflftche  zu 
gewinnen,  den  umgekehrten  Weg  ein.    Wir  wollen  annehmen,  es  sei: 

2u» 

gewählt,  also  bis  auf  den  Factor  —  «  so  wie  soeben  bei  der  gemeinen  Schrauben- 
fläche.   Alsdann  ist  die  conjugiert  compleze  Function: 

^       2ö«  • 
Der  Satz  114  liefert  daher  die  Fläche: 

x=-4-|—  +w+^  +  ö|+  Const, 
4   \u  t)         / 

y  =  --^( u +  ö)+  Const, 

4    \u  ö         / 

*  =     -|-  (log  u  +  log  X>)  +  Const 
Setzen  wir 

so  ergiebt  sich  die  reelle  Darstellung  der  Fläche: 

X  =  - -?- r  .  l±i^^  +  Conrt., 
2  *        j»  +  9*  ^'""y 


q  ^   1  +  ?■  +  ^« 
2  ^      x"  +  ^» 

+  Const, 

-  q  log  Vj*  +  ^' 

+  Const 

Lassen  wir  die  additiven  Constanten  fort,  so  heisst  das,  dass  die  Fläche 
im  Eaume  verschoben  wird,  wobei  sie  ihre  Gestalt  nicht  ändert  Benutzen  wir 
femer  statt  ;  und  Q  neue  Parameter  u  und  v,  indem  wir  setzen: 


—  s"""cosr,        9«*  — «""«m^. 
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80  liegt  die  Fl&che  in  dieser  Dantellang  vor: 

oj  = -|-(e** +  «■"")  cos  r,         y  = -|-(e**+ e"'*)8iiir,        x^qu. 

Dies  aber  ist  eine  Botationsflftche,  deren  Aze  die  »-Axe  ist    Der  Meridimn  in 
der  X  »-Ebene  oder  also  die  Parameterlinie  (v  »  0)  hat  die  Gleicbungen : 

«  =  -|- («**  +  «■■"),       y-0,       »-g«, 

sodass  f&r  diesen  Meridian: 


-i(«'+«"') 


X 

2 

ist.    Der  Meridian   ist  also   eine  Kettenlinie,   deren  Leitlinie  die  x-Axe  ist. 
Die  gefundene  Flftche  ist  daher  ein  Gatenoid.    (Siehe  8. 126.) 
8.    Beispiel:    Wir  wollen 

2  2 

1  —  u*  1  —  ü* 

wählen.    Dann  giebt  der  Satz  114  die  Fläche: 

u  +  ü 
a?  =  arc  tg  u  +  arc  tg  ö  =  arctg » 

y  »arctg tu  —  arctg »ö  =»  arctg :j , 

.,      (l  +  u«)(l+t)«) 

Wir  haben  hier  die  bei  y  auftretenden  Integrale  dadurch  ausgewertet,  dasa  wir 
«u  und  ik)  als  die  Veränderlichen  benutzten.    Wenn  wir 

einführen,  so  ergiebt  sich  die  reelle  Darstellung  der  Fläche: 

2r  -2d  ,,      (1 -3:'-tiV  +  4r* 

woraus  folgt: 

,  ,      1  +  tg«x 

oder: 

(9)  »  =  log ' 

'^  COSOJ 

Diese  Fläche  heisst  die  SoHEBK*sche  Minimal  fläche.^    Ihre  Gestalt  er- 
kennt  man  am  bequemsten  aus  der  letzten  Darstellungsform  (9).    Da  %  nur 


^  Nach  ihrem  Entdecker  Sohbbk,  „Bemerkungen  über  die  kleinste 
Fläche  innerhalb  gegebener  Grenzen",  Joum.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math. 
18.  Bd.  (1885).  Zur  richtigen  Würdigung  dieser  Entdeckung  sei  hervorgehoben, 
dass  man  damals  die  Sätze  114  und  115  noch  nicht  kannte. 
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dann  reell  ist,  wenn  cos  x  nnd  cos  y  dasselbe  Zeichen  haben,  so  lassen  sich  die 
reellen  Gkbiete  leicht  erkennen:  Wir  teilen  die  xy-Ehene  vermöge  der  Par- 
allelen zu  den  Azen 

2n+  1  ,  ^       2n  +  1  .       .  „  .., 

X  =  — - — n  und  y  —  — - — n      (n  eine  ganze  Zahl) 

in  Quadrate  von  der  Seitenlange  n  ein.  Denken  wir  uns  diese  Quadrate 
schachbrettartig  in  zwei  Scharen  zerlegt,  so  sehen  wir,  dass  für  reelle  Punkte 
der  Flftche  nur  solche  Werte  von  x  und  y  in  Betracht  kommen,  deren  zuge- 
hörige Punkte  (x,y)  in  der  x^Ebene  in  den  Quadraten  der  einen  Schar  liegen, 
und  zwar  gehört  zu  dieser  Schar  dasjenige  Quadrat,  dessen  Mitte  der  Anfangs- 
punkt ist.  Wenn  x  um  n  wftchst  oder  abnimmt  und  y  gleichzeitig  um  n  wftchst 
oder  abnimmt,  so  ändern  coso;  und  cosy  zugleich  ihr  Zeichen,  sodass  x  nach 

(9)  ungeändert  bleibt  Die  Flftche  ist  daher  doppelt-periodisch.  Das  Stück, 
das  über  dem  Quadrat  um  den  Anfangspunkt  lie^  wiederholt  sich  congruent 
über  den  in  den  Diagonalen  anstossenden  Quadraten. 

Stellt  man  die  Fläche,  indem  man  x  und  y  als  Parameter  u  und  v  benutzt, 
nach  (9)  in  der  Form  dar: 

(10)  X  =  u,        y  =  V  y        ^  "^  log  cos  u  —  log  cos  V , 

so  erkennt  man,  dass  sie  auch  dadurch  entsteht,  dass  die  Curve: 

(11)  x  =  u,        y^'O,        X  ^logeoBU 
längs  der  Curve: 

(12)  05  =  0,        y^Vj  «  ■=  —  log  cos  f^ , 

die  sie  im  An^Emgspunkt  schneidet,  ohne  Änderung  ihrer  Gestalt  und  Stellung 
verschoben  wird.  Sie  ist  daher  nicht  nur  hinsichtlich  ihrer  Minimalcurven  als 
Minimalfläche  eine  Schiebungsfläche,  sondern  ausserdem  hinsichtlich  dieser 
Curven  (11)  und  (12),  vgl.  S.  188.  Sie  ist  daher  sehr  leicht  zu  construieren, 
sobald  man  die  Curven  (11)  und  (12)  für  die  Gebiete: 

n                n               n  n 
<  u  <  — I <r<  — 

22  22 

bestimmt  hat 

Leicht  sind  die  Haupttangentencurven  zu  finden.  Wir  berechnen  zunächst 
die  Verhältnisse  der  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  nach  (9),  S.  106.  Es 
kommt,  wenn  die  obigen  Gleichungen  (10)  benutzt  werden: 

LD« V-'        AfZ>  =  0,        ND  =  —^y 

cos't«  coerv 

sodass  nach  S.  174  die  Haupttangentencurven  der  Fläche  der  Gleichung 

du*         dv* 


COS'tt         C08*l^ 

oder  also  einer  der  beiden  Gleichungen: 


0 


du  dv 

± -0 


cos  u        cos  V 
genügen.    Demnach  sind: 


log  ig  (y  +  y)  =^  ^^^*^  (t  "^  y)  "  ^"""^^ 
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die  endlichen  Gleichiingen  der  Haupttangentencuryen.     Die  Projecttonen  der 
Hanpttangentencnrven  anf  die  x  y-£bene  haben  also  nach  (10)  die  Gletchni^geii: 


nnd: 


•«(7-f)-'«(f*l)-'^ 


Wir  haben  gesehen,  daas  die  Fläche  in  doppelter  Weise  als  SchiebangB- 
fläche  au^efasst  werden  kann:  Einmal  als  Schiebungsfläche  ihrer  imaginären 
Minimalcurven  und  dann  als  Schiebungsfläche  der  reellen  Curven  (11)  and  (12). 
Man  kann  beweisen,  dass  sie  sogar  auf  unendlich  viele  Arten  als  Schiebungs- 
fläche augefasst  werden  kann  und  daher  ein  Seitenstück  zur  gemeinen  Schnuibea- 
fläche  (vgl.  S.  191)  ist  Wenn  man  nämlich  irgend  eine  Haupttangentencorye 
der  Fläche  herausgreift  und  den  Ort  der  Mitten  ihrer  Secanten  beetimmt,  so 
findet  man  stets  wieder  Punkte  der  Fläche.  (Vgl.  S.  190).  Die  Fläche  entsteht 
daher,  wenn  eine  Curve,  die  zu  einer  Haupttangentencurye  der  Fläche  im 
halben  Maassstab  ähnlich  ist,  an  einer  mit  ihr  congruenten  Curve  ohne  Drehung 
entlang  geschoben  wird.    Doch  wollen  wir  hierauf  nicht  näher  eingehen.' 

Wenn  wir  die  reellen  Minimalflächen  bestimmen  wollen  ^  so 
müssen  wir  nach  Satz  115  unter  ü  und  F  conjugiert  compleze 
Functionen  der  conjugiert  complexen  Grössen  u  =  j  +  «^  nnd 
ö  =  E  —  2^  verstehen  und  die  Integrale  in  Satz  114  berechnen.  Da 
nun  jede  der  drei  Coordinaten  :r,  y,  z  als  Summe  von  zwei  Inte- 
gralen gewonnen  wird  und  jedesmal  die  beiden  einzelnen  Integrale 
conjugiert  complex  sind,  so  ist  jedesmal  ihre  Summe  gleich  dem 
doppelten  reellen  Teil  des  einen  Integrals  allein. 

Wenn  wir  also  durch  den  vorgesetzten  Buchstaben  91 
andeuten,  dass  von  dem  nachfolgenden  Ausdruck  nur  der 
reelle  Teil  benutzt  werden  soll,  so  können  wir  das  Ergebnis 
so  aussprechen:* 

Satz  116:  Jede  reelle  Minimalfläche  mit  Ausnahme 
der  Ebene  ist  in  der  Form  darstellbar: 

x^mßl  -u*)f/(u)rfu, 
t/  =  ^Ji{l  +n^)U{n)dn, 
z  =  9fij2uf/(u)rfu, 
sobald  man  darin  U  als  irgend  eine  Function  von  u  =  E  +  t5 

^  Diese  Eigenschaft  der  SoHERK'schen  Minimalfläche  fand  Lte;  vgl.  die 
Anm.  zu  S.  191. 

*  Nach  Weiebstbass,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  247. 
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wählt,  die  nicht  gleich  Null  ist,  und  nach  beendigter  Aus- 
wertung der  Integrale  jr  und  tf  als  Parameter  der  Fläche 
auffasst.  Die  reellen  Punkte  der  Fläche  gehören  dann  zu 
den  reellen  Werten  der  Parameter. 

Wir  können  diese  Gleichungen  auch  von  den  Integralzeichen 
befreien^  indem  wir  wie  in  I  S.  342  die  Methode  der  teUweisen  Inte- 
gration anwenden.  Wenn  wir  unter  P(n)  eine  Function  verstehen, 
deren  dritter  Differentialquotient  gleich  U{n)  ist  und  also  als  von 
Null  verschieden  vorausgesetzt  werden  muss  (vgl.  (5)  in  I  S.  342), 
so  kommt  entsprechend  dem  Satz  51,  I  S.  343: 

Satz  117:  Jede  reelle  Minimalfläche  mit  Ausnahme  der 
Ebene  ist  in  der  Form  darstellbar:^ 

:r  =  Si  [  (1  -  n^r'{n)  +  2u  ^(u)  -  2F  (u)] , 

y  =  91  [,(1  +  u*)  r'  (u)  -  22U^  (u)  +  2 iF{n)] , 

z  =  afi[  2ujP"'(u)-.2^(u)], 

sobald  man  darin  u  =  jr  +  i^  setzt  und  die  reellen  Grössen 
;  und  \)  als  Parameter  benutzt  Dabei  bedeutet  F{vi)  eine 
beliebige  Function  von  u,  deren  dritter  Differentialquotient 
nicht  gleich  Null  ist 

Die  Parameter  ^  und  \)  sind  nach  Satz  27,  S.  65,  thermische 

Parameter   der  Minimalfläche.     In  der  That  lässt   sich   dies   auch 

sofort  daraus  schliessen,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  nach 

(3)  die  Form 

ds^  =  {vi\)  +  lyUFdvidt) 

oder  also  in  i  und  t)  die  Form: 

ds^  =  {f  +  9'  +  1)'  UF{df  +  d\)^), 

also  den  Factor  df  +  d\)^  hat    (Vgl.  Satz  25,  S.  58). 

Die  Parameterlinien  (jr)  und  {\))  bilden  daher  auf  der  Minimal- 
fläche ein  Isothermennetz. 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  sind  die  Grössen  (4)  die  Coordi- 
naten  des  Bildpunktes  des  Flächenpunktes  (u,  t))  oder  (;,  t)).  Sie 
haben,  in  j  und  t)  geschrieben,  die  Werte: 

?'  +  9"  +  i'  5«  +  ^«  +  i'  j«  +  9«  +  r 

Dies  ist  eine  analytische  Darstellung  für  die  Kugelpunkte  {X,  J,  Z) 


^  Auch  diese  Darstellung  der  reellen  Minimalflftchen  wurde  von  W 
8TBASS  gegeben,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  247. 
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mit  Hülfe  zweier  Parameter  ^,  t).  Da  die  sphärische  Abbildung  der 
Minimalfläche  nach  Satz  108  conform  ist,  so  sind  die  Parameter- 
linien {i)  und  {tf)  auf  der  Kugel  ebenfalls  Isothermen,  nach  Satz  32, 
S.  71.  In  der  That  traten  dieselben  Gleichungen  schon  auf  8.  81 
in  (14)  bei  der  stereographischen  Projection  der  Kugel  auf; 
nur  hatten  wir  dort  x,  y,  z  statt  X,  T,  Z,  Wenn  wir  also  die 
Bildkugel  vom  Nordpol  (0,  0,  1)  aus  auf  die  xy-Ebene  perspectiT 
projicieren,  so  ist  die  Projection  des  Kugelpunktes  {X,  Yj  Z)  der 
Punkt  in  der  xy-Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  ;  und  9. 
Die  Parameterliuien  (jr)  und  (^)  auf  der  Kugel  sind  hiemach  die- 
jenigen £j*eise,  die  im  Nordpol  die  yz-Ebene  bez.  xz-Ebene  be- 
rühren. Da  die  stereographische  Projection  auch  eine  conforme  Ab- 
bildung der  Kugel  auf  die  Ebene  ist,  so  folgt: 

Satz  118:  Deutet  manjr  und  ^  als  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten  in  der  Ebene^  so  wird  die  in  Satz  116  ange- 
gebene Minimalfläche  conform   auf  die  Ebene  abgebildet. 

Wir  beschliessen  diesen  Paragraphen,  ^  indem  wir  noch  ein  Bei- 
spiel von  Minimalflächen  erwähnen,  das  allerdings  etwas  schwierigere 
Betrachtungen  verlangt,  sodass  wir  uns  nur  auf  die  Hauptsachen 
einlassen  und  es  dem  Leser  anheimstellen,  dies  Beispiel  zu  über- 
schlagen. 

Beispiel:  Wir  wollen  diejoDigen  Minimalflächen  besprechen,  die  soge- 
nannte Doppelflächen  sind.  Dabei  erinnern  wir  daran,  dass  wir  die  allge- 
meinen Gleichungen  einer  Minimalfläcbe  aus  dem  Umstände  abgeleitet  haben, 
dass  die  Minimalfläcben  Schiebungsflächen  von  Minimalcurven  sind.  Nun  sahen 
wir,  als  wir  auf  S.  188  u.  f.  von  den  Schiebungsflächen  überhaupt  sprachen,  dass 
es  insbesondere  vorkommen  kann,  dass  die  beiden  erzeugenden  Curven  der 
Schiebungsfläche  mit  einander  congruent  und  von  gleicher  Stellung  sind  (vgL 
S.  189).  Da  eine  reelle  Minimalfläche  nur  conjugiert  compleze  Minimalcurven 
enthält,  so  werden  wir  hier  zu  der  besonderen  Annahme  gef&hrt,  dass  beide 
erzeugende  Minimalcurven  einerseits  conjugiert  complez  sind  und  andererseits 
die  eine  in  die  andere  durch  eine  Schiebung  Übergeführt  werden  kann.    Diese 

^  Hierbei  sei  zur  Orientierung  des  Lesers  noch  bemerkt,  dass  wir  nor 
einen  sehr  kleinen  Teil  derjenigen  Ergebnisse  beibringen  können,  die  seitens 
verschiedener  Mathematiker  auf  dem  Gebiete  der  Minimalflächen  gefunden 
worden  sind.  So  werden  wir  z.  B.  auf  die  wichtigen  Untersuchungen  von 
ScHWABz  gar  nicht  eingehen  können.  Wir  wollen  aber  noch  erwähnen,  dass 
SoHWARz  im  Journal  f.  d.  r.  u.  angew.  Math.,  80.  Band,  einen  geschichtlichen 
Überblick  über  die  Minimalflächen  gegeben  hat,  der  auszugsweise  in  Salmon* 
Fiedlbb's  „Analytische  Geometrie  des  Baumes^',  IL  Teil,  Leipzig  1880, 
S.  XX — XXYIII,  aufgenommen  worden  ist.  Auch  die  geschichtlichen  Notizen 
in  Dabboüx'  „Le^ons**  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  187),  I.  partie,  [S.  267  u.  f.,  sind 
EU  beachten. 
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Flächen  hat  man  Doppelfläohen  genannt,  und  zwar  deshalb,  weil  sie,  sobald 
sie  nicht-periodisch  sind,  eine  merkwürdige  Eigenschaft  haben.  Diese  Eigen- 
schaft wollen  wir  aber  nicht  durch  geometrische  Überlegungen,  wie  wir  sie 
soeben  andeuteten,  sondern  durch  die  Untersuchung  eines  analytischen  Problems 
ableiten,  nftmllch  so: 

Wählt  man  eine  bestimmte  Function  ü(Vi\  so  gehört  zu  ihr  nach  Sats  116 
eine  reelle  Minimalfläche,  die  bis  auf  eine  Schiebung  im  Baume  eine 
völlig  bestimmte  Lage  hat,  denn  die  Integrationsconstanten  können  noch  be* 
liebig  gewählt  werden.  Man  kann  sich  nun  fragen,  ob  zwei  verschiedene  Func- 
tionen dieselbe  Minimalfläche  —  abgesehen  von  Schiebungen  —  liefern.  Gtoben 
wir  daher  der  Functin  Z7  noch  einen  zweiten  Wert  ü(y[)f  indem  wir  auch  die 

Veränderliche  u  durch 

ü  =  j  +  t^ 

ersetzen,  sodass  für  die  zweite  Fläche  die  Bichtungscosinus  der  Normalen  nach 
(4)  die  Werte  haben: 

wo  natürlich  ö  der  zu  ü  conjugierte  Wert 

sein  soll.  Soll  jeder  Punkt  (u,  D)  der  eisten  Fläche  mit  einem  Punkte  (ü,  ^  der 
zweiten  —  abgesehen  von  einer  Schiebung  im  Baume  —  zusammenfielen,  so 
müssen  sie  parallele  Normalen  haben,  aber  es  kann  der  Sinn  der  positiven 
Normalen  bei  der  zweiten  Fläche  der  umgekehrte  sein.  Daher  setzen  wir  die 
Werte  (4)  entweder  direct  den  Werten  (18)  gleich  oder  aber  erst  nach  Multi- 
plication  mit  -  1.    Im  ersten  Fall  ergiebt  sich  dann 

(14)  u  =  u ,        D  =  b , 
dagegen  im  zweiten  Fall: 

l  _  l  ,  1  1 

(15)  u= j         D= oder:       u  =  — ^r>         t)=— -> 

^  0  u  D  u 

und  diese  Werte  u,  ö  sind  conjugiert  complex,  sobald  es  u  und  t)  sind.  Denn 
wenn 

ist,  so  giebt  (15): 

(16)  ^-h4'  ""-M- 

Nun  giebt  die  Gleichung  für  «  in  Satz  116  oder,  was  vielleicht  klarer  ist,  die 

Gleichung  für  *  in  Satz  114,  wo  ü  und  V  conjugiert  complexe  Functionen  von 

u  und  t)  bedeuten: 

dx  =  u  Udu  +  t)  Vdt), 

während  bei  der  neuen  Fläche: 

dx^üÜdvi  +  D  Vd^ 

ist.  Sollen  beide  Werte  übereinstimmen,  so  giebt  die  Annahme  (14)  die  triviale 
Lösung  Ü(ü)=»  Ü{vi)=  U(n)  und  F(d)=  V  (t))  =  V(t)),  also  keine  zweite 
Fläche.    Dagegen  giebt  die  Annahme  (15): 

ÜÜdü  +  v  Vdv  -  -  -^  ül-  j]dv^^  vU  ^]  du. 
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Diese  Fordenmg  wird  ftlr  alle  Werte  von  u  und  D  befriedigt,  wenn: 

gesetzt  wird,  und  dann  sind  Ü  und  V  thataachlich  zu  einander  coigugiert  com- 
plexe  Functionen.    Daher,  mit  Rücksicht  auf  (16): 

Satz  119:    Die   beiden   reellen  Minimalflächen,   die  durch   die 
Gleichungen: 

X  =  mf(l  -u^UdvLy  aj  -  mf{l  - u*)  Üdu  , 

y^^Ji{l+n')üdu,        und       y  =  SRjtXl  +  ü«)  Ö'rfii , 

»-  ^f2u  üdu  *  =  ^f2nÜdü 

dargestellt  werden,  in  denen  ü  eine  Function  von 

u  =  j  +  t^ 

und  ü  eine  Function  von 

u  -1  +  t^ 

bedeutet,  sind  —  abgesehen  von  einer  Schiebung  —  nur  dann  mit 
einander  identisch,  wenn  entweder  ü  dieselbe  Function  von  u 
wie  ü"  von  ü  ist  oder  wenn  sich  {7  durch  die  zu  ü  conjugiert  com- 
plexe  Function  F  so  ausdrückt: 


--i-{-i) 


Im  zweiten  Fall  entspricht  dem  Punkte  (;,  Q)  der  einen  Fläche  der- 
jenige Punkt  g,  ^)  der  anderen  Fläche,  für  den 

-  ¥  -  i) 


?*  +  !)•'        '         f'  +  D« 

ist,  und  die  Normalen  beider  Punkte  sind  einander  parallel,  aber 
von  entgegengesetztem  Sinn. 

Bleiben  wir  jetzt  bei  dem  nicht  trivialen  zweiten  Fall.  Es  kann  vorkommen, 
dass  die  neue  Function  Uy  ausgedrückt  durch  ü,  genau  dieselbe  Function  ist 
wie  die  alte  Function  Z7,  ausgedrückt  durch  u.  Alsdann  liegt  eine  reelle 
Minimalfläche  vor,  ausgedrückt  durch  die  reellen  Parameter  ;  und  ^,  bei  der 
die  Stelle  (u)  oder  (;,  Q)  mit  der  Stelle 


ri]     oder    (--,!-. 


f  + 1)' 


congruent  ist,  während  sie  an  diesen  beiden  Stellen  nach  verschiedenen  Seiten 
gerichtete  parallele  Normalen  hat  Ist  die  Fläche  nicht -periodisch,  so  müssen 
beide  Stellen  zusammenliegen.  Wenn  sie  dagegen  periodisch  ist,  so  könnte  die 
eine  Stelle  um  eine  oder  um  einige  Perioden  von  der  andern  entfernt  sein. 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Fläche  nicht- periodisch  sei,  so  wollen 
wir  annehmen,  dass  sich  die  Grösse  u  stetig  in  die  Grösse  —  1 :  u  verwandele. 
Dabei  beschreibt  der  zugehörige  Punkt  (j,  t))  der  Fläche  eine  stetige  Curve 
auf  der  Fläche,  wobei  er  schliesslich  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt,  aber 
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dann  eine  nach  der  anderen  Seite  gerichtete  Normale  hat;  d.  h.  er  ist  auf  die 
andere  Seite  der  Fläche  übergegangen.  Es  liegt  alao  dann  der  merkwürdige 
Fall  einer  Flftche  vor,  bei  der  ein  aaf  der  Fläche  gelegener  Punkt 
auf  stetigem  Wege  aaf  die  andere  Seite  gerade  an  dieselbe  Stelle 
gelangen  kann,  ohne  die  Fläche  za  durchsetzen.'  Eine  solche  Minimal- 
fläche heisst  eine  Doppelfläche.' 

Zu   diesen  Flächen   gelangt  man  auch,   wenn   man,   wie  oben  bemerkt, 
untersucht,  wann  die  erzeugende  Minimalcurye  (D): 

aJ  =  YJ  (1-u«)  üdu,       y  =  ^C(i  +u")  üdu,      X  =  Tu  Udu 

in  die  zu  ihr  conjugierte  erzeugende  Minimalcurve  (u): 

aJ  =  -2-J(l-t)»)Frfö,      y-^fi^  +l)")F(il),       x=ft>Vdt) 

durch  Schiebung  überführbar  ist  Dies  ist  nämlich  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  man  eine  Veränderliche  ^  so  als  Function  von  u  bestimmen  kann, 
dass  für  jeden  Wert  von  t 

(1  -  u*)  üdu  -      (1  -  ^  V{f)dty 
(1  +u^üdu  --(1  +  ^  V{i)dt, 
uC7(u)du=      tV(t)dt 

wird.    Zunächst  also  wäre  zu  fordern: 

1-u«  ^  1-/*  1  +  u»      _  l  +  <« 

u      "      ^     *        ■   u      "  t     ' 

woraus  folgt: 

u 

Alsdann  bliebe,  indem  wir  diesen  Wert  von  t  in  die  drei  Bedingungen  ein- 
setzen, nur  die  Forderung: 

^<u,-±r(-i-), 

was  wieder  zu  dem  Werte  U  in  unserem  Satze  119  zurückführt 


'  Es  ist  leicht,  sich  ein  Modell  einer  Fläche  herzustellen,  die  zwar  keine 
Minimalfläche  ist,  aber  auch  die  Eigenschaft  hat,  dass  man  von  ihrer  einen 
Seite  auf  die  andere  auf  stetigem  Wege  gelangen  kann,  die  also,  wie  man 
sagen  kann,  nur  einseitig  ist.  Man  schneide  nämlich  einen  etwa  rechteckigen 
Streifen  Papier  aus  und  klebe  die  kurzen  Seiten  zusammen,  nachdem  man  das 
eine  Ende  zum  andern  hingebogen  und  einmal  um  zwei  rechte  Winkel 
gedreht  hat.  Verfolgt  man  auf  dem  so  hergestellten  Modell  die  frühere 
längere  Mittellinie  des  Rechtecks,  so  erkennt  man  sofort  die  Einseitigkeit.  — 
Auf  das  Vorhandensein  einseitiger  Flächen  hat  Listino,  „Census  räum- 
licher Complexe'S  Abh.  d.  Göttinger  Gesellsch.  d.  Wiss.  10.  Bd.  (1862),  und 
unabhängig  von  ihm  und  in  ausdrücklicherer  Weise  Möbius,  „Über  die  Be- 
stimmung des  Inhaltes  eines  Polyeders'*,  Leipziger  Berichte  1865  (siehe 
auch  Ges.  Werke  Bd.  II),  hingewiesen. 

'  Die  Theorie  der  Minimal-Doppelflächen  rührt  von  Lie  her,  vgl.  die  Anm« 
zu  S.  188. 
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Setzen  wir  z.  B. 


U' 


80  ist  die  zu   ü  conjugierte  Function  F  von  derselben  G^talt,    also  die  im 
Satz  119  angegebene  neue  Function: 


d.  h.  dieselbe  Function  von  u  wie  U  von  u.    Mithin  ergiebt  sich  för 

C/(«)  =  i-^v 

eine  Doppelfläche,  denn  die  Fläche  ist  offenbar  durch  eine  algebraische  Glei- 
chung zwischen  x,  y,  x  darstellbar  und  deshalb  nicht-periodisch.  Sie  heisat 
die  HsNNEBKBo'sche  Mini  mal  fläche.^ 

Indem  wir  hier  mit  dem  Paragraphen  auch  den  zweiten  Ab- 
schnitt schliessen^  bemerken  wir  noch,  dass  wir  auch  eine  Reihe  von 
Formeln  dieses  Abschnittes  in  Tafeln  im  Anhange  des  Bandes  zu- 
sammengestellt haben.  Die  Tafel  XII  enthält  die  Hauptformeln  dieses 
Abschnittes;  die  sich  auf  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung 
und  die  Krümmung  beziehen.  In  der  Tafel  XIII  sind  einige  dieser 
Formeln  für  die  specielle  Darstellungsform 

der  Fläche,  bei  der  x  und  y  die  Parameter  sind,  wiedergegeben. 
Einige  von  diesen  Formeln  sind  zwar  im  Texte  nicht  entwickelt 
worden;  sie  gehen  indes  so  unmittelbar  aus  den  entsprechenden 
Formeln  der  Tafel  XII  durch  Einsetzen  der  besonderen  Werte  her- 
vor, dass  wir  von  ihrer  ausdrücklichen  Ableitung  hier  füglich  absehen 
dürfen.  Die  Tafel  XIV  bezieht  sich  auf  die  sphärische  Abbildung 
einer  Fläche  und  die  Tafel  XV  auf  die  Parallelflächen. 

Die  Formeln  dieser  Tafeln  werden  wir  künftig  wieder  in  der 
üblichen  Weise  citieren. 


^  Hennebero,  ,,Über  solche  Minimalflächen,  welche  eine  vorge- 
schriebene ebene  Curve  zur  geodätischen  Linie  haben",  Zürich  1875. 


Dritter  Abschnitt. 

Die  Fnndamentalgleichimgen  der 

Flächentheorie. 


§  1.    Die  höheren  DilTerentialquotienten  der  rechtwinkligen 

Coordinaten« 

Die  Betrachtungen  des  ersten  und  des  zweiten  Abschnittes 
zeigen,  dass  die  drei  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F^  G, 
und  die  drei  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung,  Z,  M,  N,  von 
der  grössten  Bedeutung  für  die  Flächentheorie  sind.  Dieser  Um- 
stand ist  schon  durch  die  Benennung  gewürdigt  worden. 

Wir  haben  eine  Eeihe  von  solchen  Eigenschaften  der  Flächen 
besprochen,  die  von  ihrer  zufälligen  Lage  gegenüber  dem  Kreuze 
der  Coordinatenaxen  unabhängig  sind^  wie  z.  B.  die  Erümmungs- 
verhältnisse  in  einem  Punkte,  die  Lagerung  der  zu  einer  Normalen 
unendlich  benachbarten  Normalen  u.  s.  w.  Wir  fanden,  dass  zu  ihrem 
analytischen  Ausdruck  die  Fundamentalgrössen  völlig  ausreichten;  so 
lassen  sich  z.  B.  die  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächenpunktes 
durch  die  Fundamentalgrössen  allein  ausdrücken,  nach  XTT  (K). 

Da  wir  aber  nur  einen  Teil  der  Eigenschaften  der  Flächen, 
insbesondere  nur  einen  Teil  ihrer  von  der  Lage  im  Räume  unab- 
hängigen Eigenschaften  betrachtet  haben,  so  dürfen  wir  diese  Be- 
merkung nicht  ohne  weiteres  verallgemeinem.  Vielmehr  führt  sie 
uns  zu  dem  Problem,  zu  untersuchen,  wie  sich  überhaupt  die  von 
der  Lage  im  Räume  unabhängigen  Eigenschafben  einer  Fläche  ana- 
lytisch ausdrücken. 

Die  Erledigung  dieses  Problemes  ist  eines  der  Hauptziele  des 
gegenwärtigen  Abschnittes. 

Zur  Vorbereitung  bedürfen  wir  einer  Reihe  von  Formeln,  die 
jetzt  aufgestellt  werden  sollen.  Erinnern  wir  uns  an  die  Definitionen 
der  Fundamentalgrössen  in  XI  {A)  und  XII  {B) : 

(1)  SxJ  =  E,       Sx^x^^F,       SV=Ö, 
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(2) 


*u» 

*«*, 

"uu 

y«y. 

'uu 

^»  ^. 

=  I)L, 


X        XX 


y«»  j'u  yt 


Z        Z      Z 

UV       u        V 


=  DM, 


XXX 

vv       u        V 


y^v  Vu  ^9 


^vv    ^u     ^v\ 


=  DN, 


wo 


D^  =  EG-F^ 


isty  80  erkennen  wir,  dass  sie  die  sechs  ersten  und  neun  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,y,z 
nach  den  Parametern  u  und  v  enthalten.  Differenzieren  wir  die 
drei  Gleichungen  (1)  einmal  partiell  nach  u  und  einmal  partiell 
nach  V,  so  gehen  aus  ihnen  die  sechs  Gleichungen  hervor: 

8'u.^u  =  i  ^..  ^^uv^v  +  ^^u^vv  =  Ky         ^^vv^v  =  iö.. 

die  wir  auch  so  schreiben  können: 


(3){ 


Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sind  neun  lineare  Gleichungen  f&r 
die  neun  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  x,  y,  z: 


uu 


UV 


'»»> 


"uu*      ^uv '      ^vv^ 


Z  Z  Z 

UU^  ttt>  '  vv 


Dabei  enthalten  die  drei  in  (2)  und  (3)  links  stehenden  Gleichungen 
nur  die  partiellen  Ableitungen  der  ersten  Reihe,  femer  die  in  (2) 
und  (3)  in  der  Mitte  stehenden  Gleichungen  nur  die  partiellen 
Ableitungen  der  mittleren  Reihe  und  endlich  die  in  (2)  und  (3) 
rechts  stehenden  Gleichungen  nur  die  partiellen  Ableitungen  der 
dritten  Reihe  der  soeben  angegebenen  Tabelle.  Wir  werden  nun 
sehen,  dass  jedesmal  die  betreffenden  drei  Gleichungen  hinsichtlich 
der  in  ihnen  vorkommenden  zweiten  Ableitungen  eine  von  Null  ver- 
schiedene Determinante  haben  und  daher  nach  den  zweiten  Ab- 
leitungen auflösbar  sind.  Durch  die  Auflösung  ergeben  sich  alsdann 
die  zweiten  Ableitungen  ausgedrückt  durch  die  ersten  Ableitungen, 
durch  die  Fundamentalgrössen  und  durch  die  ersten  partiellen  Ab- 
leitungen der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung. 

Die  drei  in  (2)  und  (3)  links  stehenden  Gleichungen  können  so 
geschrieben  werden: 
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**      tl      Ml» 

8X  X 
V      1*1» 


=  ^.-i^.. 


Ihre  Determinante  hinsichtlich  x    ,  y    ,  z     ist: 


Vu'v  -  KVv     ««*.  -  *«*,     *«y,  - y«', 


1»     o 


y« 
y. 


V 


Direct  oder  auch  nach  XI  {F)  und  XI  (X)  findet  man  als  ihren 
Wert  B^,  Ist  also  -D  4=  0,  d.  h.  ist  die  Fläche  nicht  die  Tangenten- 
fläche einer  Minimalcurve  (nach  S.  29),  so  ist  die  Auflösung  nach 
^ui.»  Vuu^  Ku  möglich.    So  kommt: 

BL 


^uu  —    /)« 


oder: 


'^u^'v-^'u''^ 


*  1»  y «    ifu  1 


u    o 


y. 
y. 


V 


'««  =  5t  [-öi^(y„«,-2,yj  +  i'E:,(a:„y,«+  a:,2,»-  ar,y,y,-  a:,z,z,)  - 

-  {^  -  \^^  {^ul/ulfv  +  '«  'u  "v  -  "vVu   -  'v  'u)^- 

Wenn  wir  in  der  zweiten  runden  Klammer  ar„  x*  addieren  und  sub- 
trahieren,  so  sehen  wir,  dass  sie  nach  (1)  den  Wert  x^O  —  x^F  hat, 
und  wenn  wir  in  der  letzten  runden  Klammer  xj^x^  addieren  und 

U V 

subtrahieren,  finden  wir,  dass  sie  nach  (1)  den  Wert  x^F ^  x^E 
hat.     So  kommt: 

^«u  =  :^[-ö^(y«^.-^uyJ+i^«('«<?-^.^)-(^.-i^J(*.^-'.^)]- 

Die  Werte,  die  sich  fllr  y^^,  z^^  ergeben,  gehen  aus  diesem  durch 
cyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  hervor. 

Wenn  wir  alsdann  in  den  drei  Gleichungen  u  mit  t;  und  ent- 
sprechend E  mit  Gj  L  mit  N  vertauschen,  so  gehen  die  Werte  von 

^.1,»  Vvv^  ^.«  l^ervor. 

Um  x._,  7/  .  2._  zu  finden,  müssen  wir  die  drei  mittleren 
Gleichungen  in  (2)  und  (3)  benutzen.  Hier  ist  die  Bechnung  genau 
80  wie  vorher  durchzufuhren. 

In  dieser  Weise  kommen  wir  zu  nenn  Formeln,  von  denes 
drei  so  lauten: 
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(4) 


X 


uu 


X      = 

UV 


M  , 


ov 


^«y,)  + 

^    ( 

+ 

2/)»  ^ 

^»yJ  + 

1      ( 

+ 

'     ( 

KV^  + 

^      ( 

2y>«  ^ 

+ 

1    ( 

während  die  übrigen  sechs  aus  diesen  durch  cyklische  Vertaaschmig 
von  Xj  y,  z  hervorgehen.     Sie  lehren: 

Satz  1:  Die  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  z  eines  Flächenpunktes  nach 
den  Parametern  u  und  v  lassen  sich  sämtlich  durch  die 
ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z,  durch  die  Fundamentsl- 
grössen  erster  und  zweiter  Ordnung  und  durch  die  ersten 
partiellen  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  ausdrücken.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die 
Fläche  keine  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  seL 

Hieraus  ziehen  wir  weitere  Schlüsse,  wobei  wir  die  Rechnungen 
gar  nicht  auszuführen  brauchen:  Wollen  wir  die  dritten  partiellen 
Ableitungen  der  Coordinaten  x^  y,  z  haben,  so  differenzieren  wir 
unsere  Formeln  noch  einmal  nach  u  oder  v.  So  giebt  die  erste 
Formel  (4)  nach  u  differenziert  den  Wert  von  x^^^y  und  zwar  aus- 
gedrückt durch  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  ar,  y,  r,  durch 
die  Fundamentalgrössen,  durch  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
von  Ef  Ff  0  und  durch  die  ersten  Ableitungen  von  X,  M,  N,  Aber 
hierin  können  wir  die  zweiten  Ableitungen  von  Xj  y,  z  mit  Hilfe  der 
Formeln  (4)  und  der  sechs  analogen  Formeln  durch  die  ersten  Ab- 
leitungen von  Xf  y,  z  durch  die  Fundamentalgrössen  und  die  ersten 
Ableitungen  von  F,  F,  G  ausdrücken  u.  s.  w.  So  ergiebt  sich,  wenn 
wir  in  derselben  Weise  weitel:  schliessen: 

Sat2  2:  Die  zweiten  und  höheren  partiellen  Ableitungen 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Flächenpunk- 
tes nach  den  Parametern  u  und  t;  lassen  sich  sämtlich 
durch  die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z,  durch  die  sechs 
Fundamentalgrössen  und  durch  die  partiellen  Ableitungen 


§  2.     Die  drei  FkmdofnefUalgleichungen,  265 


der  Fundamentalgrössen  nach  u  und  v  aasdrücken,  und 
zwar  treten  bei  den  n**°  Ableitungen  von  jt,  y,  z  die  Ab- 
leitungen von  JE,  Fj  G  bis  zur  (n  —  1)*®°  Ordnung,  die  von 
i,  Mj  N  bis  zur  (n  —  2)**°  Ordnung  auf.  Hierbei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Fläche  keine  Tangentenfläche  einer  Mini- 
malcurve  sei. 


§  2.    Die  drei  Fundamentaigleicliungen. 

Wir  sahen,  dass  sich  die  zweiten  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  u 
und  V  durch  die  ersten,  durch  E^  Fy  G,  ü,  M,  N  und  durch  die 
ersten  Ableitungen  von  E^  Fy  G  ausdrücken  lassen.  In  den  Formeln 
(4),  S.  264,  sind  die  Ausdrücke  für  x^^,  x^^,  x^^  ausführlich  an- 
gegeben worden.  Wir  zogen  hieraus  Schlüsse  in  Bezug  auf  die 
höheren  Ableitungen  von  x,  y,  z.  Hierbei  aber  ist  nun  ein  Ein- 
wand zu  machen: 

Wollen  wir  z.  B.  x^^^  berechnen,  so  kann  dies  in  zwei  Arten 
geschehen,  entweder  dadurch,  dass  wir  die  Formel  für  x^^  partiell 
nach  V,  oder  dadurch,  dass  wir  die  Formel  flir  ar^^  partiell  nach  u 
differenzieren.  Dasselbe  gilt  bei  der  Berechnung  von  x^^^.  Jedesmal 
haben  wir  zwei  Methoden,  und  wenn  wir  die  nach  beiden  Methoden 
berechneten  Werte  einander  gleichsetzen,  erhalten  wir  also  zwei 
Gleichungen.  Da  wir  dieselben  Schlüsse  für  y^„^,  y„„„  und  für  z^^^, 
z,„„  machen  können,  so  übersehen  wir,  dass  wir  so  zu  sechs  Glei- 
chungen  kommen,  die  notwendig  richtig  sind. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese  sechs  Gleichungen  zu  finden. 
Dabei  werden  wir  sehen,  dass  sie  sich  auf  nur  drei  reducieren,  die 
wir  ihrer  grossen  Wichtigkeit  halber  die  drei  Fundamental- 
gleichungen der  Flächentheorie  nennen  wollen. 

Da  die  Formeln  einen  grösseren  Bechenaufwand  erfordern,  ist 
es  angebracht,  sie  zunächst  unter  speciellen  Voraussetzungen  abzu- 
leiten, für  die  sie  sich  einfacher  gestalten.  Der  Leser  wird  dadurch 
einen  besseren  Überblick  gewinnen  und  alsdann  ihre  allgemeine  Be- 
rechnung leichter  verstehen. 

Wir  wollen  zunächst  den  speciellen  Fall  betrachten, 
dass  die  Parametercurven  (u)  und  (v)  Minimalcurven  seien. 
Nach  Satz  16,  S.  36,  schliessen  wir  dabei  nur  die  Tangentenflächen 
der  Minimalcurven  aus,  von  denen  wir  ja  hier,  wie  schon  auf  S.  263 
bemerkt  wurde,  überhaupt  absehen.    Nach  Satz  17,  S.  36,  ist  jetzt 

jF=  G^O 
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und  also  D  =  j/^ö  —  ^*  =  iF  anzunehmen,  sodass  die  Gleichnngen 
(4),  S.  264,  die  einfachere  Gestalt  bekommen: 


(1) 


X      = 

UM 


iL  ,  ,   ,     Fu 


F 


F    «»' 


UV 


vv 


iM ,  , 


JP     v«/u    »  uifpf     •      jp   ~t> 

Wenn  wir  jetzt  x^^^  aus  der  ersten  Gleichung  durch  partielle 
Differentiation  nach  v  berechnen  wollen,  so  haben  wir  rechts  den 
Ausdruck 

oder: 

D 

partiell  nach  v  zu  differenzieren.  Alsdann  treten  die  zweiten  par- 
tiellen Ableitungen  von  y  und  z  auf,  die  wir  mit  Hülfe  der  Formeln, 
die  aus  (1)  durch  cyklische  Vertauschung  von  jr,  y,  z  hervorgehen, 
wieder  entfernen  könnten.  Aber  wir  können  dies  Geschäft  verein- 
fachen, weil  wir  nämlich  die  partiellen  Ableitungen  des  angegebenen 
Ausdruckes  schon  früher  berechnet  haben,  denn  ei*  ist  ja  nach  XI  {F) 
nichts  anderes  als  J,  und  die  Ableitungen  von  X  sind  in  XII  {B^ 
angegeben.     Danach  ist,  weil  jetzt  jB  =  Ö  =  0,  i^  =  i  ^  ist: 


(2) 


y    ___  Ja  Ju 

-^tt ^  ^u        jr  ^r>  » 

Y  _        N_  AT 


Wenn  wir  also  statt  (1)  schreiben: 


(8) 


^uu  =  ^^  + 

F     «' 

^uv  =  ^^y 

^..-^^+ 

F, 

F  ^^ 

und  nun  die  Formeln  (2)  benutzen,  so  ist  es  ein  leichtes,  die  Werte 
von  x^^^  und  x^^^  zu  berechnen. 

Die  erste  Formel  (3)  giebt,  nach  v  differenziert,  mit  Bücksicht 
auf  die  zweite  Formel  (2): 

N 

1»       _L_    f     I     _1_    hi Iß       —L- . 

F     «»• 


X       ^  L  X  —  L  \-r=r  X   4- 

uuv  V  V  JT      •* 


#-..)  + -^^.„-h-^-x 


dudv      « 
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Die  zweite  Formel  (3)  dagegen  giebt^  nach  u  differenziert,  mit  Bück- 
sicht auf  die  erste  Formel  (2): 


^u«„  =  K^-  ^^^($^-  +  y  ^t')  • 


Setzen  wir  beide  Werte  einander  gleich  und  entfernen  wir  x^^  ver- 
möge der  zweiten  Formel  (3)^  so  kommt: 

oder,  geordnet  nach  X,  x^,  x^: 

Hätten  wir  in  entsprechender  Weise  aus  denjenigen  Formeln, 
die  aus  (3)  durch  Vertauschung  von  x  mit  y  oder  z  und  von  X 
mit  Y  oder  Z  hervorgehen,  die  beiden  Werte  von  y^^^  und  die 
beiden  Werte  von  z^^^  abgeleitet  und  jedesmal  einander  gleich- 
gesetzt, so  wären  wir  zu  denjenigen  beiden  Gleichungen  gelangt,  die 
aus  der  letzten  Gleichung  durch  dieselbe  Vertauschung  hervorgehen. 
Multiplicieren  wir  die  drei  so  sich  ergebenden  Gleichungen  mit 
X,  7,  Z  bezüglich  x^,  y^,  z^  und  addieren  sie  jedesmal,  so  ergiebt 
sich,  weil  SX*  =  1  und  SXx^  =  0  nach  XI  (/)  ist,  einzeln: 

(5)  Z^-M„+^Äf=0,      M^_^MZ  =  o, 

und  diese  beiden  Gleichungen  ziehen  umgekehrt  die  Gleichung  (4) 
nach  sich  sowie  die  aus  (4)  durch  Vertauschung  von  x  mit  y  oder  z 
und  X  mit  ¥  oder  Z  hervorgehenden  beiden  Gleichungen. 

Wenn  wir  nun  nach  derselben  Methode  statt  ar^^^,  y„^^,  z^^^ 
die  Grössen  x     .  y,^    .  z._„  berechnen  und  jedesmal  die  beiden  her- 

UW     «7  UVV'         UVV  •' 

vorgehenden  Werte  einander  gleich  setzen,  so  ergeben  sich  diejenigen 
Bedingungen,  die  durch  Vertauschung  von  u  mit  v  hervorgehen,  wobei 
dann  auch  L  mit  iV^  zu  vertauschen  ist  Es  treten  also  analog  (5) 
die  beiden  Bedingungen  auf: 

«*  »'jfp  '  F  du  ov 

Von  diesen  aber  ist  die  zweite  Gleichung  identisch  mit  der  zweiten 
Gleichung  (5).  Mithin  ergeben  sich  insgesamt  gerade  drei  Be- 
dingungen, die  wir  so  schreiben: 
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(6) 


h- 

K 

^  — 

^^^ 

LN- 

M* 

d^logF 

F 

du  dv  ' 

K- 

K 

=  — 

■^M. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  allgemeinen  Parametern 
u  und  t;  zurück.  Dabei  haben  wir  die  Gleichungen  (1)  durch  die 
Gleichungen  (4),  S.  264,  zu  ersetzen.  Da  der  Übergang  von  den 
soeben  benutzten  speciellen  Parametern  k,  ü  zu  beliebigen  Para- 
metern auch  dadurch  bewirkt  werden  kann,  dass  man  neae  Para- 
meter einführt,  so  ist  es  von  vornherein  klar,  dass  sich  auch  im 
allgemeinen  Fall  drei  Bedingungen  ergeben  werden,  diejenige  näm- 
lich, die  aus  (6)  durch  Einführung  beliebiger  neuer  Parameter  her- 
vorgehen. Wir  werden  dies  aber  auch  direct  nachweisen.  Die  Glei- 
chungen (4),  S.  264,  lassen  sich  zunächst  wegen  XI  {F)  so  schreiben: 


(7) 


uu 


X       = 

UV 


X       = 


ZX  + 

1    ( 

+ 

'    ( 

MX  + 

'     ( 

+ 

NX  + 

'     ( 

+ 

1     ( 
22)»^ 

-EF-EE+2FE)x. 


^{E^G-G„F)x^  + 
-E^F+G„E)x^, 

-G,F-G^G  +  2F^G)x^  + 
G^E+G„F-2F,F)T^. 


Dabei  nehmen  wir  Rücksicht  auf  die  Formeln  XII  {E),  mittels  deren 
die  Ableitungen  von  X,  Y,  Z  zu  berechnen  sind  und  von  denen  die 
auf  X  bezüglichen  so  lauten: 


(8) 


Z„  =  ±.(FM-GL)x^+  ~,{FL  -  EM)x„ 
X.  =  -L{F N  -  GM)x^  +-^(FM-  EN)x, . 


Wir  differenzieren  also  jetzt  die  erste  Gleichung  (7)  partiell 
nach  V  und  die  zweite  partiell  nach  u.  Die  dadurch  hervorgehenden 
Werte  von  x       setzen  wir  einander  gleich.     So  erhalten  wir,  wenn 


wir  die  dabei  auftretenden  Werte  von  x^^,  x^^,  x^^  mittels  (7)  und 


§  2,     Die  drei  J^rukmientalgleichungen. 


269 


die  Werte  X^,  X^  mittels  (8)  entfernen,  zunächst  die  sehr  umständ- 
liche Gleichung: 

Z^X-^M^X  + 


D» 


D« 


+  ^(-»«ö  +  JF^i'-2^,^fj|fX+-l 


+ 


2D* 

1 
2/>> 


+  Ai{-KJ'-K^+^K^)[^^+^r 


2/>« 


+ 


2Z>« 
1 


-^(^.ö-6,iO 


22)«  ^   «» 


22)« 


+ 


22)« 
1 


22>« 


-^.(-^.^+G^«^)k^+^ 


+ 


22)« 

1 
22)« 


-0^F^G^G  +  2F^O)x^  + 
G^E  +  G^F^2F^F)x^ 

F^G  +  F^F^2F^F)x^  + 
-F^F--F^E+2F^E)x^'^  - 


^FF+GE)x^ 


+ 


.      ö     EuQ  +  i:rF-'2FuF 

+  -^ ^-^r:^ •  X 


dv 

d 
du 


2D* 
E.Q-  GuF 


.      d    -'EuF-E^E  +  2FuE 


22)« 


dv 

d 
^^         ""  du 


22)« 

-  E,F+  OuE 
2  2)« 


V 


Ehe  wir  an  die  Ausrechnung  gehen,  überblicken  wir  diese  lange 
Formel  und  bemerken,  dass  sie  in  Bezug  auf  X,  x^,  x^  linear 
und  homogen  ist,  also  die  Form  hat: 

aX+  ßx^  +  yx^^  0, 

wobei  a^  ß,  y  Functionen  der  Fundamentalgrössen  und  ihrer  Ab- 
leitungen sind. 

Wenn  wir  entsprechend  y^^^  auf  zwei  Weisen  berechnen  und 
beide  Werte  einander  gleich  setzen  und  dasselbe  flir  z^^^  thun,  so 
gehen  die  Gleichungen  hervor: 

aZ  +  ßz^  +  yz^^Q, 

da  a,  /9,  y  ungeändert  bleiben,   wenn  ar,  y^  z   cyklisch   vertauscht 
werden. 


270     Dritier  ÄhachmU:   Die  Fundamentalgleichungen  der 


Jetzt  liegen  drei  in  a,  ß,  y  lineare  homogene  Gleichungen  vory 
deren  Determinante  nach  XI  (L)  gleich  D  und  daher  von  Null  ver- 
schieden ist»  sodass  notwendig  einzeln 

a  =  0,      /9  =  0,       r^O 

sein  muss.    Diese  drei  Gleichungen  ziehen  umgekehrt  die  vorigen 
nach  sicL     Also  sehen  wir: 

Die  ersten  drei  Bedingungen  ergeben  sich  dadurch, 
dass  wir  den  Coefficienten  von  Z,  den  von  x^  und  den  von 
x^  in  unserer  umständlichen  Gleichung  einzeln  gleich  Null 
setzen. 

Wir  hätten  ebenso  schliessen  können,  indem  wir  x„.  ,  v  » 
^ttv«  ^^  J^  ^^^^  Arten  berechneten.  Die  dadurch  hervorgehenden 
Bedingungen  aber  ergeben  sich  offenbar  einfacher  dadurch ,  dass 
wir  in  den  soeben  erwähnten  drei  Bedingungen  u  mit  o 
und  also  J?  mit  G  und  L  mit  N  vertauschen. 

Insgesamt  ergeben  sich  also  sechs  Bedingungen,  doch  werden 
wir  wie  gesagt  sehen,  dass  sie  sich  auf  nur  drei  reducieren. 

Zunächst  ist  die  Gleichung  a  =  0,  die  sich  also  durch  Nullsetzen 
des  Coefficienten  von  X  aus  der  obigen  langen  Gleichung  ergiebig  diese: 


(9) 


-^u= 2"51 ^- 

E^Q--  Q^E^  2(E,  '-Fu)F  j^ 
2D^ ^"■ 


-  E^F-  E„E  +  2FuE 
2D« 


If. 


Rechnet  man  die  Gleichungen  ß  =  0  und  y  ^  0  aus,  d.  h.  zieht 
man  aus  der  grossen  Gleichung  die  Coefficienten  von  x^  und  von  x 
und  setzt  sie  gleich  Null,  so  findet  man,  dass  sich  F  bez.  £  ab- 
sondern lässt.  Alsdann  aber  bleibt  bei  beiden  dasselbe  übrig,  so- 
dass die  beiden  Gleichungen  /?  =  0  und  y  =  0  nur  die  eine  Be- 
dingung ergeben: 

LN-M^         1  ^^    _ 


(10) 


D« 

■"  2D« 

+     ^ 

^  4D* 

•  ^     A  ru 

(G^+  B  G  -2G  F)  + 
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Dabei  hat  man  natürlich  zu  berücksichtigen^  dass 


also 

du 


=  KG+0E-2FF, 


^^  =  11  0+  G  F^2F  F 

ist 

Die  drei  Bedingungen  a  =  0,  ß  =  0,  y  =  0  reducieren  sich 
somit  auf  die  beiden  Gleichungen  (9)  und  (10).  Die  übrigen  Be- 
dingungen erhält  man  mithin,  indem  man  in  (9)  und  (10)  die  Para- 
meter u  und  V,  entsprechend  F  und  G  sowie  L  und  N  vertauscht 
Aber  dabei  bleibt  die  Gleichung  (10)  ungeändert  Also  tritt  nur 
die  eine  aus  (9)  folgende  Gleichung  hinzu: 

N  ^  M  —  OuF  —  E^F  1^  ^ 
-^tt       ^^v^         22)' 


(11) 


G^E-  E^Q  -h  2(0u  -  F^)F  ^ 
2D^ ^- 

-  O^F  -  GuG  +2F,0  T 
2^i ^' 


sodass  wir  also  thatsächlich  zu  nur  drei  Bedingungen  gelangen,  zu 
den  Gleichungen  (9),  (10)  und  (11). 

Demnach  ergiebt  sich  der  wichtige 

Satz  3:  Zwischen  den  Fundamentalgrössen  j?,  jP^  G  und 
Z,  My  N  und  ihren  Ableitungen  bestehen  drei  Gleichungen. 
Die  eine  drückt 

EG  ^  #»" 

als  Function  von  E,  F,  G  und  den  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitungen von  E,  F,  G  aus;  die  beiden  anderen  drücken 

L^-M^      und      N^-M^ 

als  lineare  homogene  Functionen  von  Z,  M,  N  aus,  deren 
Coefficienten  die  Grössen  E,  F,  G  und  die  ersten  Ab- 
leitungen dieser  Grössen  enthalten. 

Wie  wir  schon  bemerkt  haben,  nennen  wir  die  drei  Glei- 
chungen (9),  (10)  und  (11)  die  Fundamentalgleichungen  der 
Flächentheorie, ^  und  zwar  aus  folgendem  Grunde:  Wenn  E,  F,  G 


^  Von  den  drei  Fundamentalgleichungen  ist  die  eine,  die  Gleichung  (10), 
schon  von  Gauss  182S  in  seinen  „Disquisitiones"  (siehe  die  Anm.  zu  S.  5) 
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und  L,  M,  N  irgend  welche  sechs  gegebem  , 
sind,   so   könneo    sie    nach   den    obigen  K^  , 
FandamentalgrösseQ   einer   Fläche  sein,   ■ 
mentalgleich uDgen  für  alle  Werte   von   « 
nun  der  Fall,  so  werden  wir  erkennen,  daA 
giebt,  die  diese  Grössen  zu  Fnudamentalgrii 
Worten:    Wir   werden    erkennen,    dass    di' 
gleichangen  nicht  nur  die  notwendig  ' 
hinreichenden    Bedingungen    dafUr    • 
gehene  Functionen  £\  F,  G  und  L,  M 
gr&Bsen  einer   Fläche   aufgefasst 

Doch   geschieht  dies  erst  später, 
gehen,  hea|)rechen  wir  in  §  3  bis  §  ß  einige  | 
die  Aufstellung  der  Fundamentalgleichungen  s 

Wir  wollen  hier  noch  tarn  Überfluss  i 
drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10)  und  (t 
die  Curven  (h)  und  {«)  die  Minimalcurven  dt», 
drei  Gleichungen  (6)  redui 


§  S.    Verblegung  einer  Fläche  auf  t*^ 

Unter  den  drei  Fundamentalgleicbungon  I. 
Gleichung  (10)  auf  S.  270,  eine  besondere  Bed> 
tiges  Problem  der  Plächontheorie.  In  dieser  ( 
nichts  anderes  als  das  KrUmmungsmaass  A' 
Xn  {K)  — ,  sodass  sieb  ergiebt: 


entwickelt  worden,  Er  hat  aus  ihr  wichtigo  SohlQue  I 
ntctuten  Puftgrapheu  bespreoben.  Auch  iat  es  leicht,  aul 
Qoch  gegebenen  GleichungeD  die  beiden  anderen 
■uleiten,  wie  Dabhui'x  und  Buhcki  betont  baben.  Die 
mentBlgleichungen  (9)  uud  (1 1)  t.rolen,  allerdinge  in  andererl 
„Sn  la  teoria  genernle  delle  Buperfieie",  GionalaV 
bardo,  t.  IX  (Iti^T),  auf,  aber  man  nennt  sie  die  Qlfliclii^ 
weil  sie  in  Codazzi'b  Abhanrllung  „Sülle  coordi&ate  \ 
■  aperficie  e  dotlo  Bpnzio",  Annali  di  Mat.  t  II  (l»ea),  « 
komnen.  Bonkgt  gebührt  dns  Verdienst,  die  grosae  Bedsn 
sehen  Oleichnugeu  ins  rechte  Licht  gesetzt  zu  haben,  womif  4 
kommen.  Scblit^slich  muss  bemerkt  werden,  dase  die  Fnndl 
fOr  apedelle  Parameter  gehen  hei  luutt,  inabesondei«  in  wAan 
les  eoordoniidea  curvilignes  et  leara  diveraet  KffUt 
1B69,  Tork<»]unen. 
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indem  man  also  unter  Verbiegung  eine  solche  Änderung  der  G^estalt 
einer  Fläche  versteht,  bei  der  keine  Flächencurve  eine  Dehnung 
oder  Kürzung  erleidet  Die  Bevorzugung  des  Wortes  Verbiegnng 
Tor  dem  Worte  Abwickelung  hat  ihren  Grund  darin,  dass  man 
unter  Abwickelung  oft  stillschweigend  die  Abwickelung  auf  die 
Ebene,  statt  auf  eine  krumme  Fläche,  versteht  Die  abwickelbaren 
Flächen  also  sind  die  auf  die  Ebene  verbiegbaren  Flächen. 

Die  Verbiegung  einer  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  kann  auch 
als  eine  zugleich  flächentreue  und  conforme  Abbildung  de- 
finiert  werden,  wie  aus  S.  70  erhellt.  Der  Ahnlichkeitsmaassstab 
ist  hier  1:1,  d.  h.  die  Verbiegung  kann  auch  als  eine  solche  Ab- 
bildung bezeichnet  werden,  bei  der  jedem  unendlich  kleinen 
Stück  der  einen  Fläche  ein  congruentes  Stück  der  anderen 
entspricht 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  wir  im  allgemeinen  mit  dem 
Wort:  Verbiegung  durchaus  nicht  den  Begriff  einer  stetigen  Über» 
fiihrung  der  einen  Fläche  in  die  andere  —  ohne  Dehnung  —  ver- 
binden. Ob  die  Verbiegung  einer  Fläche  in  eine  andere  Fläche 
auf  stetigem  Wege  möglich  ist,  das  ist  eine  schwierigere  Frage,  auf 
die  wir  nur  in  einzelnen  Beispielen  eingehen  werden. 

Während  zwei  beliebige  Flächen  nach  Satz  35,  S.  72,  stets  oon- 
form  auf  einander  abgebildet  werden  können,  ist  es  klar,  dass  zwei 
beliebig  gegebene  Flächen  nicht  auf  einander  verbiegbar  sein  werden, 
denn  wir  wissen  ja,  dass  z.  B.  auf  die  Ebene  nur  die  Tangentenflächen 
der  Gurven  verbiegbar  sind.  Vielmehr  wird  es  zu  jeder  bestimmt 
gewählten  Fläche  nur  eine  gewisse  Familie  von  Flächen  geben,  die 
auf  sie  verbiegbar  sind. 

Wenn  wir  wie  in  §  11  des  1.  Abschnittes  die  punktweise  Ab- 
bildung einer  Fläche  auf  eine  andere  analytisch  dadurch  ausdrücken, 
dass  wir  entsprechenden  Punkten  beider  Flächen  dieselben  Para- 
meterwerte M,  V  geben,  sodass  etwa: 

(1)  x=:(p{u,v),      y  =  /(w,t?),       z  =  ^fj[u,v) 

und 


der   auf  einander  abwickelbaren  Oberflächen",   Festschrift  der  tech- 
nischen Hochschale  zu  Berlin  1884. 

Endlich  ist  noch  die  Behandlung  des  Problems  in  Darbooz'  ^yLe^ons^' 
(ygl.  die  Anm.  zu  S.  187),  3.  partie,  Paris  1894,  zu  erw&hiien. 
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die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  sind,  deren  Bogenelemente  die 
Quadrate  haben  mögen: 

ds*  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Odv*, 
dp  =  JEdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 


(3) 


so  wird  die  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  nur  dann 
eine  Verbiegung  sein,  wenn  insbesondere  jedes  Bogenelement  ds 
der  einen  Fläche  dieselbe  Länge  wie  sein  Bild  ds  hat  Nach  (3) 
tritt  dies  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 

(4)  E^E,       F^F,       Or=  Q 

ist  Da  jede  Curvenlänge  ein  Integral  über  Bogenelemente  ist,  so 
sind  dann  auch  entsprechende  Curven  beider  Flächen  gleich  lang. 
Also : 

Satz  5:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  auf  eine 
andere  Fläche  verbiegbar,  wenn  es  möglich  ist,  Para- 
meter Uy  V  auf  beiden  Flächen  derart  einzuführen,  dass  die 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  einen  Fläche  den 
entsprechenden  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der 
anderen  Fläche  gleich  werden.  Alsdann  entsprechen  die- 
jenigen Punkte  beider  Flächen  einander,  die  zu  denselben 
Werten  der  Parameter  u  und  v  gehören. 

Nach  Satz  4  ist  aber  dann  auch  das  Krümmungsmaass  K  der 
einen  Fläche  gleich  dem  Krümmungsmaass  Ä  der  anderen.    Daher: 

Satz  6:  Sind  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar,  so 
haben  sie  in  einander  entsprechenden  Punkten  dasselbe 
Krümmungsmaass. 

Oder  auch: 

Satz  7:  Bei  der  Verbiegung  einer  Fläche  bleibt  ihr 
Krümmungsmaass   überall  ungeändert^ 

Auf  diesen  wichtigen  Satz  haben  wir  schon  gelegentlich  (auf 
S.  229)  hingewiesen. 

Wenn  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sein  sollen,  so 
müssen  hiernach  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen 
dasselbe  Krümmungsmaass  haben.  Hat  man  nun  zwischen  zwei 
Flächen  eine  solche  punktweise  Abbildung  hergestiellt,  dass  jeder 
Punkt  der  einen  Fläche  dasselbe  Krümmungsmaass  wie  sein  Bild- 


^  Die  Sätze  5,  6  und  7  rühren  von  Gaubs  her*    Insbesondere  ist  Sats  7 
das  von  Gauss  so  genannte  ,,Theorema  egreginm'^ 

18* 
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punkt  auf  der  anderen  Mäche  hat,  so  folgt  aber  keineswegs  darana, 
dass  die  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  eine  Ver- 
biegung  wäre. 

Es  ist  in  der  That  leicht,  Beispiele  f&r  das  Gegenteil  zu  bilden.^ 

Beispiel:   In  der  a;^£bene  sei  die  logarithmische  Carye: 

X  ^  Uf      y  =  0,      X  SB  log u 

gegeben.  Drehen  wir  sie  um  die  »-Aze,  so  entsteht  die  Botationsflftcfae 
der  logarithmischen  Carye: 

X  =  u  cos  Vf      y  =>  UBinv ,      »  «  log  u , 
auf  der  das  Quadrat  des  Bogenelementes  den  Wert  hat: 


rf««  =  |l  +  -\]du^  +  u^dv^. 


Andererseits  betrachten  wir  die  gemeine  Schraubenfläche  (vgl.  S.  60): 

X  —  ü  cos  d ,      ^  =  üsin9,      i  =  ^, 

■ 

deren  Ganghöhe  gleich  2n  ist.    Hier  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes: 

dP  =  dü^  +  (1  +  ü^)dv^. 
Da  bei  der  ersten  Fläche  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  die  Weite 

auf  der  zweiten  Fläche  die  Werte: 

haben,  so  ergiebt  die  Fundamentalgleichung  (10),  S.  270 ,  für  die  Krdnuniiiig*- 
maasse  K  und  K  beider  Flächen  die  Werte: 

1  -  1 


(1  +  w«)«  '  (1  +  ü»)« 

Wenn  wir  also  die  Punkte  der  beiden  Flächen  einander  dadurch  Euordnen, 
dass  wir 

setzen,  so  haben  einander  zugeordnete  Punkte  dasselbe  Krümmungsmaass,  während 
doch  die  Quadrate  der  Bogenelemente  verschieden  sind.  Diese  punktweise 
Zuordnung  ist  also  keine  Verbiegung  der  einen  Fläche  auf  die  andere. 

Es  giebt  hier  überhaupt  keine  Abbildung  der  einen  Fläche  auf  die  andere, 
die  eine  Verbiegung  wäre.  Denn  die  allgemeinste  Abbildung  der  einen  Fläche 
auf  die  andere,  bei  der  jedem  Punkte  (u,  v)  ein  Punkt  (ü,  f)  mit  demselben 
Krümmungsmaass  entspricht,  ergiebt  sich  ja,  wenn  man 

1 +tt«  =  ±(l  +t*«j 

'  Solche  Beispiele  gaben  Stäokel  und  Wanoerin,  „Zur  Theorie  des 
GAüss'schen  Krümmungsmaasses",  Leipziger  Berichte  1893.  Das  obige 
Beispiel  rührt  von  Wamgebin  her. 
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oder  also: 

ü  =  V-  1  ±  1  ±  t«^ 
annimmt,  d.  h. 


ü  =s±  u      oder      ü  =■  }/—  2  —  m' 

setzt,  während  9  eine  beliebige  Function  von  u  und  t^  sein  darf: 

^  ^  q>(u,  v), 

Führen  wir  zunächst  ü  =  ±  Uy  9  ==  (p{u,v)  in  den  Ausdruck  für  dP  ein,  so 
kommt: 

dP  =  du^  +  (1  +  u^((Pudu  +  q)^dv)\ 

Er  ist  nur  dann  gleich  dem  obigen  Ausdruck  für  ds^,  wenn 

1  +  (1  +  tt«)  qp««  =  1  +  -^  ,      <jp«  <jPr  -  0  ,      (1  +  1*»)  <jp^«  =  u* 

Vi 

ist.    Wegen  der  zweiten  Gleichung  müsste  <)p«  oder  «jp«  gleich  Null  sein,  was 
beides  zu  Widersprüchen  führen  würde.    Wenn  wir  dagegen: 


ü  =  y  —  2  —  M* ,      9  B  <)p  (t<,  ») 
in  dS*  einsetzen,  so  kommt: 


t*» 


2  +•  t*' 
Dieser  Ausdruck  aber  deckt  sich  nur  dann  mit  da^,  wenn 


2 


-^jj^+(l    +tt*)qP„=l    +    :^,  <JP«qPr   =   0,  (1    +  1*«)  (jP,*  =   tt« 


ist,  was  ebenso  zu  Widersprüchen  führt 

Wir  haben  also  hier  den  Fall  vor  uns,  dass  keine  derjenigen  Abbildungen 
der  einen  Fläche  auf  die  andere,  bei  denen  Punkte  mit  gleichem  Krümmungs- 
maass  einander  entsprechen,  eine  Verbiegung  ist. 

Will  man  für  zwei  gegebene  Flächen  untersuchen,  ob  sie  auf 
einander  y erbiegbar  sind,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  man  von 
vornherein  nicht  weiss,  wie  die  Punkte  der  beiden  Flächen  einander 
bei  der  noch  fraglichen  Verbiegbarkeit  entsprechen.  Aber  man  weiss 
von  vornherein,  dass  gewissen  Curven  der  einen  Fläche  gewisse 
Gurven  auf  der  anderen  entsprechen  müssen,  nämlich  die  Minimal- 
curven.  In  der  That  gehören  ja  die  Verbiegungen  mit  zu  den 
conformen  Abbildungen,  sodass  der  Satz  37,  S.  73,  die  Behauptung 
enthält  Man  kann  die  Behauptung  auch  mittels  des  Satzes  5  und 
der  Differentialgleichung  XI  (0)  der  Minimalcurven  als  richtig  nach- 
weisen. 

Wenn  also  zwei  Flächen,  von  denen  man  nicht  weiss,  ob  sie 
auf  einander  verbiegbar  sind,  irgend  wie  analytisch  gegeben  sind, 
so  wird  man  gut  thun,  auf  beiden  die  Minimalcurven  als  Para- 
meterlinien einzuführen.    Auf  der  einen  Fläche  seien  u,  t)  und  auf 
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der  anderen  ü,  o  zugehörige  Parameter.  Nach  Satz  1 7,  S.  36,  haben 
dann  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  die  Formen: 

rf5«  =  2/^(0,  ö)rntrf5. 

Die  Zurückführung  der  Bogenelement-Quadrate  auf  solche  Formen 
erfordert  natürlich  die  Integration  der  Differentialgleichung  der 
Minimalcurven. 

Wenn  sich  nun  herausstellt,  dass  i^(u,  D)  dieselbe  Function 
von  u  und  ü  ist  wie  F  von  u  und  5,  so  würde  durch  u  =  ü,  t)  =  ö 
eine  solche  Abbildung  der  beiden  Flächen  auf  einander  vermittelt 
sein,  bei  der  einander  entsprechende  Bogenelemente  dieselbe  Länge 
haben,  d.  h.  dann  ist  die  Verbiegung  ausführbar. 

Aber  dies  ist  nicht  die  einzige  Möglichkeit  Man  muss  sich 
vielmehr  daran  erinnern,  dass  zu  bestimmten  Scharen  von  Para- 
meterlinien nach  S.  10  nicht  auch  ganz  bestimmte  Parameter  ge- 
hören. Vielmehr  wird  z.  B.  auf  der  ersten  Fläche  das  System  der 
Parameterlinien  immer  dann  noch  aus  den  Minimalcurven  bestehen, 
wenn  statt  u  und  ö  eine  Function  ü  von  u  allein  und  eine  Function  5 
von  ö  allein  als  neue  Parameter  eingeführt  werden. 

Wird  also  etwa: 

u  =  ^(ü),      ö  =  j8(5) 

gesetzt  und  werden  hierdurch  neue  Parameter  ü  und  B  eingeftLhrt^ 
so  wird: 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  äs  der  ersten  Fläche  statt 
der  Form 

ds^  =  2F{vi,)S)dvid\y 

die  Form: 

(5)  rfÄ»  =  2F{Ä,  B)  ÄB'dvi  d\) 

annimmt.  Mithin  folgt,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  das  System 
der  Parameterlinien  auch  bei  Vertauschung  von  u  mit  ö  ungeändert 
bleibt: 

Satz  8:  Sind  zwei  Flächen  auf  ihre  Minimalcurven  als 
Parameterlinien  bezogen  und  sind  u,  t)  bez.  ü,  ö  zugehörige 
Parameter  der  beiden  Flächen,  wobei  die  Quadrate  ihrer 
Bogenelemente  also  die  Formen: 

rf«>  «  2^(u,  ö) rfu rft) ,       i/i«  -  2i?(ü,  5)  ^ü d5 
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annehmen,  so  sind  die  beiden  Flächen  dann  und  nur  dann 

anf  einander  verbiegbar,  wenn  es  eine  Function  Ä  von  u 

allein   und   eine   Function   £  von  5   allein   giebt,   für   die 

entweder: 

F{A,B)Ä'{ü)  £' {^  ^  F{ny^) 
oder 

F{£,J)A'iji)B'(^=.F{ü,^ 

für  alle  Werte  von  n  und  S  ist  Dabei  sind  alsdann  im 
ersten  Fall: 

U=:^(tt),        0  =  5(5) 

und  im  zweiten  Fall: 

u==J(ö),       ü  =  ^(ü) 
die  Gleichungen  der  Verbiegung. 

Beispiel:   Es  liege  die  Minimalfläche  vor  (ygl.  Satz  114,  S.  247): 

=  Y J(l  -  u«)  ^du  +  IJa  -  D«)  Vdt>, 

y  =  yJ(1  +  n*)üdn  -  yj(l  +  t)»)Frfö, 

x=  CviUdvi+       jr)Vd\)y 

wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  V  eine  Function  von  t)  allein  bedeutet 
Bei  der  Fläche  (6)  sind  die  Parameterlinien  (u)  und  (t))  die  Minimalcurven,  und 
das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  ist: 

ds^  »(l  +  uö)*CrFdurfö. 

Soll  diese  Minimalfläche  auf  eine  andere  Minimalfläche  verbiegbar 
sein,^  bei  der  ü  und  D  statt  u  und  t)  sowie  Z7(u)  und  F(d)  statt  Ü  und  V 
stehen,  so  müssen  u  und  t)  nach  unserem  Satze  solche  Functionen  J.(ü)  und 
J9(D)  sein,  dass 

(7)  (1  +  ÄBf  U{A)  V{JB)A'B=^  (1  +  üd)«  Ü(y^  V{jS) 

wird,  wenn  wir  vorerst  yon  dem  Fall,  dass  u  mit  t)  vertauscht  wird,  absehen. 
Wenn  wir  diese  Gleichung  logarithmisch  nach  ü  differenzieren,  so  kommt: 

2A'B  VA'        A"  2d  P 


(6) 


X 


X-^AB  U  Ä'        1+üD        ü 


'  Die  Theorie  der  Verbiegung  von  Minimalflächen  in  Minimalflichen  ver- 
dankt man  Boknet.  Siehe  seine  „Note  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  tttr- 
faces'S  Comptes  Rendus  t  XXXVII  (1858),  und  sein  „Memoire  sur  la 
thöorie  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnöe^,  2.  partid» 
Joum.  de  T^cole  polyt  42.  cahier  (1867). 
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woraus  za  ersehen  ist,  dass 


1  +  Äß  1  +  UD 

yon  D  frei  sein  muss.    Ebenso  muss 

AB' u 

1  +  AB        1  +  üo 

yon  ü  frei  sein.  Wenn  wir  in  dem  ersten  Ausdmck  statt  u  eine  Constante 
setzen,  was  ja  auf  B  (ö)  keinen  Einfluss  hat,  so  sehen  wir  sofort,  dass  B  linear 
gebrochen  in  d  sein  muss.  Ebenso  muss  A  linear  gebrochen  in  u  sein.  Setzen 
wir  für  A  und  B  solche  linear  gebrochene  Functionen  in  die  beiden  Ausdrücke 
ein  und  untersuchen  wir,  ob  die  Ausdrücke  dann  wirklich  yon  d  bez.  u  frei 
werden,  so  finden  wir  ohne  Mühe,  dass  Ä  und  B  die  Formen  haben  müssen: 

aü  +  6  D_^^""^ 

cvL-¥d  ^  a-bv 

wo  Oy  b,  e,  d  irgend  welche  Constanten  bedeuten.    Also  werden: 

...  aü  +  b        ^       dv  -  e 

(8)  u  =  — = T ,      t>  = L  - 

cu  +  d  *  a  -  6u 

die  Gleichungen  der  Verbiegung  sein  müssen.  Aber  dies  Ifisst  sich  ganz  er- 
heblich yereinfachen.  Nach  den  Formeln  (I),  S.  247,  sind  nämlich  die  Bich- 
tungscosinus  X,  F,  Z  der  Normale  der  Fläche  (6): 


U  +  t) 

UÖ  +1 

Ü  +  D 

Ut)  +1  '  uö  +1 

Analog  sind 

^     ^  UD+1*  UD+1  UD+1 

die  der  Normale  der  fraglichen  zweiten  Minimalfläche.    Setzen  wir  hierin  die 
Werte  (8)  ein,  so  finden  wir: 

(g«  -  c^  -  6«  +  cHX  +  i  (g«  -  c^+  6«  -  rf«)  f  +  2{cd  -  ab)Z 

2(ad-bc)  ' 

--i(a«+c«>-  6«-  rf*)Z+  (a«  +  r;»+  b^  +  d*)  f  +  2iied -^  ab)Z 

2{ad  -  bc)  ' 

2(bd^  ac)X-  2i(bd  +  ac)  Y -\-  2(ad -h  be)Z 

2iad-bc)  ' 

sodass  sich  X,  F,  Z  linear  und  homogen  durch  X^Y^Z  ausdrücken.  Die 
rechts  auftretenden  neun  Coefficienten  yon  X,  Y,  Z  erfüllen  nun  die  Be- 
dingungen 1  (C)  oder  I  (D)  und  I  {F)  für  die  Cosinus  der  Winkel,  die  drei  zu 
einander  senkrechte  und  wie  die  Coordinatenazen  orientierte  Richtungen  mit 
den  Coordinatenazen  bilden.  Hieraus  folgt:  Wir  können  die  fragliche  zweite 
Minimalfläche,  starr  gedacht,  in  eine  solche  Lage  mittels  einer  Bewegung  &ber- 
fÜhren,  dass  direct  X»  X,  y»  Y^  Z=  Z  wird,  d.  h.  dass  entsprechende 
Punkte  beider  Flächen  parallele  und  zwar  auch  dem  Sinne  nach 
parallele  Normalen  haben. 
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Man  hfttte  dies  vorauBsehen  können:  Wenn  wir  nämlich  die  gegebene 
Minimalfläche  sphärisch  abbilden,  so  ist  die  Abbildung  nach  Satz  108, 
S.  242,  conform.  Nach  der  Definition  des  Kriimmongsmaasses  K  auf  S.  212 
wird  dabei  jedes  unendlich  kleine  Flächenstück  der  Minimalfläche  in  einem 
solchen  Maassstab  ähnlich  abgebildet,  dass  der  Inhalt  der  Bildfläche  zum  In- 
halt der  Originalfläche  im  Verhältnis  von  K  zu  Eins  steht  Ist  nun  die  Mini- 
malfläche auf  eine  andere  Minimalfläche  verbiegbar,  so  hat  diese  zweite  Fläche 
an  der  entsprechenden  Stelle  nach  Satz  6  dasselbe  Rrümmungsmaass  K.  D.  h. 
zwei  einander  entsprechende  Flächenelemente  beider  Flächen  werden  bei  der 
sphärischen  Abbildung  im  selben  Maassstab  ähnlich  vergrössert  oder  verkleinert. 
Da  nun  die  Verbiegung  eine  im  Unendlichkleinen  congruente  Abbildung  ist,  so 
folgt,  dass  zwei  einander  entsprechende  (congruente)  unendlich  kleine  Stücke 
beider  Flächen  auch  congruente  sphärische  Bilder  haben.  Hieraus  kann  man 
dann  schliessen,  dass  auch  zwei  bei  der  Verbiegung  mit  einander  zur  Deckung 
zu  bringende  endliche  Stücke  beider  Minimalflächen  congruente  sphärische 
Bilder  haben.  Aber  zwei  congruente  Figuren  auf  der  Bildkugel  lassen  sich 
durch  Drehen  der  einen  auf  der  Kugel  mit  einander  zur  Deckung  bringen. 
Oder  auch:  Man  kann  die  zweite,  starr  gedachte,  Fläche  in  eine  solche  Lage 
bringen,  dass  ihr  sphärisches  Bild  direct  mit  dem  der  ersten  Fläche  überein- 
stimmt 

Wir  haben  jedoch  diese  nicht  ganz  streng  durchgeführte  Infinitesimal- 
betrachtung durch  die  obigen  ezacten  analytischen  Schlüsse  ersetzt  und  können 
nun  annehmen,  dass  X  =  X,   T  ^  T,  Z  —  Z  ist,  d.  h.  dass  nach  (9)  und  (10) 

einfach : 

u  =  ü,      t)  =  D 

ist    Jetzt  lautet  die  Bedingung  (7)  so: 

r7(u)F(ö)  =  l^(ü)F(D). 

Sie  wird  in  allgemeinster  Weise  durch  die  Annahme: 

&(ü)-cCr(ü),       F(ö)  =  -^F(D) 

befriedigt,  wobei  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet 
Vertauschen  wir  u  mit  D,  so  ergiebt  sich: 

u  =  D,      ö  =  u 


und 


ü'(ü)  =  cr(ü),  F(D)  =  -i  17(D). 


In  diesem  Fall  ist  nach  (9)  und  (10)  zwar  X  =  X  und  Z  **  Z,  aber 
7  »  —  7,  d.  h.  alsdann  liegen  die  sphärischen  Bilder  entsprechender  Funkte 
beider  Flächen  symmetrisch  zur  x  ^Ebene.  In  diesem  Fall  sind  die  sphärischen 
Bilder  nicht  congruent,  sondern  symmetrisch.  Ober  diese  Möglichkeit  sind 
wir  bei  der  obigen  synthetischen  Ableitung  absichtlich  stillschweigend  hinweg- 
gegangen, um  nicht  Verwirrung  hineinzubringen.     Wir  haben  gefunden: 

Satz  9:  Sind  zwei  Minimalflächen  aufeinander  verbiegbar,  so 
kann  man  sie  immer  in  eine  solche  gegenseitige  Lage  bringen, 
dass  die  sphärischen  Bilder  entsprechenderstellen  beider  Flächen 
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zusammenfallen  oder  symmetrisch  auf  beiden  Seiten  einer  Ebene 
durch  die  fLugelmitte  liegen.     Sind 

y  =  yJ(1  +  u«)C7(u)rfu  -  yj(l  +  ö«)  F(b)dt), 

»  »  \\i  ü(vi)  du  +       fb  ü(t>)  d  b 

die  Gleichungen   der  einen  Flftche,   so  erhält  man  dadurch,    dass 
man  U  und  V  durch 


eü(vL)     und      —  F(t)) 


oder  durch 


e 


cF(u)     und      —U{\)) 


e 


ersetzt,  alle  Flächen  der  einen  oder  anderen  Art  Dabei  ist  e  eine 
willkürliche  Constante.  Entsprechende  Punkte  der  Flächen  haben 
parallele  Normalen. 

Der  zweite  Fall  kann  durch  folgende  Überlegung  aus  dem  ersten  abgeleitet 
werden:  Wenn  zwei  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sind,  so  gilt  dies  auch, 
wenn  man  die  eine  Fläche  durch  ihr  Spiegelbild  ersetzt,  das  man  erhält,  wenn 
man  sie  z.  B.  an  einer  Coordinatenebene  spiegelt,  wenn  man  also  eine  der  recht- 
winkligen Coordinaten  mit  —  1  multipliciert,  denn  dabei  bleiben  die  Fundamental- 
grössen  erster  Ordnung  ungeändert,  nach  XI  (Ä),  Aber  dabei  ändern  zwei  der 
drei  Richtungscosinus  der  Normalen  ihr  Vorzeichen,  nach  XI  (F),  Wenn  wir 
nun  auf  der  Fläche  überall  den  Sinn  der  Parameterlinien  der  einen  Schar  mit 
dem  entgegengesetzten  vertauschen,  wodurch  die  Fläche  selbst  keine  Ändenmg 
erfährt,  so  gehen  alle  drei  Richtungscosinus  in  die  entgegengesetzten  über,  nach 
S.  80.  Also  wird  jetzt  schliesslich  gerade  ein  Richtungscosinus  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Zeichen  wie  zuerst  behaftet  sein,  und  dieser  Fall  lag  oben  vor, 
wo  wir  X  =  X,  Z  =  Zf  aber  Y=—Y  fanden.  Die  Flächen  der  zweiten 
Art  gehen  daher  aus  denen  der  ersten  Art  durch  Spiegelung  an 
einer  Ebene  hervor. 

Soll  die  erste  Minimalfläche  des  Satzes  9  reell  sein,  so  müssen  u  und  t> 
nach  Satz  115,  S.  250,  conjugiert  compleze  Veränderliche  und  U  und  V  con- 
jugiert  compleze  Functionen  sein.    Soll  auch  die  Fläche,  bei  der  ü  und  F  durch 

eU     und      —  F 
c 

ersetzt  werden,  reell  sein,  so  müssen  also  c  und  1 :  c  conjugiert  complexe  Con- 
stanten sein,  d.  h.  der  absolute  Betrag  von  c  muss  gleich  Eins  sein.    Daher  ist: 

wo  a  eine  beliebige  reelle  Constante  bedeutet. 
Somit: 

Satz  10:   Liegt  eine  reelle  Minimalfläche  vor: 
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X  =  Y  fa  -u«)C7du  +  y  Al  -  ö»)Fdo, 

y  =  yj(l  +U»)ü'rfu  -  yj(l  +  t)«)Fdö, 


*   =s 


jviüdvi+       j\)Vdt), 


sind  also  u  und  t)  conjngiert  complexe  Verftnderlicke  and  U  and  F 
conjugiert  complexe  Functionen  von  ihnen,  so  gehen  alle  auf  diese 
Flftche  verbiegbaren  Minimalflächen  dadurch  hervor,  das«  man 
entweder  U  und  F  durch 


e 


^""ü     und      e-'«F 


ersetzt,  wobei  a  eine  beliebige  reelle  Constante  bedeutet,  oder 
dadurch,  dass  man  diese  letzteren  Flftchen  noch  an  einer  Ebene 
spiegelt.  Auf  die  erste  Art  erhält  man  diejenigen  Minimalflächen, 
deren  sphärisches  Bild  mit  dem  der  gegebenen  Fläche  zusammen- 
fällt. 

Zu  einer  reellen  Minimalfläche  giebt  es  hiemach,  weil  die  Constante  a 
willkürlich  ist,  unendlich  viele  auf  sie  verbiegbare  und  eine  stetige  Schar  bil- 
dende Minimalflächen,  und  in  entsprechenden  Punkten  haben  diese  Flächen 
parallele  Normalen.  Man  nennt  sie  die  zur  ursprünglichen  Minimal- 
fläche associierten  Minimalflächen. 

Wählt  man  insbesondere  die  Constante  a  unendlich  klein,  so  kommt  man 
zu  einer  Minimalfläche,  die  von  der  ursprünglichen  unendlich  wenig  abweicht. 
Indem  man  für  a  nach  und  nach  immer  neue  unendlich  wenig  von  einander 
abweichende  Werte  setzt,  kommt  man  so  zu  dem  Begriff  einer  stetigen  Ver- 
bieg ung  der  ursprünglichen  Fläche,  wobei  sie  in  jedem  Augenblick  eine  un- 
endlich kleine  Formänderung  erleidet,  ohne  sich  zu  dehnen  und  ohne  aufzu- 
hören. Minimalflächen  zu  sein.  Am  besten  macht  man  sich  dies  klar,  wenn 
man  etwa  a  als  Maass  der  Zeit  deutet,  in  der  die  Veränderung  vor  sich  geht. 
Nach  dem  Obigen  bleiben  bei  dieser  stetigen  Verbiegung  die  Richtungen  der 
Flächennormalen  ungeändert 

Ist  a  von  0  bis  1 71  gewachsen,  so  hat  sich  die  Minimalfläche  ergeben: 
X  -      yj(l  -  u')Udn  -  -lj(i-  t,«)Fdü, 

2/  -  -  yj(l  +  u^Udn  -  ~J(1  +  t)«jFdö, 


X  = 


»  fuCTdu-  *    CryVdt). 


Wenn  wir  dagegen  für  a  irgend  einen  reellen  Wert  wählen,  so  erkennen  wir,  da 


e'**  =  cos  ff  +  t  sin  ff 


ist,  sofort,  dass  die  zagehörige  Minimalfläche  aus  der  im  Satae  10  angegebenSB 
und  der  soeben  bestimmten  Minimalfläcbe  so  hervorgeht:  Ist  (x,  y,  %)  ein  Punkt 
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der  ersten  Fläche  und  {x,  y,  x)  der  zugehörige,  d.  h.  £a  denBelben  Werten  von  « 
und  t)  gehörige  Punkt  der  zweiten  Fläche,  so  sind: 

1  =  0?  cos  a  +  i  sin  a  , 

(11)  j;  =  y  cos  a  +  y  sin  o  , 

i  =i  X  cos  a  +  i  sin  a 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  zugehörigen  Punktes  der  zu  beliebigem  m 
gehörigen  Minimalfläche.  Kennt  man  die  zu  a  »  0  und  a  ^  -^n  ^hörendm 
Flächen,  so  findet  man  also  die  Zwischenflächen  in  sehr  einfacher  Weise.  Der 
Punkt  (Xf  y,  x)  der  ursprünglichen  Fläche  beschreibt  bei  der  stetigen  Yer- 
biegung,  wenn  a  von  0  bis  4- ^  geht,  eine  gewisse  Curve,  wobei  er  schliesslioh 
in  die  Lage  (ß,  y,  x)  gelangt  Die  Gleichungen  dieser  Curyen  sind  in  den 
laufenden  Coordinaten  |,  17,  C  die  Gleichungen  (11)  mit  dem  Parameter  o. 
Offenbar  ist  die  Curve  eben,  denn  f,  17,  ^  erfüllen  die  lineare  Gleichung 


i       X       X 

V     y     y 


0, 


und  da  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  Coordinatenebenen  augenscheinliek 
Ellipsen  sind,  so  ist  die  Curve  selbst  auch  eine  Ellipse. 

Die  stetige  Verbiegung  der  Minimalfläche  in  die  assodiierten  Minimal- 
flachen  kann  man  daher  in  der  Art  bewirken,  dass  dabei  jeder  Pnnkt 
eine  Ellipse  beschreibt,  während  die  Richtungen  der  Normalen 
ungeändert  bleiben.  Der  Winkel  a  ist  der  Winkel,  um  den  sich  jedef 
Bogenelement  der  Fläche  dabei  dreht,  doch  überlassen  wir  dem  Lieser  den 
Nachweis  hierfür. 

Wenden  wir  dies  insbesondere  auf  den  Fall  der  gemeinen  Schranben- 
fläche  an,  die  ja  nach  S.  242  eine  Minimalfläche  ist,  so  haben  wir  nach  dem 
ersten  Beispiel  auf  S.  251  zu  setzen: 


2u«  ' 


F  = 


2  t)« 


Alsdann  ist  die  im  Satze  10  angegebene  Fläche  diejenige  gemeine  Schraaben- 
fläche,  deren  Axe  die  ^Axe  und  deren  Ganghöhe  gleich  2Tiq  ist  Die  dem 
Werte  a  ^  \n  entsprechende  associierte  Fläche  gehört  zu  den  Functionen: 


2u> 


2  t)« 


und   ist   daher   nach   dem   zweiten  Beispiel   auf  8.  251  dasjenige  Catenoid, 
dessen  Axe  die  x-Axe  und  dessen  Meridian  in  der  a;x-Ebene  die  Kettenlinie 


X 


2 


c'  +c 


-M 


/ 


y  =  o 


ist  Die  gemeine  Schraubenfläche  lässt  sich  also  ohne  Dehnung 
stetig  und  ohne  dabei  aufzuhören,  eine  Minimalfläche  zu  bleiben, 
so  verbiegen,  dass  sie  ein  Catenoid  wird,  wobei  die  Punkte  sämt- 
lich Ellipsen   beschreiben.     Nach  Satz  6   geht  dabei  eine  Curve,   längs 
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deren  das  Er&mmangsmaass  constant  ist,  in  eine  ebensolche  Curve  über.  Nun 
sind  diese  Carven  auf  der  Schraubenfläche  offenbar  die  Schraubenlinien  um 
die  »-Aze  und  auf  dem  Catenoid  die  Breitenkreise.  Erstere  gehen  also  in 
letztere  über.  Insbesondere  geht  die  Aze  der  Schraubenfläche,  auf  der  die 
Krümmung  am  grdssten  ist,  in  den  kleinsten  Breitenkreis  des  Catenoids  über, 
woraus  man  sieht,  dass  die  Schraubenfläche  das  Catenoid  unendlich  oft  nach 
der  Verbiegung  umhüllt  Da  die  Verbiegung  winkeltreu  ist,  so  leuchtet  femer 
ein,  dass  die  orthogonalen  Tny'ectorien  der  erwähnten  Schraubenlinien,  d.  h. 
also  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Schraubenfläche,  in  die  Meridiane  des 
Catenoids  übergehen. 

Die  Verbiegung  einer  Fläche  auf  eine  andere  ist,  wie  wir  hervor- 
hoben, eine  besondere  Art  der  Abbildung  der  einen  Fläche  auf 
die  andere.  Nun  sprachen  wir  in  §  11  des  ersten  Abschnittes 
von  beliebigen  punktweisen  Abbildungen  von  Flächen.  Die  dortigen 
Betrachtungen  waren  aber  insofern  unvollständig,  als  wir  damals 
noch  nicht  von  conjugierten  Richtungen  sprachen  und  deshalb 
auch  einen  Satz  noch  nicht  erwähnen  konnten,  der  für  beliebige  Ab- 
bildungen gilt,  ein  Analogen  zu  dem  Satze  49,  S.  96,  ist  und  hier 
nachgetragen  werden  soll,  da  wir  ihn  f&r  den  Fall  der  Verbiegung 
gebrauchen. 

Wenn  wir  nämlich  wie  damals  zwei  Flächen  Punkt  für  Punkt 
auf  einander  abbilden  und  einander  entsprechenden  Punkten  die- 
selben Parameterwerte  u,  v  beilegen,  sodass  etwa 

(12)  x  =  qp(w,  ü),        y=>r(tt,  ü),        z  =  t//(w,  ü) 

die  Oleichungen  der  einen  Fläche  und 

(13)  x  =  ^(w,  v),       y  =  r(tt, »),       z  =  rp(u,v) 

die  der  anderen  Fläche  sind,  so  sind  zwei  von  einem  Punkte  {u,  v)  der 
ersten  Fläche  (12)  ausgehende  Fortschreitungsrichtungen  (A  =  dvidu) 
und  (x  =  Svidu)  nach  Satz  36,  S.  153,  oder  Satz  39,  S.  155,  zu 
einander  conjugiert,  wenn 

(14)  l  +  M{k  +  x)  +  Nkx  =  0 

ist,  wobei  i,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  auf  der 
Fläche  (12)  bedeuten.  Die  ihnen  bei  der  Abbildung  entsprechenden 
Fortschreitungsrichtungen  (A)  und  (x)  auf  der  zweiten  Fläche  (13) 
sind  alsdann  im  allgemeinen  nicht  zu  einander  conjugiert  Sie  sind 
es  vielmehr  nur  dann,  wenn  ausserdem: 

(15)  L  +  M{k  +  x)  +  Nkx  =  0 

ist,  sobald  Z,  M^  N  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung  auf 
der  Fläche  (13)  bedeuten. 
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Sollen  also  zu  k  and  x  solche  Richtungen  gehören,  die  auf 
beiden  Flächen  conjugiert  sind,  so  müssen  die  beiden  Bedingnngeo 
(14)  und  (15)  erMlt  sein.  In  §  11  des  ersten  Abschnittes  haben 
wir  ein  analoges  Problem  behandelt,  nämlich  das,  solche  zwei 
Werte  k  und  x  zu  finden,  zu  denen  Richtungen  gehören,  die.  auf 
beiden  Flächen  zu  einander  senkrecht  sind.  An  Stelle  der  Glei- 
chungen (14)  und  (15)  hatten  wir  damals  die  Gleichungen  (10)  auf 
S.  94.  Ganz  entsprechend  wie  damals  können  wir  daher  auch  hier 
drei  Fälle  unterscheiden  und  discutieren.  Nur  ein  Umstand  ist 
wesentlich  anders:  Auf  einer  reellen  Fläche  mit  reellen  Parametern 
sind  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  ß  und  G  reell  positiy 
und  ist  die  Fundamentalgrösse  F  reell.  Die  Fundamentalgrössen 
zweiter  Ordnung  dagegen  sind  dann  zwar  auch  reell,  können  aber 
beliebige  Vorzeichen  haben.  Daher  gilt  die  an  die  damalige  Fig.  26, 
S.  95,  geknüpfte  Realitätsuntersuchung  hier  nicht 

Analog  der  Gleichung  (13)  auf  S.  94  finden  wir  hier  die  qua- 
dratische Gleichung  für  k: 

P    L       L 


(16) 


k      M     M 

1      N      N 


=  0 


als  Bedingung  für  die  beiden  Werte  k  und  Xj  die  den  beiden  Glei- 
chungen (14)  und  (15)  genügen.  Beachten  wir  ferner,  dass  sich  die 
DiflFerentialgleichung  XI  (0)  der  Minimalcurven  durch  die  Fnndsp 
mentalgrössen  erster  Ordnung  gerade  so  ausdrückt  wie  die  DiflFe- 
rentialgleichung XII  (Z)  der  Haupttangentencurven  durch  die  Funda- 
mentalgrössen zweiter  Ordnung,  so  übersehen  wir  sofort,  dass  sich 
analog  dem  Satze  49,  S.  96,  hier  ein  Satz  ergiebt,  bei  dem  wir,  da 
es  sich  um  conjugierte  Richtungen  handelt,  die  abwickelbaren  Flächen 
nach  S.  154  und  S.  185  von  vornherein  ausschliessen.    Es  kommt:' 

Satz  11:  Bildet  man  eine  nicht-abwickelbare  Fläche 
Punkt  für  Punkt  auf  eine  andere  nicht-abwickelbare  Fläche 
ab,  so  sind  drei  Fälle  denkbar: 

Erstens:  Die  beiden  Scharen  von  Haupttangenten- 
curven der  einen  Fläche  bilden  sich  als  die  beiden  Scharen 
von  Haupttangentencurven  der  anderen  Fläche  ab.  Jedem 
System    conjugierter   Curven    auf   der    einen   Fläche    ent- 


*  Dieser  Satz  rährt  her  von  Petersok,  „Über  Curven  und  Flächen", 
1.  Lieferuug,  Moskau  und  Leipzig  1868. 
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spricht    dann    ein    ebensolches    System    auf    der    anderen 
Fläche. 

Zweitens:  Nur  eine  Schar  yon  Haapttangentencnryen 
der  einen  Fläche  bildet  sich  als  Schar  von  Haupttangen- 
tencurven  der  anderen  Fläche  ab.  Ausser  dieser  als  Aus- 
artung eines  Systems  conjugierter  Gurven  aufzufassenden 
Schar  giebt  es  alsdann  kein  System  von  conjugierten  Gur- 
ven auf  der  einen  Fläche^  dem  auf  der  anderen  Fläche  ein 
ebensolches  System  entspräche. 

Drittens:  Keine  der  beiden  Scharen  von  Haupttangen- 
tencurven  der  einen  Fläche  bildet  sich  als  eine  Schar  von 
Haupttangentencurven  der  anderen  Fläche  ab.  Alsdann 
giebt  es  ein  und  nur  ein  System  von  conjugierten  Gurven 
auf  der  einen  Fläche,  dem  auf  der  anderen  Fläche  ein 
ebensolches  System  entspricht 

Der  letzte  Fall  ist  natürlich  der  allgemeine.  In  ihm  ist  nach 
(16),  wenn  darin  wieder  dvidu  für  k  gesetzt  wird,  die  Gleichung 

dv^       L      1 
^dudv    M     M    ^Q 

du^       N     N 

die  DiflFerentialgleichung  der  ausgezeichneten  Systeme  von  conjugierten 
Gurven  auf  beiden  Flächen. 

Ist  nun  die  Abbildung  der  Fläche  (12)  auf  die  Fläche  (13)  ins- 
besondere eine  Verbiegung,  und  geht  keine  Schar  von  Haupt- 
tangentencurven der  einen  Fläche  dabei  in  eine  Schar  von  Haupt- 
tangentencurven der  anderen  Fläche  über,^  so  giebt  es  nach  unserem 
Satze  ein  System  von  conjugierten  Gurven  auf  der  einen  Fläche, 
das  auch  nach  der  Verbiegung  ein  solches  System  bleibt  Da  die 
Verbiegung  femer  conform  ist,  so  ändern  sich  die  Winkel  nicht, 
unter  denen  die  Gurven  des  Systems  einander  schneiden.  Auch  die 
Bogenlängen  der  Gurven  bleiben  unverändert  Nach  Satz  79,  S.  196, 
sind  die  unendlich  kleinen  Netzvierecke  als  eben  aufzufassen.  Da 
nun  ihre  Winkel  und  Seitenlängen  bei  der  Verbiegung  ungeändert 


^  Da  wir  den  Fall,  dass  die  Haupttangentencurven  einer  Schar  solche  bei 
der  Verbiegung  bleiben,  hier  ausschliessen,  Bei  zur  Orientierung  des  Lesers 
bemerkt,  dass  Bonnet  gezeigt  hat,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Flächen 
coDgruent  oder  symmetrisch  sind,  es  sei  denn,  dass  sie  geradlinig  und  die 
einander  entsprechenden  Haupttangentencurven  die  Geraden  der  Flächen  sind. 
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bleiben,  so  ist  überhaupt  jedes  der  Netzvierecke  bei  der  Verbiegung 
als  starr  aufzufassen.  Wir  gewinnen  hierdurch  einen  Einblick  in 
das  Wesen  der  Verbiegung  einer  Fläche,  den  wir  so  ausdrücken 
können: 

Satz  12:^  Eine  jede  Verbiegung  einer  Fläche,  beider 
keine  Schar  von  Haupttangentencurven  eine  solche  Schar 
bleibt,  kann  aufgefasst  werden  als  eine  Formändernng 
eines  Polyeders  von  lauter  einzeln  starren  unendlich 
kleinen  ebenen  Vierecken. 

Dies  Polyeder  hat  man  sich  —  indem  man  nur  ein  begrenites 
Stück  der  Fläche  betrachtet  —  offen  vorzustellen  wie  in  Fig.  67, 
S.  197. 

Hiemach  leuchtet  ein,  wie  ein  solches  Flächenmodell»  du 
auf  S.  197  beschrieben  wurde,  geeignet  ist,  einen  Begriff  von  der 
Verbiegung  einer  Fläche  zu  geben:  Man  hat  es  so  einzurichten, 
dass  die  einzelnen  starren  ebenen  Vierecke  des  Netzes  gegen  ein- 
ander drehbar  bleiben,  was  sich  mechanisch  leicht  erreichen  Usst 
Doch  darf  nicht  ausser  acht  gelassen  werden,  dass  dasjenige  System 
von  conjugierten  Curven,  das  bei  der  Verbiegung  seine  Eügentflm- 
lichkeit  bewahrt,  sehr  wohl  bei  reellen  Flächen  imaginär  sein  kann. 
Dies  ist  z.  B.  bei  den  MinimalHächen  der  Fall^  denn  die  Minimal- 
curven  einer  Minimalfläche  sind  ja  nach  Satz  111,  S.  244,  zuein- 
ander conjugiert,  und  bei  der  Verbiegung  einer  Minimalfläche  in  eine 
Minimaliläche  bleiben  diese  Curven  —  wie  überhaupt  —  Minimi!* 
curyen  und  sind  auch  nachher  conjugiert  Wenn  man  also  zwei 
Minimalflächen  auf  einander  verbiegen  kann,  so  ist  dasjenige  System 
von  conjugierten  Curven  der  einen  Fläche,  dem  ein  ebensolches 
System  auf  der  anderen  entspricht,  imaginär,  sodass  (&r  diesen  F^ 
kein  Modell  hergestellt  werden  kann. 

Das  beschriebene  Modell  giebt  auch  eine  gute  Vorstellnfig 
davon,  was  unter  einer  stetigen  Verbiegung  zu  verstehen  ist,  di 
man  es  stetig  in  andere  Gestalten  überführen  kann. 


^  Satz  von  Peterson  (1868),  vgl.  die  Anm.  zu  S.  286.    Das  Buch  von  Pn**' 
BON  hat  bis  in  die  jün^i^ste  Zeit  fast  keine  Beachtung  gefanden,  Bodasa  Ribaoc<^ 
in  seiner  Note  ,,Sur  les  systämes  cycliques'S  Comptes  Rendus  t  C^l^ 
(1891),  das  gemeinschaftliche  System  conjugierter  Curven  von  neuem  betract^^ 
hat     Es  ist  das  Verdienst  von  Stäckbl,   durch  seine  beiden  Abhandloo^** 
„Über   Abbildungen'S    Math.  Annalen    44.  Bd.  (1894),    und    „Biegung^^ 
und   conjugierte   System o*S   ebenda  49.  Bd.  (1897),   auf  die   vei 
Ergebnisse  Pktbrsoii  s  hingewiesen  zu  haben. 
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§  4.    Verbiegung  von  Fliehen  auf  Rotationsflachen. 

Es  kann   Yorkommen,   dass   eine  Fläche   auf  sich   selbst 

Terbiegbar   ist.     Man   denke   sich   nämlich   die   Fläche   in   zwei 

Exemplaren  materiell  hergestellt,  etwa  einmal  aus  starrem  Material^ 

das  andere  Mal  aus  einer  zwar  durchaus  biegsamen ^   aber  unaus- 

delmbaren  dünnen  Haut    Alsdann  wird  diese  zweite  Haut  natürlich 

•o  auf  die  erste  Fläche  ausgebreitet  werden  können,  dass  homologe 

Paukte  zur  Deckung  kommen.    Aber  es  ist  auch  denkbar,  dass  die 

Vnattsdehnbare,  aber  biegsame  Haut  noch  auf  eine  andere  Art  auf 

die  starre   Fläche   vollkommen   ausgebreitet   werden   kann,    sodass 

nicht  mehr  homologe  Punkte  zur  Deckung  kommen.    Ein  triviales 

Heispiel  hierzu  liefert  jede  Rotationsfläche.     Bei  einer  solchen 

deif  sogar  das  zweite  Modell  auch  starr  sein.     Es  kann  in  unend- 

Beb  vielen  Lagen   mit  dem   ersten  Modell   zur  Deckung  gebracht 

.^retden^  da  die  Rotationsfläche  durch  Drehung  um  ihre  Axe  immer 

-^L  sich  übergeht    Ein  allgemeineres,  aber  ebenfalls  triviales  Beispiel 

die  Schraubenflächen  (vgl.  2.  Beispiel,  S.  59),  die  ja  die 

:Botationsflächen  umfassen,  da  jede  Drehung  eine  specielle  Schraubung 

Jede  Schraubenfläche  geht,  wenn  man  sie  derjenigen  stetigen 

ibung  unterwirft,  durch  die  sie  aus  einer  starren  Curve  erzeugt 

'"^Wurden  ist,  beständig  in  sich  über. 

Wir  wollen  uns  nun  fragen,  welche  Flächen  stetig  in  sich 

>lbst  verbogen  werden  können.    Diese  Frage  deckt  sich  mit 

Frage:   Welche  Flächen   können   in  der  Art  unendlich 

^.Mig  verbogen  werden,  dass  die  neue  Fläche  mit  der  ur- 

»rflnglichen    congruent    ist?     Denn    wenn   eine   Fläche   eine 

unendlich  kleine  Verbiegung  erlaubt,  bei  der  sie  wieder  die 

Gtostalt  annimmt,  so  braucht  man  nur  diese  unendlich  kleine 

jorbiegong   beständig  zu  wiederholen,   um   dazu  zu  gelangen,   die 

le  stetig  in  sich  zu  verbiegen. 

Es  seien  wieder  wie  auf  S.  278  die  Parameterlinien  (u)  und  (xi) 

Minimalcurven    der   Fläche.     Da   sie   zwei   getrennte   Scharen 

len,  nach  Satz  16,  S.  36,  —  denn  von  den  Tangentenflächen  der 

Icorven  sehen  wir  ja  ab  — ,  und  da  andererseits  jede  Minimal- 

re  nach  dem  Früheren  bei  Verbiegung  wieder  in  eine  Minimal- 

re  übergeht,  so  kann  eine  Curve  (u)  bei  unendlich  kleiner  Ver- 

nor  in  eine  unendlich  benachbarte  Curve  derselben  Schar 

len.    Dasselbe  gilt  von  jeder  Curve  (t)).     Es  möge  daher  die 

Te  (n)  in  die  unendlich  benachbarte  Curve  mit  dem  Parameter 

u  +  y  (u) « 

GMm.  Diffr.    II.  19 
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und  die  Curve  (t))  in  die  nnendlich  benachbarte  Canre  mit  dem  Para- 
meter 

übergehen^  wobei  €  aof  der  ganzen  Blache  ein  and  dieselbe  nn- 
endlich kleine  Grösse  bedeute.  Wenn  wir  jetzt  bedenken,  dass  das 
System  der  Parameterlinien  nicht  geändert  wird,  sobald  wir  eine 
Function  von  u  als  neuen  Parameter  u  und  eine  Function  von  d 
als  neuen  Parameter  t)  einfuhren,  so  können  wir  die  Voraassetznngen 
noch  etwas  vereinfachen.  Wenn  sich  nämlich  u  in  u  +  ^  (u)  €  ver- 
wandelt, so  geht  eine  beliebige  Function  U  von  u  über  in 

U{vi  +  qp(u)6)  =  f/(u)  +  ?/"(u).qp(u)€, 

da  €  unendlich  klein  ist     Wählen  wir  also,  wenn  €p  ^0  ist: 

du 


J    9 


(u) 

so  ändert  sich  U  gerade  um  e.    Ebenso  ändert  sich,  wenn  t^  =f=  0  ist, 

dt> 


(ö) 


gerade  um  «.  Wenn  wir  nun  diese  B\inctionen  U  und  F  als  neue 
Parameter  benutzen,  so  sehen  wir  im  Falle  qp  4=  0,  1/;  =|=  0: 

Wir  können  voraussetzen,  dass  auf  der  gesuchten  Fläche  solche 
Parameter  u  und  t)  vorhanden  seien,  dass  erstens  die  Curven  (u) 
und  (t))  die  Minimalcurven  der  Fläche  sind  und  dass  zweitens  jede 
Curve  (u)  bez.  (t))  bei  der  unendlich  kleinen  Verbiegung  in  die  un- 
endlich benachbarte  Curve  (u  +  e)  bez.  (0  +  «)  übergeht     Ist  jetzt, 

wie  auf  S.  278: 

ds^=^2F{vi,\))dndt) 

das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche,  so  ist  zu  fordern,  dass 
es  ungeändert  bleibe,  wenn  für  u  und  ü  die  Werte  u  +  «  und  t)  +  % 
gesetzt  werden.  Da  d{n  +  B)=^dn  und  rf(t)  +  «)  =  rfü  ist,  so  ist 
nur  das  E^ne  zu  fordern: 

oder,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  s  entwickeln: 

dF      ^     dF      ^  f. 

Die  angedeuteten  Glieder  sind  von  höherer  Ordnung  in  6.  Einmal 
lässt  sich  B  absondern,  sodass  sich  schliesslich  ergiebt: 
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Dies  ist  leicht  anders  aaszusprechen.  Wenn  wir  nämlich  für  den 
Augenblick 

j  =  u-ü,       9  =  u 

als  Veränderliche  in  F  einführen,  so  ist: 

iZ.  =  iZ.  4-  IZ       ^Z.  -  _  iZ. 

du         05    ■*■  öij  '         öö   ""        öf  ' 
sodass  die  Forderung  zurückkommt  auf: 

Also  enthält  F  nur  j  oder  u  —  ü. 

Im  Fall  ^  =s  0  ergiebt  sich,  dass  ^  nur  von  u  abhängt,  sodass 
das  Erümmungsmaass  nach  (10),  S.  270,  gleich  Null,  die  Fläche 
also  nach  Satz  90,  S.  214,  abwickelbar  ist.  Ebenso  im  Falle  xp  =  0. 
Daher: 

Satz  13:  Ist  es  möglich,  eine  nicht-abwickelbare  Fläche 
unendlich  wenig  in  sich  selbst  zu  verbiegen,  so  lassen  sich 
solche  Parameter  u  und  t)  auf  der  Fläche  einführen,  dass 
das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  die  Form  annimmt: 

ds^^2F{n''t))dnd\). 

umgekehrt:  Jede  Fläche  mit  diesem  Bogenelement-Quadrat 
lässt  sich  stetig  in  sich  derart  verbiegen,  dass  dabei  die 
Parameter  u,  t)  eines  beliebigen  Flächenpunktes  Schritt 
für  Schritt  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  e  wachsen, 
die  überall  auf  der  Fläche  denselben  Wert  hat 

Dass  diese  Fläche  jetzt  jede  solche  endliche  Yerbiegung  er- 
laubt, bei  der  der  Punkt  (u,  ö)  in  den  Punkt  (ü,  ü)  mit 

ö  =  u  +  a,       5  =  ü  +  a 

übergeht,  wo  a  eine  beliebige  Constante  ist,  sieht  man  sofort  daran, 
dass  dn=^  du,  di  =  dt)  und  F(n  —  ö)  =  F(n  —  ö)  ist 

Insbesondere  gehören  die  Rotationsflächen  zu  diesen  Flächen. 
Dies  wollen  wir  bestätigen.     Auf  der  Rotationsfläche  (vgl.  S.  41): 

(1)  X  =  p (u) cos V,       y  =  /? (tt) sin ü ,       z  ^  q{u) 

bedeute  u  die  Bogenlänge  des  Meridians,  sodass 

ds^^du^  +p^{u)dv^ 

19* 
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oder: 

ds  ^  p^(u)\ — ^  4-  idv]  {—^ idv] 

ist.    Wenn   wir   daher  neue  Parameter  u  und  t)  einführen ,    indem 
wir  setzen: 


o                 C  du      ,    , 

2u=      \—r\  +  ^^y 

so  kommt: 

o  ^             C  du      ,    . 
2Ö  =—       —TT  +  «»» 

J  p(m) 

(ii) 

ds^  =  —  ip^dndt). 

Dabei  ist: 

(3) 

r  du 

also  u  eine  B\inction  von  u  —  ö  allein  und  mithin  /?*  (t«)  auch  eine 
Function  von  u  —  D  allein,  sodass  das  Bogenelement-Qnadrat  (2) 
thatsächlich  die  in  unserem  Satze  angegebene  charakteristische 
Form  hat. 

Aber  noch  mehr:  Liegt  irgend  eine  nicht-abwickelbaxe  Fläche 
vor,  die  stetig  in  sich  verbiegbar  ist  und  deren  Bogenelement-Qoadrat 
also  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

(4)  ds*=z2F{n-t))dndt), 

wobei  P  irgend  eine  Function  von  u  —  ö  allein  bezeichnet, 
so  können  wir  stets  eine  Rotationsfläche  mit  genau  demselben 
Quadrat  des  Bogenelementes  bestimmen.  Denn  nach  (2)  and  (4)  ist 
zu  fordern: 


oder, 

wenn  u • 

-B 

mit 

w 

bezeichnet  wird: 

(5) 

-2/)M«)  = 

-  F{w) . 

während  nach 

(3) 

(6) 

1 

p(u) 

d  w 
du 

sein  soll.    Hierin  ist -^(w)  gegeben,  p(u)  gesucht    Die  Gleichung  (5) 
liefert: 

-4p{u)p(n)  =  F{w)-^ 
oder,  wenn  (6)  benutzt  wird: 
(7)  -4p«(«)p'(M)  =  /"(w). 
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Die  beiden  Forderungen  (5)  and  (6)  sind  jetzt  ersetz- 
bar durch  (5)  und  (7).  Eliminieren  wir  aus  diesen  beiden  w,  was 
ja,  dsLF{w)  eine  gegebene  Function  von  to  ist,  theoretisch  möglich 
ist,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  zwischen  p(u)  und  p'{u),  etwa: 

p'(tt)  =  fl(/>(u)). 

Hieraus  berechnen  wir  dann: 

dp 


ji 


=  u. 


Q(p) 

Eine  additive  Integrationsconstante  spielt  hier  keine  wesentliche 
Rolle,  da  wir  die  Bogenlänge  u  von  irgend  einer  Stelle  an  rechnen 
können.  Ist  die  Quadratur  links  ausgeführt,  so  lässt  sich  durch 
Auflösen  der  hervorgehenden  Gleichung  nach  p  diese  Function  p 
von  u  berechnen.  Wir  setzen  sie  alsdann  in  (5)  ein  und  erlangen 
so  eine  Gleichung  zwischen  u  und  w,  aus  der  sich  —  theoretisch  — 
u  als  Function  von  to  berechnen  lässt  Überdies  bestimmt  man  q  (u) 
aus  der  Forderung,  dass  u  die  Bogenlänge  des  Meridians  sein  soll, 
also  aus: 

sodass  kommt: 


y=  ryi-/arf„. 


Die  bei  dieser  Quadratur  auftretende  additive  Gonstante  hat  keine 
wesentliche  Bedeutung;  sie  rührt  daher,  dass  die  Rotationsfläche 
längs  ihrer  Drehaxe,  der  z-Axe,  verschoben  werden  kann. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  es  thatsächlich  eine  Rotationsfläche 
mit  dem  vorgeschriebenen  Bogenelement-Quadrat  giebt,  woraus  folgt: 

Satz  14:  Eine  Fläche  lässt  sich  dann  und  nur  dann 
stetig  in  sich  verbiegen,  wenn  sie  auf  eine  Rotationsfläche 
verbiegbar  ist 

Denn  die  ümkehrung  leuchtet  ein:  Ist  die  Fläche  auf  eine 
Rotationsfläche  verbiegbar,  so  giebt  jede  Drehung  der  Rotations- 
fläche um  ihre  Axe  eine  solche  Verbiegung  der  Fläche,  bei  der  sie 
in  sich  übergeht  Dass  der  Satz  auch  f&r  jede  abwickelbare 
Fläche  gilt,  ist  klar. 

Da  insbesondere  die  Schraubenflächen  in  sich  verschraubbar 
sind,  so  gehören  sie  zu  den  betrachteten  Flächen,  sodass  sich  ergiebt: 

Satz  15:^  Jede  Schraubenfläche  ist  auf  eine  Rotations- 
fläche verbiegbar. 


^  Dieser  Satz  wird  öfters  als  das  Theorem  von  Bour  bezeichnet,  vgl.  die 
Anm.  zu  S.  273. 
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Beispiel:  Wir  haben  schon  auf  S.  284  gesehen,  dass  sich  die  gemeine 
Schraubenfläche  auf  ein  Catenoid  verbiegen  lässt 

Wenn  man  beachtet,  dass  das  Quadrat  (4)  des  Bogenelementes 
einer  Fläche,  die  stetig  in  sich  verbogen  werden  kann,  seine  Form 
nicht  wesentlich  ändert,  sobald  man  statt  u  und  t)  dieselben  con- 
stanten  Vielfachen  au  und  a\)  als  Parameter  einführt,  weil  dann 
an  die  Stelle  von  u  —  t)  ein  constantes  Vielfaches  von  u  —  t)  tnü, 
also  F  nach  wie  vor  eine  Function  von  u  —  t)  bleibt,  so  erhellt,  dass 
wir  nicht  nur  eine  Rotationsfläche  (1)  bestimmen  können,  auf  die 
sich  die  Fläche  verbiegen  lässt,  sondern  oo^  solche  Blächen.  und 
da  zwei  Flächen,  die  auf  eine  dritte  verbiegbar  sind,  auch  auf  ein- 
ander verbogen  werden  können,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  jede 
Botationsfläche  auf  oo^  Rotationsflächen  verbiegbar  sein  wird.  Wir 
wollen  dies  jetzt  direct  bestätigen. 

Wir  behandeln  also  die  Frage  nach  allen  Rotationsflächen, 
die  auf  eine  gegebene  Rotationsfläche  verbiegbar  sind.  Auf 
einer  Rotationsfläche  sind  die  Breitenkreise  diejenigen  Curven,  längs 
deren  das  Erümmungsmaass  constant  ist.  Wenn  daher  auf  den 
jetzt  betrachteten  Rotationsflächen  das  Erümmungsmaass 
nicht  überhaupt  constant  ist  —  wovon  wir  vorerst  ab- 
sehen, —  so  folgt  aus  Satz  7,  S.  275,  dass  zwei  Rotationsflächen 
nur  so  auf  einander  verbiegbar  sind,  dass  jeder  Breitenkreis  der 
einen  in  einen  Breitenkreis  der  anderen  übergeht  Da  ferner  die 
Verbiegung  eine  winkeltreue  Abbildung  ist,  so  müssen  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der  Breitenkreise  der  einen  Fläche  in  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  der  Breitenkreise  der  anderen  Fläche  über- 
gehen, d.  h.  Meridian  geht  in  Meridian  über.  Nun  sind  bei  der 
Rotationsfläche 

(8)  X  =  p  [u)  cos  V,       1/  =  p{u)9mv,       z  ==  q  {u) 

die  Parametercurven  (m)  und  (ü)  die  Breitenkreise  und  Meridiane. 
Soll  die  Fläche  auf  die  Rotationsfläche: 

(9)  X  =p  {ü)  cos  i) ,       y  =  J9  (ß)  sin  i; ,       z  =  ^  («) 

verbiegbar  sein,  so  muss  also  ü  eine  Function  von  u  allein  und  « 
eine  Function  von  v  allein  sein.  Insbesondere  setzen  wir  wieder 
voraus,  dass  u  bez.  ü  die  Bogenlängen  auf  den  Meridianen  bedenten, 
sodass  die  Quadrate  der  Bogenelemeute  die  Ausdrücke  haben: 

ds^  =  du^  +  p^dv^,       dp  =  dü^  +  p^dv\ 
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Wir  haben  daher  zu  verlangen,  dass  ü  eine  solche  Function  von  u 
und  {?  eine  solche  Function  von  v  sei,  dass: 

wird.     Also  ist  zunächst 

ü  =  -j-  w  4-  Const 

zu  setzen.  Nun  können  wir  aber  dies  vereinfachen:  Wir  rechnen 
die  Bogenlänge  von  zwei  solchen  Breitenkreisen  aus,  die  einander 
bei  der  Yerbiegung  entsprechen,  und  zwar  überdies  in  entsprechen- 
dem Sinne.     Alsdann  dürfen  wir 

ö  =  M 

setzen.     Jetzt  bleibt  die  Bedingung: 

die  links  nur  u,  rechts  nur  v  enthält^  weil  D  eine  Function  von  v 
sein  soll.  Also  sind  beide  Seiten  der  Gleichung  Constanten.  Daher 
kommt: 

p{u)  =  ap{u),       -^  =  ±  -1  (a  =  Const), 

woraus  noch  folgt: 

15=  4-  -   +  Const 

—   a 

Aber  wenn  i)  um  eine  Constante  wächst,  so  heisst  dies  nur,  dass 
die  Fläche  um  ihre  Axe  gedreht  wird,  wobei  sie  in  sich  übergeht 
Wenn  v  durch  —  v  ersetzt  wird,  so  heisst  dies,  dass  die  Fläche  an 
der  a:z-£bene  gespiegelt  wird,  wodurch  sie  ebenfalls  in  sich  über- 
geht.    Wir  können  daher  einfacher  setzen: 

V 

V  = 
a 

Jetzt  ist  noch  q  zu  bestimmen.  Da  u  die  Bogenlänge  bedeuten  soll, 
so  muss: 

^'2  ^^'2^1,      also       q=:f^l^a*p'^du 

sein.     Demnach  sind: 

(10)       X  =  ap{u)cos  —  ,       y  =  ap(tt)sin  — ,       ;r  =  f  yi  —  a^p'^du 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Fläche  (9). 

Durchläuft  a  stetig  die  Werte  von  Eins  an,  so  erhalten  wir 
eine  stetige  Schar  von  Rotationsflächen  (10),  die  auf  die  Fläche  (8), 
die  sich  aus  (10)  für  a  =  1  ergiebt,  verbiegbar  sind.    Der  Übergang 
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Yon  einer  Botationsfläcbe  zu  einer  aof  sie  verbiegbaren  Botationa- 
fläche  kann  also  durch  eine  solche  stetige  Yerbiegong  erzielt  werden, 
bei  der  die  Fläche  beständig  Botationsfläcbe  bleibt. 

Die  in  der  arz-Ebene  gelegene  Meridiancurve  der  Fläche  (10): 
X  =  ap{u),      y  =  0 ,       ^  =  1  yi  —  a^p^  d  u 

hat  die  Eigentümlichkeit,  dass  das  Producta  das  man  ans  der  Nor- 
malen n  ihres  Punktes  (ti)  —  gemessen  bis  zur  z-Axe  —  und  aus 
dem  Krümmungsradius  r  dieses  Punktes  von  der  Gonstanten  a  frei 
ist,  wie  aus  Satz  7,  S.  275,  und  aus  Satz  13,  S.  122,  sofort  folgt  und 
auch  direct  nachgewiesen  werden  kann,  da  dies  Product  nach  I  S.  98 
den  Wert 


nr  =  — 


X  p{u) 


d^x  p"(tt) 


hat.  Wir  hätten  die  Meridiancurven  der  gesuchten  Flächen  auch 
auf  Grund  dieser  Eigenschaft  bestimmen  können. 

Wir  sahen  von  den  Rotationsflächen  constanter  Krüm- 
mung ab^  da  auf  ihnen  die  Breitenkreise  nicht  die  einzigen  Curven 
mit  constanter  Flächenkrümmung  sind,  also  auch  nicht  yon  ▼cm- 
herein  feststeht,  dass  jeder  Breitenkreis  in  einen  Breitenkreis  über- 
geht. Auf  diese  Flächen  kommen  wir  im  nächsten  Paragraphen 
zurück. 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  16:^   Liegt  eine  Rotationsfläche 

X  =^  p[u)  cos  r ,       y  =  /?  (tt)  sin  V  ,       ^  =  |  V 1  —  /?' '  (w)  d  u 

vor,  die  keine  constante  Krümmung  hat,  so  werden  alle 
Rotationsflächen,  die  auf  diese  Fläche  verbiegbar  sind, 
durch  die  Gleichungen: 

X  ^  ap (m) cos  —  ,      y  ^  ap{u)mi      ,       z  =  |  j/l  —  a^p\uY d u 

gegeben.  Dabei  bedeutet  a  eine  willkürliche  Constante. 
Die  Verbiegung  wird  in  allgemeinster  Weise  dadurch  be- 
wirkt, dass  man  zunächst  die  Stellen  mit  gleichen  Para- 


*  Satz  von  Mindikg,  „Über  die  Biegung  gewisser  Flächen",  Joum. 
f.  d.  r.  u.  ang   Math.  18.  Bd.  (1888). 


§  5,     Verbiegung  von  Flächen  constanter  Krüfnmung.  297 

meterwerten  u,  v  mit  einander  zur  Deckung  bringt,  woranf 
die  eine  Fläche  noch  in  sich  gedreht  oder  an  einer  Meri- 
dianebene gespiegelt  werden  kann.  Dabei  gehen  Breiten- 
kreise in  Breitenkreise  und  Meridiane  in  Meridiane  über. 

§  5.   Verbiegung  von  Fliehen  constanter  Krflmmung. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Betrachtung  der 
Verbiegung  von  Botationsflächen  ausdrücklich  von  den  Botations- 
flächen  constanter  Krümmung  abgesehen,  yon  jenen  Flächen  also, 
deren  typische  Formen  wir  schon  früher  untersucht  haben,  vgl.  das 
Beispiel  auf  S.  214.  Der  Grund  für  diese  Ausschliessung  ist  der, 
dass  die  Flächen  constanter  Krümmung  überhaupt  in  Bezug  auf  die 
Verbiegung  eine  Ausnahmestellung  einnehmen. 

um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  auf  welche 
Form  sich  das  Quadrat  des  Bogenelemeutes  einer  jeden  Fläche  con- 
stanter Krümmung  K  bringen  lässt  Sind  die  Parameterlinien  (u) 
und  (0)  wieder  die  Minimalcurven  der  Fläche,  wie  auf  S.  278,  sodass 
das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form  hat: 

(1)  ds^:=^2F{nyt))dvid\), 

so  wird  die  Fundamentalgleichung  (10)  auf  S.  270  zur  dritten  Glei- 
chung (6)  auf  S.  268  oder  also,  da  wir  u  und  t)  statt  u  und  v 
schreiben,  zur  Gleichung: 

LN-  M^  =  _  i    ^'  log  F 

Hierin  ist  die  linke  Seite,  da  i^^  =  G^  =  0  ist,  das  Krümmungsmaass  Z, 
nach  Satz  89,  S.  214,  sodass  wir  haben: 

^^^  F     dudt>     -      ^' 

wo  jetzt  die  rechte  Seite  nach  Voraussetzung  eine  Con- 
stante  ist. 

Die  Gleichung  (2)  ist  eine  Bedingungsgleichung  für  die  einzige 
in  (1)  auftretende  Function  F,  und  die  Frage  ist,  was  für  eine  Ge- 
stalt sie  der  Function  F  vorschreibt  Die  Gleichung  (2)  ist,  weil  sie 
von  der  unbekannten  Function  F  von  u  und  t)  einen  zweiten  par- 
tiellen Differentialquotienten  enthält,  eine  sogenannte  partielle 
Differentialgleichung    zweiter   Ordnung   für   F,^     Aber  wir 

^  Diese  partielle  Difierentialgleichang  hat  zuerst  Liouville  (1850)  in  der 
ersten  der  beiden  auf  S.  278,  Anm.,  genannten  Noten  allgemein  integriert  Dort 
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können  doch  die  Function  F  ans  ihr  bestimmen,  ohne  die  Theorie 
derartiger  Gleichungen  dazn  heranzuziehen,  und  zwar  beruht  dies 
darauf,  dass  es  gelingt,  zunächst  den  Ausdruck: 

(3)  X  =  ^«  ^ 

ZU  bestimmen. 

In  der  That  lässt  sich  ja  (2)  so  schreiben: 

(4)  Ät>  =  -  ^F, 
sodass,  da  K  eine  Constante  ist, 

An»  =s  —  KFji  =  —  KF'  j^-  =  —  KF    ^^ 
oder  also  nach  (3)  und  (4): 

ist     Hierfür  aber  können  wir  schreiben: 

d 


dt) 


(;^-lÄ«)  =  o. 


Also   muss  An— i>t^   eine  Function   von  u  allein  sein.      Be- 
zeichnen wir  sie  für  den  Augenblick  mit  co(u)y  so  kommt: 

(5)  A„  =  ^Ä'  +  o>(u). 

Wohlbemerkt  ist  X  eine  Function  von  u  und  von  ü.  Da  aber 
co(u)  nur  von  u  abhängt,  so  giebt  es  Functionen  a  von  u  allein, 
für  die  ganz  analog: 

(6)  |j  =  |^«  +  «(u) 

ist  Denn  dies  ist  ja  eine  RicCATi'sche  Gleichung  für  die  Function  a 
von  u  (vgl.  I  S.  213,  214).  Wir  brauchen  aber  diese  Gleichung  gar 
nicht  zu  integrieren,  denn  ö>(u)  bezeichnete  uns  irgend  eine  Func- 
tion von  u,  die  vorläufig  keiner  besonderen  Beschränkung  unter- 
worfen ist.  Wenn  wir  also  unter  a{u)  irgend  eine  Function  von  u 
allein  verstehen,  so  können  wir  uns  umgekehrt  «(u)  durch  (6) 
definiert  denken. 


behandelt   er  gerade  unser  gegenwärtiges  Problem.    Vgl.  auch  seine  Arbeit: 
„Sur   r^qnation  aux  diff^rences  partielles 

dudv  2a« 

Comptes  Rendos,  t  XXXVI  (1853),  oder  Joum.  de  Math.  p.  et  app.,   1.  s^rie, 
t.  XVin  (1858).    Wir  folgen  im  Texte  seiner  Methode. 
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Alsdann  folgt  aus  (6)  und  (6) 
(7)  Au  -  ,/  =  i(A«  -  CT«)  =  \(l  -  a){l  +  er). 

Hier  haben  wir  a  statt  da:  du  geschrieben,  weil  <t  nur  von  u  ab- 
hängt und  daher  (/  nur  den  Differentialquotienten  nach  u  be- 
deuten kann. 

Jetzt  liegt  es  nahe,   zu  yersuchen,   zunächst  X  —  a  anstatt  l 
selbst  zu  bestimmen.     Wir  setzen  daher: 


(8) 

jLi  =  A  —  0" 

und  ünden  aus 

(7) 

» 

oder: 

/*u  =ij»(ju  +  2ff) 

oder  auch: 

du         '    '           fl 

Dies  aber  ist  eine 

Bedingung  für  die  Function: 

(9) 

nämlich  diese: 

1 

V  =  — , 

(10) 

f^u  =-^  -  (Tf/. 

Wäre  uns  v  bekannt,  so  würde  uns  (9)  auch  fi  und  darauf  (8) 
auch  X  geben,  denn  hiemach  ist  ja: 

(11)  A  =  1+<T. 

Mithin  wird  es  darauf  ankommen,  die  Form  der  Function  v  (u,  t)) 
aus  (10)  abzuleiten. 

Zu  diesem  Zweck  machen  wir  wieder  yon  dem  Umstand  Ge- 
brauch, dass  (T  irgend  eine  Function  von  u  bedeutet.  Wir  können 
also  statt  (T  eine  Function  t  von  u  allein  vorlegen  und 

(12)  (7=-^ 


T 


setzen,  und  zwar  thun  wir  dies,  weil  dann  die  Gleichung  (10)  eine 
bequemere  Form  annimmt,  nämlich  diese: 


t'  1 
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TK,    —  t'i'  1 

(13) 


Links  steht  jetzt  der  partielle  Differentialquotient  yon  vir  nacb 
Wir  würden  diese  Gleichung  daher  auswerten  können,  wenn  a 
rechts  ein  partieller  DiiFerentialquotient  nach  u  stände.  Dies  t 
erreichen  wir,  wenn  wir  abermals  eine  neue  Function  U  yon  u  al 
statt  T  einführen,  indem  wir  setzen: 

(14)  y   =  2U\ 

Dann  ist  i/:t  =  2U'v,  sodass  (18)  giebt: 

woraus  folgt,  dass  2U'v  +  U  qihq  Function  von  t)  allein 
muss.    Wird  diese  Function  mit  —  V  bezeichnet,  so  haben  wir 

(15)  ^=-_^._. 

Wegen  (12)  und  (14)  ist  aber  jetzt: 

U" 

also  nach  (15)  und  (11): 

U  +  r"  "^  /7'  ' 
wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Jetzt  lehrt  (8),  dass  logF  die  Form  hat: 

log^=  logt^'-  21og(£^+  F)  +  logr, 

wo  fF  noch  eine  Function  von  t>  allein  bedeutet,  sodass  wir  h 

ITW 


(16)  F^ 


(C/'+F)« 


Setzen  wir  aber  diesen  Wert  in  die  ursprüngliche  G-leichung  (S 
so  kommt: 

^    =-  A 

oder: 

IF--  ^^' 
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T 


sodass  die  Substitation  dieses  Wertes  in  (16)  schliesslich  ergiebt: 


(H) 


/^  =  -4 


ÜT 


K  (ü-^vy 


Die  allgemeinste  Function  /"(u,  t))  also,  die  der  Be- 
dingung (2)  genügt,  hat  diese  Form  (17),  in  der  U  eine  be- 
liebig zu  wählende  Function  von  u  allein  und  F  eine  be- 
liebig zu  wählende  Function  von  t)  allein  bedeutet 

Aber  dies  gilt  wohlbemerkt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  K 
eine  Constante  ist 

Nach  (1)  lässt  sich  also  das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer 
jeden  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  K  auf  die  Form  bringen: 


</*>=- 


U'V 


i-  dudt). 


K  (U-^-Vf 

Führen  wir  nun  U  und  V  als  neue  Parameter  u  und  v  ein,  wobei 
nach  wie  vor  die  Minimalcnrven  der  Fläche  die  Parameterlinien 
sind,  80  kommt  einfacher: 

4     dudv 


rf««=- 


K  (u  +  r)« 


Daher: 

Satz  17:^  Das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer  jeden 
Fläche  von  constanter  Krümmung  K  lässt  sich  auf  die 
Form  bringen: 


£/««=.- 


4     dudv 


K  (tt  +  v)* 

Hieraus  aber  folgt  weiter: 

Satz  18:'  Zwei  Flächen  von  derselben  constanten  Krüm- 
mung sind  stets  auf  einander  verbiegbar. 

Denn  man  kann  hiemach  ihre  Bogenelemente  durch  geeignete 
Wahl  der  Parameter  auf  dieselbe  Form  bringen. 

Bezüglich  der  Flächen  constanter  positiver  Krümmung  K 
kann  hier  noch  ohne  Mühe  eine  Folgerung  gezogen  werden:  Da  die 
Kugel  Tom  Radius  1 :  YK  die  constante  positive  Krümmung  K  hat, 
80  ist  jede  Fläche  constanter  positiver  Krümmung  auf  eine 
Kugel  verbiegbar,  nach  Satz  18.  Die  Kugel  aber  kann  in  sich 
nicht  nur  auf  eine,  sondern  auf  oo'  Arten  gedreht  werden.    Daraus 


^  Satz  von  Lioüvillb  (1850),  vgl.  die  Anm.  zu  S.  278. 

'  SatE  von  MnfDnro  (1839),  vgl.  die  Anm.  zu  8.  278.  Mindinq's  Beweis 
yerwendet  eine  andere  Methode  als  die,  die  wir  hier  nach  Lioüvillb  benutzt 
haben. 
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folgt,  dass  eine  Fläche  constanter  positiver  Erummung  auf  co^  Alten 
in  sich  verbogen  werden  kann.     Dasselbe  kann  man  übrigens  m 
den  Flächen  constanter  negativer  Krümmung  beweisen,  worauf  lii 
nicht  näher  eingehen.     Man  kann  sagen:   Es  giebt  drei  Arten  m 
Flächen^  die  einen  lassen  sich  nicht  stetig  in  sich  verbiegen,  die 
anderen  auf  co^  Arten  —  das  sind  die  auf  Rotationsflächen  Te^ 
biegbaren  Flächen  nicht-constanter  Krümmung  — ,  und  die  letztes 
auf  oo^  Arten,  —  und  dies  sind  die  Flächen  constanter  Krümmung. 
Wir   haben  aber  nicht  die  Absicht^  aus  der  sehr  weit  ausge- 
bauten Theorie  der  Verbiegung  hier  noch  weiteres  zu  bringen.  So 
übergehen   wir   auch  die  Theorie  der  Verbiegung  geradliniger 
Flächen. 

§  6.    DlfTerentialinvarianten  einer  Fläche. 

Die  Paragraphen  8  bis  5  sind  als  eine  Einschaltung  zu  be- 
trachten^ die  an  eine  der  drei  Fundamentalgleichungen  der  FläcleD- 
theorie  angeknüpft  wurde.  Wir  bitten  daher  den  Leser,  wieder  d 
die  Betrachtungen  der  Paragraphen  1  und  2  zurückzugehen. 

Wir  fanden  dort,  dass  sich  die  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  einer  Fläche: 

nach  den  Parametern  u  und  v  durch  die  ersten  partiellen  Differeo- 
tialquotienten  von  x,  y,  z,  durch  die  Fundamentalgrössen  und  die 
partiellen  Dififerentialquotienten  der  Fundamentalgrössen  ausdräcken 
lassen.  Indem  wir  alsdann  die  dritten  Ableitungen  von  x,  y^z^ 
berechnen  unternahmen,  sahen  wir,  dass  sich  x  ^„  und  x^^^9xi]^ 
zwei  Weisen  finden  lassen,  und  dasselbe  galt  von  y^^^i  y,»^  ^ 
von  z^^^^  z^^^.  Durch  Gleichsetzen  der  jedesmal  erhaltenen 
Werte  kamen  wir  zu  sechs  Gleichungen,  die  sich  aber  auf  nur 
von  einander  unabhängige  reducierten,  auf  die  drei  Fundamental- 
gleichungen der  Flächentheorie.  Es  waren  dies  Gleichungen,  ^ 
nur  die  Fundamentalgrössen  imd  ihre  Ableitungen  enthielten. 

Wir  deuteten  schon  auf  S.  272  an,  dass  wir  darauf  ausgehen, 
nachzuweisen,  dass  zu  solchen  sechs  Functionen  E^  Fy  G,  I,  H)  ^ 
von  zwei  Veränderlichen  u  imd  t?,  die  diesen  drei  Pundamentol^ 
gleichungen  Genüge  leisten,  stets  Flächen  (1)  vorhanden  sind,  ^ 
denen  sie  die  Rolle  der  Fundamentalgrössen  erster  und  zweite 
Ordnung  spielen;  ja  wir  wollen  überdies  zeigen,  dass  alle  Fischen, 
die  diese  sechs  Grössen  zu  Fundamentalgrössen  haben,  mit  einander 
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gruent  sind.  Es  ist  also  unsere  Absicht,  in  Bezag  auf  Flächen 
jenige  Problem  zu  erledigen,  das  wir  in  Bezug  auf  Curven  im 
^en  Bande  in  den  Paragraphen  13  und  14  des  zweiten  Abschnittes 
andelt  haben.  Wie  wir  damals  einen  Paragraphen  über  die  Diffe- 
tdalinyarianten  der  Curven  vorausschickten,  so  wollen  wir  auch 
*  vorerst  die  Frage  nach  allen  Dififerentialinyarianten  einer  Fläche 
Dtworten. 

Unterwerfen  wir  eine  Fläche  (1)  allen  Bewegungen  des  Raumes, 
geht  sie  in  unendlich  viele  neue  Lagen  über.  Dabei  werden  die 
:^twinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  andere  und  andere  Functionen 

Parameter  u  und  v.  Wenn  nämlich  der  Punkt  {x,  y,  z)  der 
iChe  bei  einer  Bewegung  in  den  Punkt  (x,  y,  z)  übergeht,  so  ist, 

in  (2),  I  S.  201: 

X  ^  a-^x  -\-  a^y  '\-  a^z  +  a y 
y^ß^x  +  ß^y  +  ß^z  +  b, 

bei  die  a,  /?,  ;"  solche  Gonstanten  sind,  die  den  Formeln  I  (C), 
)j  (ß!)j  [P)  Genüge  leisten,  im  übrigen  aber  beliebig  gewählt  werden 
inen,  während  a,  b,  c  überhaupt  ganz  willkürliche  Constanten  be- 
llen. Da  Xj  y,  z  nach  (1)  Functionen  von  u  und  v  sind,  so  sind 
2f,  z  nach  (2)  ebenfalls  Functionen  von  u  und  v,  die  aber  noch 
Ikürliche  Constanten  enthalten. 

Wir  fragen  nun  nach  allen  denjenigen  Functionen  von  x,  y,  z 
1  ihren  partiellen  Differentialquotienten  nach  u  und  v,  die  bei 
du  Bewegungen  ungeändert  bleiben,  d.  h.  also  nach  allen  B^inctionen 

J(x,  y,  z;    x^,  x^,  y^,  y^,  z^,  z^;    x^^,  x^^,  x^^  .  .  .) , 

>  ungeändert  bleiben,  sobald  man  in  ihnen  x,  y,  z  durch  die  Func- 
Hen  X,  y,  z  ersetzt,  die  noch  willkürliche  Gonstanten  enthalten, 
le  derartigen  Functionen  J  heissen  Differentialinvarianten 
r  Fläche  hinsichtlich  der  Bewegungen.^ 

Zum  besseren  Verständnis  dieser  Definition  ist  noch  zu  be- 
irken,  dass  infolge  von  (2)  die  ersten  Ableitungen  von  x,  y,  z 
^h  u  und  V  die  Formen  haben: 


'  Wie  wir  schon  in  der  Anm.  zu  I  S.  44  bemerkten,  ist  der  Begriff  der 
ierentialinvarianten  überhaupt  allmählich  ausgebildet  worden.  Seine  völlige, 
klHe  und  allgemeine  Definition  und  Theorie  aber  verdankt  man  Lie's 
beiten  aas  den  Jahren  1882 — 84.  Wir  nennen  von  seinen  vielen  Arbeiten 
vftber  Dur  die  eine:  ,,Über  Differentialinvarianten*%  Math.  Ann. 
.  Bd.  (1884). 
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(3) 


^u  =  ^  ^u  +  ^2^u  +  ^3^u»  ^t,  =  «1  'v  +  ^tVv  +  «8^» 

Vu  =  /'l^u  +  ßlVu  +  ßz\^         y«  =  Ä^r  +  ßtVv  +  ft^t 
^u  =  /l  ^u  +  ^2^«  +  ^3  ^u»  ^r  =  /l  ^r  +  ^2  ^r  +  ^3  ^ 

and  dass  sich  die  höheren  Ableitungen  analog  ausdrücken.  Wenn 
wir  nämlich  zur  Vereinfachung  unter  X^^  diejenige  Ableitung  einer 
Function  X  von  u  und  v  verstehen,  die  sich  durch  t-malige  Differen- 
tiation nach  u  und  A-malige  Differentiation  nach  v  ergiebt^  also  all- 
gemein setzen: 


(6) 


so  ist  nach  (2): 

(5)  y«  =  ßi  ^,fc  +  Äy.*  +  Ä  -« » 

Nun   soll  die  Function  /  eine  Differentialinvariante  heissen,  wenn 
die  Gleichung: 

infolge  von  (2)  und  (5)  besteht,  wie  auch  die  Coefficienten  o,  i,  ^ 
und  die  Richtungscosinus  a^,  «g,  a,,  /9j,  /?,,  jffj,  /, ,  /,,  y,  gewSlik 
sein  mögen,   vorausgesetzt,   dass  diese  Cosinus  die  in  Tafel  I  an- 
gegebenen  Bedingungen   erfüllen.    —    Es   ist  vielleicht   überflüsng, 
hierbei  hervorzuheben,  dass  z.  6.  x^^  und  ^r^^  nach  der  Definition  (4*^ 
die  Ableitungen  x^  und  x,   bedeuten,   sodass   die  Formeln  (3)  mit 
in  (5)  enthalten  sind. 

Noch  deutlicher  wird  die  Definition  der  Differentialinvarianten 
werden,  wenn  wir  einige  Beispiele  angeben.  Solche  Beispiele  sind 
die  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ordnung  E^  F,  G,  Z,  Mj  S 
deren  ünveränderlichkeit  bei  den  Bewegungen  des  Raumes  wir  schoi 
in  Satz  6,  S.  16,  und  Satz  5,  S.  107,  ausgesprochen  haben.  Be 
unserer  Bezeichnungsweise  (4)  ist  nach  XI  {A)  insbesondere: 

^  =  4»       +yio        +^10      ^ 

T       =      X^^    Xfy^       +      t/lQ^Ql       +      ^10    ^01    » 

^  =  <     +yoi     +<     • 

Zur  Bestimmung  aller  Differentialinvarianten  wenden  wir  mi 
einigen  Umstellungen  in  der  Reihenfolge  der  Schlussfolgerungen  die 


(7) 
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Methode  an  wie  bei  dem  entsprechenden  Problem  flir  die 
»n  in  §  12  des  2.  Abschn.,  1.  Bd.  Wie  dort  anf  S.  202  er- 
m  wir  auch  hier: 

Die  Differentialinvarianten  sind  frei  von  x,  y,  z  selbst, 
genan  wie  damals  so  auch  hier  daraus  folgt,  dass  die  ganz 
Lrlichen  Constanten  a,  b,  e  nur  in  den  Formeln  (2),  dagegen 
in  den  Formeln  (5)  auftreten. 

fetzt  beweisen  wir  weiter  eine  Behauptung,  die  analog  der 
D  Bemerkung  des  erwähnten  Paragraphen,  I  S.  208,  ist,  dort 
aus  dem  Gesamtergebnis  geschlossen  wurde,  während  wir  sie 
benutzen,  um  das  Ergebnis  selbst  abzuleiten: 
iVenn  nämlich  eine  Function  /  eine  Differential- 
riante  ist,  so  sind  auch  alle  ihre  partiellen  Ablei- 
en  nach  u  und  v  Differentialinvarianten. 
Jm  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  der  Übersichtlichkeit  halber 
nur  eines  der  Argumente,  x^^^  besonders  angeben  und  die 
8n  Argumente  durch  Punkte  andeuten: 

J{x^^. . .). 
A\  dann  unter 

be  Function  verstanden  werden,  nachdem  aber  überall,  nicht 
Q  dem  einen  Argumente  x^^^  die  Zeichen  Xj  y,  z  durch  x,  y,  z 
;t  worden  sind.     Ist  nun  /  eine  Differentialinyariante,  so  ist: 

e  ton  (5)  und  zwar  flir  alle  Werte  von  u  und  v.  Daher  darf 
'ormel  zunächst  nach  u  differenziert  werden.    Also  ist: 

d  J{Xik  •  •  •)        d  J{Xik  •  •  •) 
du         ""         du 

iteht  auch  rechts  wieder  eine  Function  der  partiellen  Differen- 
otienten  von  x,  y,  z  nach  u  und  v,  denn  es  ist  ja: 

d  J(Xiu  •  •  •)        d  J(Xih  •  •  •)    d  Xiu 


du  dxik  du 


4"  •  • • , 


ichts  so  viele  Summanden  stehen,  als  /  Argumente  hat;  und 
der  Definition  (4)  können  wir  hierfür  schreiben: 

d  J(Xiu . . .)        d  J{Xik  •  •  •)  ^  , 

ach  ist  die  rechte  Seite  von  (8)  eine  Function  der  Ableitungen 
,  y,  z;  und  links  steht  in  (8)  dieselbe  Function,  aber  in  x,  y,  z 

G«om.  Diffir.   II.  20 
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statt  X,  y,  z  geschrieben.  Die  Gleichung  (8)  sagt  aus,  dass  die 
Ftmction  (9)  ebenfalls  eine  Differentialinyariante  ist 

Ebenso  können  wir  beweisen,  dass  die  partielle  Diffierentuitioii 
einer  Differentialinvariante  /  nach  v  wieder  eine  Differentialmyariante 
liefert;  «nd  weiterhin  folgt,  dass  dasselbe  auch  fbr  beliebig  häufige 
Differentiation  nach  u  and  v  gilt,  sodass  unsere  obige  Behanptimg 
als  richtig  dargethan  ist 

Da  wir  hiermit  ein  einfaches  Mittel  haben,  ans  schon  bekannten 
Dülerentialinvarianten  nene  abzuleiten ,  so  können  wir  es  z.  B.  auf 
die  Fundamentalgröesen  E^  Fy  G,  L,  M,  N  anwenden,  die  ja,  wie 
wir  wissen,  Differentialinyarianten  sind. 

Hiernach  sind  nicht  nur  die  Fundamentalgrössen  erster 
nnd  zweiter  Ordnung,  sondern  auch  alle  ihre  partiellen 
Ableitungen  nach  den  Parametern  u  und  v  Differential- 
invarianten. 

Fragen  wir  jetzt  zunächst  nach  allen  denjenigen  Differential- 
invarianten,  die  nur  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  x,  y  und  z 
enthalten,  also  nach  den  sogenannten  Differentialinvarianten 
erster  Ordnung,  so  handelt  es  sich  darum,  diejenigen  Functionen 

ZU  bestimmen,  für  die  infolge  von  (3): 

^i^y  K^  Vuf  ^vy  K*  ^v)  =  «^(^u'  ^.'  y«>  ^r'  ^«'  O 

ist  Sie  sind  leicht  gefunden.  Die  Gleichungen  (3)  nämlich  sind, 
abgesehen  von  den  Bezeichnungen  der  Veränderlichen  — ^  indem 
hier  die  Indices  u  und  v  statt  1  und  2  stehen  — ,  genau  dieselben 
wie  die  Gleichungen  in  I  S. -203  oben,  sodass  analytisch  dasselbe 
Problem  wie  damals  vorliegt.  Nach  I  S.  204  erkennen  wir  also, 
dass  jede  Difi'erentialinvariante  erster  Ordnung  eine  Function  von 
den  dreien  ist: 

d.  h.  eine  Function  der  drei  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  /?,  F,  G. 

Da  jede  Function  von  Differentialinvarianten  wieder  eine  Diffe- 
rentialinvariante ist,  so  folgt,  dass  E,  F^  G  die  einzigen  wesent- 
lichen  Differentialinvarianten   erster  Ordnung  sind. 

Jetzt  benutzen  wir  den  Satz  2,  S.  264,  nach  dem  sich  alle  par- 
tiellen Ableitungen  von  x,  y,  z  von  den  zweiten  an  durch  die 
ersten,    durch    die   Fundamentalgrössen    und   die   Ableitungen    der 
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Fn&danientalgrössen  ansdrücken  lasflen.  Hun  wir  dies  in  irgend 
einer  Differentialinvariante  J^  so  sehen  wir,  dass  sie  sich  als  Func" 
tion  der  ersten  Ableitungen  tod  x^  y^  z^  der  Fundamentalgrössen 
und  der  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  darstellen  lässt 

Jede  DifferentalinTariante  lässt  sich  daher  auf  die 
Form  bringen: 

in  der  die  partiellen  DiflFerentialquotienten  von  E^  F,  G  und  Z,  M,  N 
durch  Punkte  angedeutet  sind« 

Die  Eigenschaft  dieser  Function,  bei  allen  Bewegungen  un- 
geändert  zu  bleiben,  wird  durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 

wo  ^,  jP,  G,  i/,  jlf,  iV  und  ihre  Ableitungen  auch  links  stehen,  weil 
diese  Functionen  bei  allen  Bewegungen  ungeändert  bleiben. 

Die  Gleichung  bleibt  notwendig  richtig,  wenn  man  für  die  rechts 
und  links  genau  an  gleicher  Stelle  stehenden  Functionen  E,  F,  ff, 
Ly  M,  N  und  ihre  Ableitungen  irgend  welche  Zahlen  setzt,  denn 
die  Gleichung  soll  ja  infolge  von  (3)  allein  bestehen,  also  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Bedeutung  dieser  Functionen.  Wenn  wir  aber  Zahlen 
einsetzen,  so  reduciert  sich  die  Diflferentialinvariante  J  auf  eine 
Function  von  x^,  x^,  y^,  y^,  z^,  z^  allein,  also  auf  eine  Diflferential- 
invariante erster  Ordnung.  Da  wir  aber  gesehen  haben,  dass  jede 
Diflferentialinvariante  erster  Ordnung  eine  Function  von  E,  F,  G 
allein  ist,  so  schliessen  wir,  dass  die  Function  /vor  der  Sub- 
stitution von  Zahlen  eine  Function  der  Fundamentalgrössen  und 
ihrer  Ableitungen  allein  ist. 

Andererseits  ist  mit  den  Fundamentalgrössen  und  ihren  Ab- 
leitungen auch  jede  Function  dieser  Functionen  eine  Diflferential- 
invariante.    Mithin  folgt; 

Satz  19:    unterwirft  man  eine  Fläche 

allen  Bewegungen  des  Raumes,  ohne  ihr  Parametersystem 
zu  ändern,  so  ändern  sich  x,  y,  z  und  ihre  partiellen  Ab» 
leitungen  nach  u  und  v.  Eine  Function  dieser  Grössen 
bleibt  bei  allen  Bewegungen  dann  und  nur  dann  ungern« 
dert,    wenn    sie    eine    Function    der    sechs    Fundamental- 

20» 
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grossen  £,  F,  G,  Z,  M,  N  und  ihrer  partiellen  Ableitungen 
nach  u  nnd  v  ist.  Hierbei  wird  Ton  den  Tangentenfl&chen 
der  Minimalcurven  abgesehen. 

Die  letzte  Einschränkung  ist  deshalb  nötig,  weil  wir  den  Satz  2, 
S.  264,  benatzt  haben. 

Wir  wollen  eine  Anwendung  machen:  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dass  jede  Summe  Ton  der  Form 

oder 


eine  Dififerentialin Variante  ist,  denn  analog  (5)  ist  auch: 


"^r.^ri^r.+r^I/r.+  n'r.y 


sodass  sich  ergiebt: 

Nach  l(C)  aber  ist  die  rechte  Seite  gleich  Sx.j^x^^,  also,  wie 
behauptet  wurde: 

Da  also  Sx^^x^^  eine  Differentialin  Variante  ist,  so  folgt  für  sie  aus 
Satz  19: 

Satz  20:    Sind 

x  =  (p{u,v),       y  =  z{u,  v),       z  =  t/;(tt,  v) 

die  Gleichungen  einer  Fläche,  die  keine  Tangentenfläche 
einer  Minimalcurve  ist,  so  ist  jede  Summe  von  der  Form: 


e'  +  *a; 

ö'  +  'a!           ö'+*y 

gr  +  .y              gi  +  k^ 

a'  +  '* 

du'dv" 

dtt^öf»«         du'dv" 

bu^bv'        ÖM«ap* 

ÖM'öe' 

als  Function  der  Fundamentalgrössen  jB,  F^  (r,  i,  M^  N  und 
ihrer  partiellen  Ableitungen  nach  u  und  v  darstellbar. 

Die  Formeln  (4),  S.  264,  gestatten  uns,  dies  für  die  einfachsten 
Summen  von  dieser  Art  wirklich  auszurechnen.    Wir  machen 
Gebrauch  davon,  dass 
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nach  XI  {G\  ferner 
und  endlich 


SxJ  =  £,       Sx^x^=^F,       8V=^ 


2 
uu 


ist  Nach  (4),  S.  264,  berechnen  wir  nämlich  x^a,  bilden  analog  y, 
und  r^u  und  addieren  alle  drei.  Wegen  der  soeben  angegebenen  Glei- 
chungen erhalten  wir  alsdann  S^uu  b.1s.  Function  von  ß,F,0,L  und 
den  ersten  Ableitungen  von  IS,  F,  G.  Entsprechend  lassen  sich  die 
anderen  ähnlichen  Summen  berechnen.     So  kommt: 

-AE^F^F-AE,F^E+AF*S), 
S:ri„       =M^  +-^{E^*G-2E^G,F+G*E), 

%xU       =N*  +-Jy-{GJG  +  2G,G,F+GJ'E- 
-4G,F,G-4G,F^F+4F^*G), 

Sx„„x^^  =  ZM+^(E^E,G+E^*F-2E^F^F- 

—  EGF—EGE+2FGE), 

-  E^G.E-  E^G,F+  2E,F^F  + 
+  2F  G  E+2F  G  F-4F  FF), 

Sx    X     =  MN+—^(G^F+G  G  E-2G  F  F" 

**      UV      VV  -"*>«•'     T^      4  2)*  **  UV  UV 

-ö  £  G-'G  F  F+2E  F  G). 

U        V  V       V  •'  V       V       f 

Der  Satz  19  bestätigt  die  grosse  Bedeutung  der  Fundamental- 
grossen:  Kennt  man  die  Fundamentalgrössen  E,  F,  G,  i,  M,  N 
einer  Fläche,  so  kennt  man  auch  alle  ihre  Differentialinyarianten. 

Die  Bedeutung  der  Fundamentalgrössen  wird  in  den  folgen- 
den Paragraphen  noch  stärker  hervortreten.  Wenn  nämlich  zwei 
Flächen  dieselben  Fundamentalgrössen  haben,  so  haben  sie  hier- 
nach überhaupt  dieselben  Differentialinyarianten.  Dass  alacianTi 
die  Flächen  mit  einander  congruent  sind,  werden  wir  in  §  9  (NC 
kennen.  -• 
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§  7.    Richtungscosinus  eines  begleitenden  Dreikants.  ^ 

Wir  nähern  uns  jetzt  der  Lösung  der  Aufgabe,  zu  gegebenen 
Fundamentalgrössen  die  Fläche  zu  finden.  Da  diese  Lösung  nidit 
ganz  einfach  ist,  so  erscheint  es  uns  angemessen,  ihre  Behandlung 
in  eine  Reihe  einzelner  Schritte  zu  zerlegen.  Das  Problem  bat 
einige  Analogie  mit  dem  in  §  13  und  14  des  2.  Abschnittes  im 
ersten  Bande  behandelten  Problem  für  Gurven.  Wie  dort,  so  werden 
wir  auch  hier  darauf  ausgehen,  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
der  Flächenpunkte  zunächst  die  Cosinus  dreier  zu  einander  senk- 
rechter Richtungen  zu  berechnen,  und  zwar  dreier  solcher  Rich- 
tungen, die  in  naber  Beziehung  zum  Flächenponkte  stehen.  Wir 
bereiten  demnach  die  Lösung  unseres  Problems  dadurch  vor,  dass 
wir  im  gegenwärtigen  Paragraphen  ein  solches  Axenkreuz  genauer 
untersuchen. 

Im  Punkte  (k,  v)  der  Fläche: 

(1)  x  =  9(m,  v),      y  =  ;irKv),      z  =  i/;(tt,  v) 

haben  wir  zunächst  eine  ausgezeichnete  Richtung,  die  der  Flächen- 
normale, mit  den  Cosinus  X,  Y^  Z.  Zwei  zu  dieser  senkrechte  und 
auch  zu  einander  senkrechte  Richtungen  werden  alsdann  dadurch 
bestimmt,  dass  wir  nach  irgend  einem  Gesetze  zwei  zu  einander 
senkrechte  Tangenten  des  Punktes  (u,  v)  auswählen. 

Dies  geschieht  so:  Sind  k  und  x  die  Werte  von  dvidu  ftbr 
zwei  zu  einander  senkrechte  Fortschreitungsrichtungen,  so  ist  nach 
Satz  (11),  S,  38: 

(2)  E+F{k  +  x)  +  Gkx  =  Q. 

Verstehen  wir  jetzt  unter  k  eine  irgend  wie,  aber  bestimmt 
gewählte  Function  von  u  und  ü,  so  ist  damit  jedem  Punkte 
[uj  v)  der  FULche  eine  Richtung  (A)  zugeordnet.  Der  alsdann  aus  (2) 
folgende  Wert  von  x: 

ist  ebenfalk  eine  Function  von  u  und  v  und  giebt  in  jedem  Punkte 


'  Solchen  Lesern,  denen  die  folgenden  Betrachtungen  vorerst  su 
sein  eollten,  raten  wir,  die  Paragraphen  7  bis  9  zu  überscblageiL 
Wenn  sie  nur  die  Sätze  25—^7  des  §  9,  S.  338,  in  sich  aufnehmen  und  sie 
ohne  Beweis  als  richtig  gelten  lassen,  so  wird  ihnen  das  Folgende,  von  §  10 
an,  veFStfindlieh  sein.  Das  Studinm  der  §§  T— 9  kann  also  auf  spätere  Zeit  ver- 
schoben werden. 
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(uj  v)  die  zur  Richtung  {k)  senkrechte  Richtung  an.  Sind  £,,  ^^  3i 
die  Coainus  der  Riditung  {k)  und  3E,,  ^,  ^2  ^^^  ^^^  Richtung  {u), 
so  ist: 

Da  nach  XI  {A): 

S(^«  +  k^y  =  A'  +  2/^*  +  (?Ä» 
ist,  so  folgt: 


(4)     a\  =  - __   , 

und  entsprechend  kommt: 


2)i  = 


yiJ+2Fk-^  Ok^ 


3, 


(5;      Ä'   = 


J-„   +  X  X,. 


D,= 


—      yu  +  i^u* 


s. 


l/£  +  -iJf  *+(?*»' 


*it  H"  X  *» 


l/F+2i^x+ Öx«'      "^^        VA'+2Fx  +  (?x«       ^        yE  +  «Fx  +  Öx« 

Wenn  wir  hierin  den  Wert  x  aus  (3)  einsetzen,  so  gehen  die  Aus- 
drücke hervor: 


(6) 


?)2   = 
32  = 


-{F-hOk)Xu  +  (J£'4-jPAg)a;, 
DYE  +  2Fk  +  ak* 


Z>l/i;  +  2FX;  +  ÖÄ« 
i>VJ^  +  2F)t  +  r?ifc« 


Hierin  haben  vrir  das  Vorzeichen  schon  so  gewählt,  dass  die 
Determinante  der  Cosinus  der  drei  Richtungen  (3E|:9x*3i)*  (^•92'3t)^ 
(XiYiZ)  gleich  +  1  sind,  vorausgesetzt,  dass  wir  für  die  in  (4)  und 
(6)  auftretende  Quadratwurzel 


X 

•      u 

1 


stets  denselben  Wert  nehmen.  Denn  jene  Determinante  ist  zanächst: 

1  2 

,g)i  D2   y 

1 3i    32     ^ 

Nach  XI  (Z)  aber  folgt  hieraus: 

^1        *2 

(7)  2)i    %    ^  =1. 

3i    3,    i^ 


X 

r 

X 
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Nach  I  S.  146  sind  jetzt  die  drei  Richtungen  (3Ei  rf)i  :3i)» 
Ä'Dj'Sa)»  {^'^-'^  80  gegöii  einander  orientiert  wie  die  x-,  y- 
und  ;?- Axe.  Wir  nennen  die  drei  vom  Flächenpunkt  (hj  v)  aus- 
gehenden Geraden  mit  diesen  Richtungen  das  begleitende  Dreikant 
des  Punktes  (u,v)  der  Fläche.  Bei  seiner  Feststellung  kann  die 
Function  h,  wie  gesagt,  willkürlich  gewählt  werden. 

Wir  wollen  die  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Bichtongs- 
cosinus  des  begleitenden  Dreikants  nach  u  und  v  berechnen,  aber 
nur  so  weit,  als  es  für  die  späteren  Betrachtungen  nötig  ist.  Um 
aber  auch  zum  Gebrauch  fertige  Formeln  zu  haben,  wollen  wir 
später  in  dem  Falle,  dass  A  =  0  gewählt  ist,  die  Formeln  voll- 
ständig geben. 

Wollten  wir  nämlich  schon  jetzt  die  Formeln  in  aller  Aus- 
führlichkeit entwickeln,  so  würde  ihr  grosser  Umfang  und  das  Neben- 
sächliche  der  Rechnimg  den  allgemeinen  Überblick  erschweren. 

Wenn  wir  die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungscosinus  be- 
stimmen wollen,  so  haben  wir  dabei  die  Formeln  für  die  zweiten 
Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  u  und  v  zu  benutzen,  die  wir  unter 
(7),  S.  268,  aufstellten.  Sie  zeigen,  dass  sich  die  zweiten  Ableitungen 
von  X  linear  und  homogen  durch  ar^,  j:^,  X  ausdrücken  mit  Coeffi- 
cienten,  die  nur  die  Fundamentalgrössen  E^  P^  &,  L,  Mj  N  und  die 
ersten  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  E^  F,  G  enthalten.  Wir 
wissen  femer,  dass  diese  Formeln  richtig  bleiben,  wenn  x  und  X  mit 
y  und  T  oder  z  und  Z  vertauscht  werden. 

Wird  der  Wert  von  3£i ,  der  oben  unter  (4)  angegeben  ist,  par- 
tiell nach  u  differenziert,  so  erkennen  wir,  dass  der  Differential- 
quotient zunächst  linear  und  homogen  in  ar^^,  x^^^  x^  und  x^  ist 
Die  Coefficienten  hängen  dabei  nur  von  den  Grössen  E,  F,  O,  E^^ 
F^^  G^j  k  und  k^  ab.  Wenn  wir  hierin  für  x^^  und  x^^  die  Werte 
aus  den  citierten  Formeln  (7),  S.  268,  einsetzen,  so  erkennen  wir, 
dass  die  partielle  Ableitung  von  H^  nach  u  linear  und  homogen  in 
X  ,  X    und  X  wird  mit  Coefficienten,  die  nur  von  den  Grössen 

(8)       E,  F,  G,  L,  M,  N-       E^,  F^,  G^,  E^,  F^,  G^;       k,  k^,  k^ 
abhängen.    Wir  gelangen  also  zu  einer  Formel  von  dieser  Gestalt: 

-^^ax^  +  ßx^  +  yX, 

wo  a,  /?,  Y  Functionen  der  Grössen  (8)  sind.  Nun  aber  können  wir 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  und  (6)  benutzen,  um  umgekehrt 
aus  ihnen  x^  und  x^  linear  und  homogen  durch  3^^  und  3^  auszu- 
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drücken.    Setzen  wir  diese  Werte,  deren  Goefficienten  von  E,  F,  6,  k 
abhängen^  in  die  hingeschriebene  Formel  ein,  so  wird  sich  schliesslich 

-^   linear  und  homogen  durch  X^,  H^  und  X  ausdrücken.     Dabei 

enthalten  die  Goefficienten  nur  die  Grössen  (8). 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  die  ersten  Ableitungen  von  X^ 
und  H^  nach  u  und  v  überhaupt 

Was  die  Ableitungen  X^  und  X^  betrifft,  so  sind  sie  schon 
unter  XH  (Ä)  angegeben.  Auch  hierin  drücken  wir  x^  und  x,  wie 
oben  mittels  der  beiden  ersten  Formeln  (4)  und  (6)  linear  und 
homogen  durch  IH^  und  X3  aus. 

Durch  diesen  summarischen  Überblick  über  die  zwar  theoretisch 
einfachen,  aber  praktisch  umständlichen  Rechenoperationen  erkennen 
wir  also,  dass  sich  sechs  Formeln  ableiten  lassen,  yon  denen  die  drei 
ersten  diese  Gestalt  haben: 


(9) 


^  =  a,x,  +  a,i,  +  «3X, 
^  =  »,3e,  +  »,x,  +  »3X, 


und  von  denen  die  für 

asEt       aag,       bx 

ganz  entsprechend  gebaut  sind.    Darin  sind  die  Goefficienten  Func- 
tionen der  Grössen  (8). 

Da  diese  Grössen  (8)  sich  nicht  ändern,  wenn  x^  y,  z  cyklisch 
vertauscht  werden,  so  gelten  die  Gleichungen  (9)  auch,  wenn  X  und 
X  durch  ^  und  T  oder  durch  3  ^^^  ^  ersetzt  werden. 

Nun  aber  ist  nach  1(C): 

(10)  3e,«  +  Dl»  +  8,*  =  1 

und  daher: 

Y  Ml  4-2)  1Sl4- Q  13l  ^  0 
^  du  ^«'i  du  ^öi  ö^  =" 

oder,   wenn  die  Werte  der  Differentialquotienten  aus  (9)  und  den 
sechs  analogen  Gleichungen  eingesetzt  werden: 

(1 1)  3E,  («,  X,  +  3t.  X,  +  si,  j)  +  Dl  («1 2),  +  a,  g),  +  a,  7) + 
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\V»il  alu^r  nach  I  (C)  ausser  (10)  auch 

s,  x,  +  g)i 9,  +  Si 3,  =  0,     X,  X  +  9i  r+  3,  ^-  0 

iMt,  HO  folgt  ans  (11),  dass  9^  «=  0  ist  Ebenso  muss  9,  »  0  sein. 
Wenn  wir  nun  wie  soeben  mit  (10)  mit  der  Gleichung 

Xi3E,  +  g),g)3  +  3i3,=0 

vorfahren,  so  ergiebt  dieselbe  Schlussfolgerung,  dass  0,  +  SB}  =  0 
Hoin  muss.  Genau  so  folgt,  dass  SB,  +  Sg  ^^  ^  +  9^  gleicli  Null 
sein  müssen. 

Ohne  näher  darauf  einzugehen,  bemerken  wir,  dass  die  Analogie 
mit  den  Formeln  in  I  S.  153  nicht  bloss  zufällig  ist 

Wir  haben  jetzt  also  gefunden: 

Mithin  haben  die  Formeln  (9)  f&r  die  partiellen  Ableitoiigen  der 
Richtungscosinus  nach  u  eine  noch  speciellere  Gestalt: 

-Q^  -  Cj  Ä2  -  ^1  A  , 


(12) 


Q^^  ~  A  *1  ■"  ^\  *2  > 


und  da  dieselbe  Betrachtung  f)Ur  die  Ableitungen  nach  t;   gilt,  so 
haben  wir  ausserdem  drei  Formeln  von  der  Gestalt: 


(13) 


v*i   n   X  Jf    Y 

-g--   —   ^2  ^2  "-  ^2  ^   ' 

^^  —  >l    T  ^  f  V 

ö  p     —  ^2  A     —  t.2  *,  , 
"ÖV  ~  ^2  *1  ■"  '^2  *2  » 


Die  Coefficienten  A^,  B^,  C^  und  A^,  B^^  C^  sind  dabei  Func- 
tionen der  Grössen  (8).  Auch  wissen  wir,  dass  die  Formeln  (12) 
und  (18)  richtig  bleiben,  wenn  S  und  J  durch  2)  und  Toder  durch  3 
und  Z  ersetzt  werden. 

Aus  (12)  und  (13)  lässt  sich  nun  die  zweite  Ableitung 

dudv 

in  xwei  Wtiten  berechnen.    Da  beide  Werte  übereinstimmen  müssen, 
HO  tindeu  wir,  dass 
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-^(Cj  Xa  -  ^1  J)  =  -^(^2  Xa  -  ^2  J) 


oder; 


dr 


dv 


-X^  = 


dv 


+  2. 


2  ö« 


-X 


du 


ist    Setzen  wir  hierin  für  die  Ableitungen  von  X^  und  X  ihre  Werte 
aus  (12)  und  (13)  ein,  so  kommt: 

(14)    [c,A,~C,A,^^  +  ^)x  +  (B,A,-B,A,+  '^^^)?i,^0. 
Ebenso  ergiebt  sich  je  eine  Bedingung,  wenn  wir 


dudv 


und 


dudv 


aus  (12)  und  (18)  berechnen.  Diese  Bedingungen  gehen  schneller 
aus  (14)  hervor,  wenn  wir  hierin  X,,  Xj,  X,  femer  A^^  £^,  C^  und 
A^,  B^y  C^  cyklisch  vertauschen.  Wir  kommen  so  zu  iasgeiomt 
drei  Gleichungen.  Man  bemerkt  aber  sofort,  daai  sich  die  sechs 
Coefticienten  der  drei  Bedingungen  durch  die  folgenden  drei  Grössen 
ausdrücken: 


(15) 


Die  Bedingungen  sind  nämlich  diese: 


ßX 

7^1 


r^2'-o. 


uX  ^Q, 


Sind  nun  u,  ß,  y  nicht  alle  drei  gleich  NoUi  so  sagen  diese  Glei^ 
cbungen  aus,  dass  sich  3^,  3^,*  ^  ^^  ^9  ß*  y  ^^  einander  verhalten. 
Dasselbe  würde  aber  für  g)^,  gg,  7  und  Air  ßj,  ^,  ^  folgen,  WM 
in  Widerspruch  mit  der  Gleichung  (7)  ist     Also  ist 

u^ß^y^^. 
Also  erfüllen  die  Coefficienten,  die  in  (12)  und  (18)  anftreten. 
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wegen   der   in  (15)   angegebenen  Bedeutung   von  a,   ß,  }^    die   Be- 
dingungen: 


(16) 


dv 


dA^ 


-   ö^-(AC2"-^iA)  =  0, 


dv 


-^^-(^i^-^i^2)  =  0, 


dC^ 


dv 


-i^-(^i-».-A^)  =  o 


Es  hat  sich  insgesamt  Folgendes  ergeben: 

Sats  21:   Liegt   eine  Fläche  vor,  die  keine   Tangenten- 
fläche einer  Minimalcurve  ist,  etwa  die  Fläche: 

x  =  9)(m,  ü),      y  =  r(w,  v),      z  =  t/;(ii,  ü) 

und  wählt  man  im  Flächenpunkte  {u,v)  eine  Tangente  da- 
durch aus,  dass  man  ihre  Richtung  {k  ^  dvidu)  als  eine 
Function  k  von  u  und  v  beliebig  wählt,  so  kann  man  aus 
dieser  Tangente,  der  zu  ihr  senkrechten  Tangente  und  der 
Flächennormale  ein  rechtwinkliges  begleitendes  Dreikant 
des  Flächenpunktes  (uyv)  herstellen,  dessen  Kanten  wie  die 
Coordinatenaxen  gegen  einander  orientiert  sind.  Die  JRich- 
tungscosinus  3£,,  g)i,  3i;  3^2»  2)2'  ^3;  -^»  ^?  ^  ^©r  drei  Kanten 
erfüllen    alsdann  Gleichungen  von  der  Form: 


^-    =    ^1  *l   -"  ^1  *2  » 


dv 


=  CjjSa  —  B^X  , 


"^y  —  ^%^  —  ^2  3^  > 


dX 
dv 


—  xJj  X^  -^2  *2 


sowie  diejenigen  Gleichungen,  die  hieraus  hervorgehen, 
wenn  X  und  X  durch  ^  und  T  oder  durch  3  ^^^  ^  ersetzt 
werden.     Die  sechs  Coefficienten 

^1,  Äj,  C\       und       J3,  ^3,  C, 

sind  dabei  Functionen  von  den  Fundamentalgrössen  B,  F^ 
G,  Z,  M,  N,  von  den  ersten  Ableitungen  von  B,  F,  O  und 
von  Ä,  k    und  k.    Die  aus  der  Gleichung 

'UV  *-7 

a     Ö3£^  ^    d     ddi, 
dv     du         du    dv 


und  den, analogen  Gleichungen  für  die  übrigen  acht  Rieh« 
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tangscosinus  hervorgehenden  Bedingungen  redncieren  sich 
sämtlich  auf  die  drei  Bedingungen: 

denen  die  Coefficienten  A,  B,  C  für  alle  Werte  von  u  und  t; 
genügen. 

Wir  merken  hier  noch  Folgendes  an: 

Die  in  unserem  Satze  angegebenen  Gleichungen  für  die  par- 
tiellen Ableitungen  von  X^,  3^2  und  X  und  ebenso  diejenigen  Glei- 
chungen, die  aus  ihnen  hervorgehen,  wenn  3E  und  X  durch  g  und  T 
oder  durch  3  ^i^d  ^  ersetzt  werden,  sind  partielle  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  für  die  Richtungscosinus.  Die 
Gleichungen  (16)  geben  die  Bedingungen  dafür  an,  dass  infolge  der 
partiellen  Dififerentialgleichungen  auch  die  Relationen 

d     d3£i  d     d'S.x 

dv    du         du    dv 

u.  s.  w.  bestehen.  Man  nennt  diese  Bedingungen  (16)  die  Inte- 
grabilitätsbedingungen  jenes  Systems  von  partiellen  Dififerential- 
gleichungen. Unser  Satz  sagt  aus,  dass  sich  die  Integrabilitäts- 
bedingungen  auf  drei  Gleichungen  reducieren,  die  nur  die  Funda- 
men talgrössen,  die  Ableitungen  der  Fundamentalgrössen  und  die 
Grössen  k,  A^,  Ä^,  Ä^^,  k^^,  k^^  enthalten. 

Aber  wir  können  noch  mehr  erkennen,  nämlich  dass  diese  drei 
Bedingungen  (16)  von  k  unabhängig  sind.    Dies  sehen  wir  so  ein: 

Bei  unseren  Betrachtungen  trat  die  willkürliche  Function  k  (uj  v) 
als  Wert  von  dvidu  ftir  die  Tangentenrichtung  (3Ei:^i:3i)  *^> 
wodurch  das  begleitende  Dreikant  vollständig  definiert  wird.  Es  ist 
leicht,  von  diesem  Dreikant  zu  einem  beliebigen  anderen  begleiten- 
den Dreikant  überzugehen.  Denn  wir  brauchen  ja  zu  dem  Zwecke 
nur  den  rechten  Winkel  der  beiden  Tangenten  (SEj :  Dj :  3i)  ^"^^ 
(Xg :  ^2  •  ^2)  ^^  irgend  einen  Winkel  a  zu  drehen,  der  eine  beliebige 
Function  von  u  und  v  sein  kann.  Dann  treten  an  die  Stelle  von 
3^1,  ^1,  3i  ^^^  3£§>  ^2'  ^2  andere  Richtungscosinus,  die  wir  mit 
Xj,  ^p  3i  ^^^  ^2'  ^2>  S>2  bezeichnen  wollen,  die  sich  linear  und 
homogen   durch   die  alten  und  durch  sin  a  und  cos  u  ausdrücken* 
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Denn  die  Cosinus  der  Winkel  der  ursprüngHehen  ersten  Tangente 
mit  den  beiden  neuen  Tangenten  sind  cos  tc  und  -^  sin  u  nBd  die 
der  ursprünglichen  zweiten  Tangente  mit  den  neuen  sind  sin  a  und 
cosc^,  sodass 


(17) 


Xi  =      Ij  cos  «4-362  ^^°  ^^^     Si  =*      Si  cos  a  +  g)j  sin  a , 
3fjj  =  —  3^1  sin  er  +  Xg  cose^,      ^1  =  —  ^3  sin  «  +  ?),  cosa, 

Bi  =      3i  cos« +  32  sin«, 

B2  =  -  -81  sin  «  +  3i  cos  a 
ist.     Daher  ist 

~-  =  cos  a  -J^  +  sin  a  -^^  —  3£,  sin  a  •  a   +  3L  cos  a  •  a 
Ott  dw  du  ^  tt'i  « 

oder  nach  (12) 

(18)         4^'  =  cosa(Ci  X2  ^  B^X)  +  sin  a(^i  X-  Cj  X^)  - 

—  Xj  sin  a  •  of^,  +  3E2  cos  a  •  a^. 

Nun  müssen  aber  für  die  neuen  Richtungscosinus  partielle  Differen- 
tialgleichungen analog  den  alten  Gleichungen  (12)  und  (13)  bestehen. 
Wir  wollen  in  ihnen  die  an  die  Stelle  von  A^,  B^,  C^  und  A^j  B^,  C, 
tretenden  Grössen  mit  überstrichenen  Buchstaben  bezeichnen,  sodass 
zunächst  analog  der  ersten  Gleichung  (12): 

p^i  /^  X         ß    Y 

oder  nach  (17) 

-~-  =  Cj  (—  3^1  sin  a  +  X^  cos  a)  —  ß^  X 

ist     Vergleichen  wir  dies  mit  (18),  so  folgt,  dass 

5  =  —  -4j  sin  a  +  ßj  cos  a,       ^1  =  ^1  +  ^u 

ist  So  ergiebt  sich  überhaupt,  dass  für  die  überstrichenen  Rich- 
tungscosinus solche  Gleichungen  analog  den  Gleichungen  (12)  und 
(13)  bestehen,  in  denen  die  Coefficienten  durch  die  folgenden  er- 
setzt sind: 

Ä^  =      A^  cos  a  +  ^j  sin  of ,       -^2  ~      ^2  ^^^  cc  +  B,^  sin  ce , 
J5j  ==  —  -^j  sin  a  +  B^  cos  a ,       Äj  =  —  J^  sin  «  +  I?^  cos  a , 

^1=      Q  +  c^u  ,       ^2=      ^2  +  «.- 
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Für  diese  Grössen  müssen  Gleichungen  von  derselben  Fomi 
wie  die  Gleichungen  (16)  bestehen.  Bilden  wir  sie^  so  finden  wir 
aber,  dass  sie  sich  auf  die  von  a  freien  Gleichungen  (16)  reducieren 

Also  folgt:  Die  Integrabilitätsbedingungen  (16)  sind 
stets  dieselben»  wie  auch  das  begleitende  Dreikant  ge* 
wählt  sein  mag. 

Mithin  enthalten  sie  die  willkürliche  Function  k  und  ihre  Ab- 
leitungen nur  scheinbar.  Sie  sind  also  Gleichungen  zwischen  den 
Fundamentalgrössen  und  ihren  Ableitungen  allein.  Die  Vermutung 
liegt  daher  nahe,  dass  diese  drei  Gleichungen  nichts  anderes  als 
die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie  sind 
(vgl.  S.  271).     Das  ist  in  der  That  der  Fall. 

Um  dies  zu  zeigen,  genügt  es  nach  dem  Vorhergehenden,  sie 
für  ein  specielles  begleitendes  Dreikant  aufzustellen  und  mit  den 
drei  Fundamentalgleichungen  zu  vergleichen.  Indem  wir  dies  thun, 
benutzen  wir  gleich  die  Gelegenheit,  für  ein  specielles  beglei- 
tendes Dreikant  die  Formeln  des  Satzes  21  vollständig 
ausgeführt  anzugeben,  sodass  sie  zum  Gebrauch  geeignet 
sind.^ 

Wir  wählen  A  =  0,  also  nach  (4)  und  (6): 


(19) 


^''  yE  '  ^'^  Ye  '  ^'^  Ve  ' 

Y    __    -  FXu  4-  Ex,,      y.    _    -  Fyu  +  Ey^       ^    _    -  Fx^  +  Ex^ 


BYE  "^^  B\/E  ^^  nVE 


Differenzieren  wir  jetzt  diese  Grössen  nach  u  und  nach  v,  indem 
wir,  wie  es  oben  auseinandergesetzt  wurde,  ftir  die  zweiten  Ab- 
leitungen von  X,  y,  z  die  Werte  aus  (7),  S.  268,  einführen  und  dann 
die  ersten  Ableitungen  von  Xy  y,  z  mittels  der  aus  (19)  folgenden 
Formeln: 


^u 


=  y^3fi      ,   yu  =  y^?)i      ,   ^u  =  yA'3i 


(20)      \         ^  FISL^+DÜ,  ^  F^+BS^,  ^  Z8i_±^A 

]/E         '       ^^  VE         '         "  V^ 


'  In  seinen  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie",  deutsch 
von  LuKAT,  Leipzig  1899,  hat  Biahchi  bei  der  allerdings  knappen  Behandlung 
desselben  Problems,  das  wir  in  den  gegenwärtigen  Paragraphen  im  Auge 
haben,  ein  anderes  specielles  Dreikant  benutzt,  nämlich  dasjenige,  dessen  beide 
ersten  Seiten  die  Hauptkrümmungstangenten  sind.  Der  Leser  kann  daher  die 
Seiten  94-97  des  Werkes  von  Bianohi  zur  Ergänzung  heranziehen. 
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entfernen,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  (12),  (13)  hier  diese: 

ö  3Ei  —  E^  F  •-  Fr  ^  +  2  Fu  £  j*     .                                    "    y 

du  2DE                 *                                     YE 

ÖX,  EM- FL    ^         -E^F-E,B-fr2F^E^ 


(21) 


und 


(22) 


—  E^r  —-  EfE'h  ifuE 
2DE 

X, 

+ 

EM-  FL 
D]/E 

X 

— 

L 

Ve 

3^ 

— 

-  E^F-h  OuE  y^ 

■    ■ 

du  DVE  2DE 

dX  L    ^  EM -FL 


du  Ve  ^  dYe 


X, 


dH,  ^ ^  

dv    ^  2DE  **  "^  YE 

dX^  ^  FN-  FM  j  _  "E^FAr  Q^B  y 

dv  DYe  2DE         ^' 

dX  M    y  EN  -  FM  j: 

1  """  / —      ^^  * 


(23) 


dv  YE      ^  DVE 

Hier  ist  also: 

.  EM- FL         x>  l'  n         -  E.F- B^E-\-2FJ 

^  Dj/JS;  '  YF  *  2DE 

Bildet  man  jetzt  mit  diesen  G-rössen  die  Integrabilitttsbedii* 
gungen  (16),  was  keine  Schwierigkeit  macht,  so  erkennt  man,  te 
die  drei  hervorgehenden  Gleichungen  nur  eine  andere  Form  ix 
drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10)  und  (11),  S.  270,  271,  fsA 
Die  beiden  ersten  nämlich  sind  aus  den  beiden  FundameDti^ 
gleichungen  (9)  und  (11)  zusammengesetzt,  während  die  dritte  A 
Fundamentalgleichung  (10)  liefert,  und  zwar  ergiebt  sich  (fiei 
Gleichung,  die  ja  das  Krümmungsmaass  ausdrückt  (TgL  S.  27S),  i> 
der  bequemen  Form: 

(94\       LN'-M^         d      ''E^F-E,E+2FuE d_   --B^F+Outl 

^     '  D        '^  dv  2DE  du  2DS 

Zu  Satz  21  können  wir  demnach  hinzufügen: 

Satz  22:  Die  in  Satz  21  angegebenen  drei  Bedingasgoit 
denen  die  Functionen  A^,  B^^  C\  und  A^^  B^j  C,  genügei^ 
sind  die  drei  Fundamentalgleichungen. 

Endlich  heben  wir  noch  einen  wichtigen  Umstand  hervor:  In  (SW 
liegen  x^,  x^-,  y^,  y^;  z^,  z^  ausgedrückt  durch  3^,  3E,;  9^,  8,;  £i>& 
vor.     Dabei  müssen  die  Bedingungen: 
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t^^  dV*«""  äii'*«''        dv^^"  du^^'      dv^^'^d'ü'^ 

erfüllt  sein.  Bilden  wir  sie,  indem  wir  also  die  Formeln  (20)  diffe- 
renzieren and  dann  für  die  Ableitangen  von  X^ ,  BE, ;  D^  >  ^2  ^  8iy  82 
die  Werte  aus  (21)  und  (22)  einsetzen,  so  ergeben  sich  thatsä^hlich 
Identitäten.  Also:  Sobald  die  Gleichungen  (21)  and  (22)  er- 
fallt  sind,   genügen   die   darch   (20)   gegebenen  Werte   von 

^«.»    "^»1  Vuf  Vv'^  ^uf  ^v  ^®°  ^^^^  Bedingungen  (25).     Dieser  Um- 
stand wird  später  verwertet  werden. 
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Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  dienen  zur  Vor- 
bereitung für  die  EJrledigung  eines  Problems,  das  wir  jetzt  in  Angrift' 
öeHnoen.  und    das    wir    im   nächsten   Paragraphen   weiter   erörtern 
^^^den. 

Wir  fragen  uns  nämlich,   ob  oder  inwiefern  eine  Fläche 

durch  Angabe  ihrer  sechs  Fundamentalgrössen  ß,  F,  Ö,  L, 

^y  iV  bestimmt  ist.     Wir  nehmen  also  an,   von  einer  Fläche* 

*^i  uns  nichts  bekannt  ausser  den  Werten  der  sechs  Funda- 

^^Qtalgrössen  als  Functionen  der  Parameter  u  und  v. 

Zunächst  gehen  wir  darauf  aus,  die  Richtungscosinus  eines  be- 
seitenden Dreikants   der  Fläche   als  Functionen  von  u  und  v  zu 
bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  wie  im  vorigen  Para- 
Sniphen   eine  Function  k  von  u  und  v  irgend  wie  aus.     Alsdann 
S^ben  uns  die  Gleichungen  (4)  und  (6),  S.  311,  die  Richtungscosinus 
^9  8i9  3i  ^^^  ^'  9s»  3a  ^^^  beiden  ersten  Kanten  des  begleiten- 
den DreikantSy  während  die  Richtungscosinus  J,  7,  Z  der  Flächen- 
OQnnale  inXI(i^  angegeben  sind.    Nun  aber  sind  uns  x^^x^^y^^y^ 
\*  ^^  nicht  als  Functionen  von  u  und  v  bekannt,  also  auch  nicht  die 
^iohtongscosinus.     Aber  wir  wissen,   dass  die  Richtungscosinus  die 
IQ  Satz  21,  S.  316,  angegebenen  Gleichungen  erfüllen  müssen.     In 
"ies^n  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  ^j,  -Bj,  C\  und  A^,  j9,,  6^ 
^^m.ctionen  von  Grössen,  die  wir  sämtlich  durch  u  und  v  ausdrücken 
köax^en,  nämlich  von  den  Grössen: 

E,  F,  0,  L,  M,  N;  E^,  ä;,  /;,  /;,  6^„  G^,  k,  Ä^,  Ä„. 

Wenn  nun  diese  uns  bekannten  Functionen  Ä^,  ß^,  C\  und  J^,  B,,  C^ 
▼on  u  und  v  die  Integrabilitätsbedingungen  (16),  S.  316,  nicht  für  alle 

'  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  810. 

,  Geom.  DUßr.    II.  21 
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Werte  von  u  und  v  erfüllen,  so  widersprechen  die  G-leichungen  f&r 
die  Richtungscosinus  einander  nach  S.  315,  d.  h.  dann  giebt  es  keine 
Fläche  zu  den  gegebenen  Fundamentalgrössen.  Wir  setzen  daher 
voraus,  dass  die  gegebenen  Grössen  K,  Fy  G^  L^M^N  die  Gleichungen 
(16)  für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllen.  Da  diese  Gleichungen  nach 
Satz  22,  S.  320^  die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie 
sind,  so  setzen  wir  also  voraus^  dass  die  sechs  Fundamen- 
talgrössen den  drei  Fundamentalgleichungen  für  alle  Werte 
von  u  und  v  genügen. 

Insbesondere  bestehen  die  sechs  im  Satze  21  explicite  ange- 
gebenen Gleichungen  für  die  partiellen  Ableitungen  von  36^,  3E,  und 
X    Da  aber  nach  I  (Z>) 

sein    muss,   so   lassen  sich  die  drei  Grössen  3^,  SEg,  J  durch   nur 
zwei   allerdings   ebenfalls   unbekannte  Functionen  |  und   t/   von  u 
und  V  ausdrücken.    Wir  verfahren  dabei  genau  so  wie  in  I  S.  212 
indem  wir 


(1) 


_  je,  +  *x,  ^ 1  -  X 


setzen.     Dann  ist  umgekehrt  —  vgl.  (14),  I  S.  212,  — 

Wir  gehen  nun  darauf  aus,  statt  dL^,  S^,  X  zunächst  | 
und  f]  zu  bestimmen.  Sind  |  und  rj  als  Functionen  von  u  und  r 
bekannt,  so  sind  es  nach  (2)  auch  dc^,  X^,  X. 

Nun  ist  nach  (1): 

Setzen  wir  hierin  die  Ableitungen  von  Jj,  3£j  und  X  aus  Satz  21, 
S.  316,  ein  und  berücksichtigen  wir  dabei  (2),  so  kommt: 


§u  =  -  2  K  +  'A)  -  '<^i I  +  2  K  -  '■  A)l*- 

Dieselbe  Rechnung  weise  liefert; 
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Wenn  wir  ebenso  rj^  und  rj^  ausrechnen,  so  finden  wir,  dass 
sich  rj^  und  rj^  gerade  so  durch  ?/  ausdrücken,  wie  sich  hiemach  |, 
und  1^  durch  |  ausdrücken.     Anders  ausgesprochen: 


und  §^  durcn  §  ausdrücken.     Anders  ausgesprocnen: 

Es  giebt  zwei  Bedingungen  für  eine  Function  <7  von  u 
und  V,  nämlich: 

4f ;  {A,  +  i£,)  -  »6>  +  -i(A,  -  zB,)<rK 

die  sowohl  von  o"  =  |  als  auch  von  rr  =  rj  erfüllt  werden. 

Umgekehrt:  Wenn  diese  Gleichungen  (3)  sowohl  für  o*  =  |  als 
auch  für  (7  =  iy  bestehen,  so  erfüllen  auch  die  durch  (2)  angegebenen 
Richtungscosinus  di^,  3E,,  X  die  in  Satz  21,  S.  316,  aufgestellten 
Gleichungen.  Wir  brauchen  dies  nur  für  36^  zu  zeigen,  da  der 
Nachweis  für  BE,   und  X  entsprechend  zu  führen  ist.     Nach  (2)  ist: 

du  (^-ffY 

Wenn  nun  |  und  rj  die  Gleichungen  (3)  für  o-  erfüllen,  so  ist: 

iu  —  Y (^1  +  '■  A)  -  '^1 1  +  i  iA  -  '■  A) r. 

'^u  =  -  i  (^1  +  '■  A)  -  «^1  «7  +   2  (^1  -  '■  A)  V\ 
sodass  die  Substitution  dieser  Werte  liefert: 

du  ^    i  —  fj  *!-'/ 

oder  nach  (2): 

Analog  ergiebt  sich  natürlich 

Dies  aber  sind  die  beiden  obersten  unter  den  Gleichungen  des 
Satzes  21. 

W^ir    kennen    demnach    die   allgemeinsten   Functionen 

Xi,  Xg»  ^  ^^^  "  ^^^  ^'  ^^®  ^®^  Gleichungen  des  Satzes  21, 
S.  316,  Genüge  leisten,  sobald  wir  die  allgemeinste  Func- 
tion fT  von  u  und  v  kennen,  die  den  beiden  Gleichungen  (3) 
Genüge  leistet.     Denn  wir  brauchen  dann  nur  für  |  und  17  zwei 

21* 
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allgemeine  Werte  von  <r  zu  wählen  und  haben  in  (2)  unmittelbar  die 
gesachten  Functionen  3^^,  Xg,  ^' 

Unsere  Aufgabe  ist  hiemach  die:  Die  allgemeinste  Func- 
tion (T  von  u  und  v  zu  finden,  die  den  beiden  Gleichnngen 
(3)  genügt  Dabei  sind  die  in  (3)  auftretenden  Coefßcienten  A^, 
jBj,  Cj,  A^,  jBj,  C,  bekannte  Fimctionen  von  u  und  v  und  zwar 
solche,  die  die  in  Satz  22,  S.  320,  erwähnten  drei  Integrabilitäts- 
bedingungen  flir  alle  Werte  von  u  und  v  befriedigen. 

Die  beiden  Gleichimgen  (8)  lassen  sich  in  eine  einzige  zu- 
sammenfassen: 


(4) 


d<F  = 


+ 


^±{A,  +  iB,)^iC,a+  i\A,^iB,)a^ 


-  \{^,^iB^)-iC^<^+j{^^''iB^)a^ 


du  + 


df> . 


Eine  derartige  Gleichung,  die  das  totale  Differential  da  einer 
unbekannten  Function  a  von  u  und  t;  durch  bekannte  Functionen 
und  durch  a  selbst  ausdrückt,  heisst  eine  totale  Differential- 
gleichung für  (T.  Insbesondere  tritt  g  rechts  quadratisch  auf. 
Deshalb  nennt  man  eine  totale  Differentialgleichung  von  der  Form  (4) 
insbesondere  eine  totale  RiccATi'sche  Differentialgleichung, 
indem  man  eine  Bezeichnung  aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  verallgemeinert.  Vgl.  hierzu  I  S.  213,  214. 
Ganz  allgemein  heisst  eine  totale  Differentialgleichung  fiir  a  eine 
RiccATi'sche,  wenn  sie  die  charakteristische  Form  hat: 

d(T  =  (cc^  +  ß^fT  -\-y^(T^)du'\-{a^  +  ß^G  +  y^  G^dv, 

wo  aj,  /9j,  /j  und  a^.  ß^,  y^  irgend  welche  gegebene  Functionen 
von  u  und  v  bedeuten.  Die  Gleichung  (4)  ordnet  sich  dieser  Form 
unter. 

Die  Gleichung  (4)  fasst  die  beiden  Gleichungen  (3)  in  eine  zu- 
sammen. Nun  kann  man  g^^  aus  der  ersten  Gleichung  (3)  durch 
Differentiation  nach  r  und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  durch 
Differentiation  nach  u  berechnen.  Beide  Werte  müssen  überein- 
stimmen.    Dies  aber  giebt  die  Gleichung: 

^         bu  bu  ^         bu  2  bu    '  ^    ^  »'      ^t^ 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  von  ^  -  und  ^     aus  den  Gleichungen  (3) 
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selbst  ein,  so  geht  eine  Gleichung  hervor^  die  vom  zweiten  Grade 
in  (7  ist,  da  die  Coef&cienten  von  <t'  rechts  und  links  einander  auf- 
heben. Die  Goefficienien  von  a^  und  a  sowie  das  von  tr  freie  Glied 
setzen  sich,  wie  die  einfache  Ausrechnung  zeigt,  linear  aus  je  zweien 
derjenigen  Ausdrücke  zusammen,  die  in  den  in  Satz  21,  S.  317  oben, 
angegebenen  Bedingungen  links  stehen.  Da  wir  oben  ausdrücklich 
vorausgesetzt  haben,  dass  diese  Fundamentalgleichungen  für  alle 
Werte  von  u  und  v  erfüllt  seien,  so  ist  auch  die  soeben  aufgestellte 
Bedingung  erfüllt  — 

Es  fragt  sich  jetzt,  wie  wir  die  allgemeinste  Lösung  <t  der 
totalen  RiccATi'schen  Dififerentialgleichung  (4)  finden  können.  Weil 
die  Gleichung  (4)  ziemlich  umständlich  ist,  ist  es  klarer,  wenn  wir 
die  Frage  verallgemeinern,  wenn  wir  also  nach  denjenigen  Func- 
tionen (T  fragen,  die  eine  allgemeine  totale  Differentialgleichung 
erfüllen. 

Eine  solche  allgemeine  totale  Differentialgleichung  für  <7 
hat  die  Form: 

(5)  da  =  </>(«,  V,  &)du  +  ^{u,  v,  &)dv, 

worin  die  rechts  auftretenden  Functionen  </>  und  W  gegebene 
Functionen  von  u,  v  und  a  bedeuten  sollen.  Der  Leser  kann  sich, 
wenn  er  will,  imter  tf>  und  W  abkürzende  Bezeichnungen  für  die 
in  (4)  in  den  eckigen  Klammem  stehenden  Functionen  von  u,  v 
und  (T  vorstellen. 

Auch  unter  Zugrundelegung  der  totalen  Differentialgleichung  (5) 
lässt  sich  (T^^  auf  zwei  Weisen  berechnen,  denn  statt  (5)  können  wir 
einzeln  schreiben: 

-^  =  iD(u,  v,(t),       -^  =c  W{u,  v,a). 
Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 


dudv  **  "  dv 

aus  der  zweiten: 


dudv  «*  '       ''du 

Setzen  wir  rechts  die  Werte  0  und  V  für  o-^  und  <t^  wieder  ein, 
so  giebt  Gleichsetzen  beider  Ausdrücke  die  Gleichung: 

(6)  0^+a>,j^=«P^+  w„0. 

Man  nennt  sie  die  Integrabilitätsbedingung  der  totalen  Diffe« 
rentialgleichung  (5). 
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Wir  sahen  vorhin,  dass  die  entsprechende  Rechnung  f&r  unsere 
totale  RiccATi'sche  Dififerentialgleichung  (4)  eine  Gleichung  lieferte, 
die  nach  Voraussetzung  erfüllt  war  für  alle  Werte  von  tc,  t;  und  «. 

Daher  können  wir  uns  auf  solche  totale  Dififerentialgleichungen 
(5)  beschränken,  deren  Integrabilitätsbedingung  (6)  ebenfalls  für  alle 
Werte  von  u,  v  und  <t  erfüllt  ist.  Eine  solche  Differentifidgleichong 
heisst  eine  unbeschränkt  integrabele  totale  Differential- 
gleichung. 

Wir  schalten  demnach  hier  in  unsere  flächentheoretischen  Unter- 
suchungen eine  Betrachtung  der  unbeschränkt  integrabelen  totalen 
Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  u 
und  t;  ein.  Wir  werden  erkennen,  dass  ihre  vollständige  Inte- 
gration, d.  h.  die  Bestimmung  aller  Lösungen  c  {u,  v),  die  in  (5) 
links  und  rechts  eingesetzt  eine  identische  Gleichung  liefern,  auf  die 
Integration  zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zurückgeführt  werden  kann.^  — 

Betrachten  wir  die  rechte  Seite  von  (5)  allein.  Käme  <r  nicht 
in  0  und  W  vor,  so  wäre  die  rechte  Seite  ein  Differential  in  u 
und  V.  Aber  ein  solches  Differential  —  wie  in  I  S.  91  das  Diffe- 
rential Xdy  -^Ydx  —  kann  man  durch  Multiplication  mit  einem 
gewissen  Factor  fi  zu  einem  vollständigen  Differential  machen. 
Dies  wollen  wir  thun,  indem  wir  uns  zunächst  unter  (7  in  0  und  V 
irgend  eine  Constante  vorstellen.  Jenen  Factor  finden  wir  als- 
dann dadurch,  dass  wir  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  in  u  und   r: 

(7)  (l>du  +  Hfdv  =  0 

integrieren.    Ist  nämlich  ro  ein  Integral  und  ju  der  zugehörige  Multi- 
plicator,  so  ist: 

(8)  ««  =  iti*,       o>,  =  /^^, 

während  (a  nach  Satz  60,  I  S.  92,  worin  x,  y  durch  u,  v  und  X,  T 
durch   —  V,  0  zu  ersetzen  sind,  die  Bedingung  erfüllt: 

(9)  -^i^«  +  a>^,  =  (V^,-a>jiti. 

Da   die   Differentialgleichung  (7)   in    0   und   V^  noch   die    als 


^  Dies  zeigte  zuerst  Laorakob,  ,,Mäthode  g6n^rale  poar  integrer 
les  6qaations  aux  diff^rences  partielles  du  premier  ordre,  lorsque 
ces  diff^rences  ne  sont  que  linöaires^S  Nouv.  M6m.  de  TAcad.  de  Berlin 
1785.    Siehe  auch  Oeuvres  t  5. 
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Constante  aufgefasste  Grösse  <t  enthält,  so  werden  auch  cd  und  fi 
ausser  u  und  v  noch  a  enthalten. 

Wir  erkennen  also:  Durch  die  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  kann  man 
zwei  solche  Functionen  (o{u,v,g)  und  fi(u,v,  a)  finden,  die 
den  Gleichungen  (8)  und  (9)  für  alle  Werte  von  u,  v,  a  ge- 
nügen. Darin  bedeuten  (o^,  ö>^,  ^^,  /jl^  die  partiellen  Ableitungen 
von  07  und  /jl,  die  sich  ergeben,  wenn  man  a  als  eine  Constante 
auffasst. 

Nun  aber  ist  die  gesuchte  Function  o*  keine  Constante.  Daher 
ist  der  vollständige  Differentialquotient  von  ca  nicht  einfach 
(o^du  +  (o^dv,  sondern: 

d(o  =  w^du  +  (o^dv  +  €i)a{(T^du  +  (T^dv) 
oder: 

do)  =  (o  du  +  00  dv  4-  (o„da ^ 


sodass  sich,  wenn  wir  hierin  die  Werte  (8)  einsetzen,  ergiebt: 

d(o  =  fi{Q>du  +  Wdv)  +  (Oadtfj 

und  zwar  ist  dies  für  alle  Werte  von  u  und  t;  und  für  alle  Func- 
tionen a  von  u  und  v  richtig. 

Nach  (5)  aber  soll  da  den  Wert  (I>du  -\-  Wdv  haben.  Die 
Forderung  (5)  lässt  sich  deshalb  so  schreiben: 

(10)  dcO  =  {fl  +  (Do)d(T. 

(T  ist  eine  uns  allerdings  noch  unbekannte  Function  von  u 
und  V.  Setzen  wir  ihren  Wert  in  co  und  /li  +  (o^  für  o-  ein,  so 
werden  m  und  ju  +  a><,  Functionen  von  u  und  v.  Dann  also  sind  m 
und  a  solche  Functionen  von  u  und  u,  die,  wie  (10)  aussagt,  ein- 
ander proportionale  vollständige  Differentiale  d(o  und  d(T  haben, 
sodass  die  Functionaldeterminante  von  co  und  a  hinsichtlich  u  und  t; 
gleich  Null  ist,  d.  h.  (o  eine  Function  von  <7  ist  —  nach  Satz  54, 
I  S.  82.  Soll  es  also  eine  Function  (7(1*,»)  geben,  die  der  For- 
derung (5)  oder  (10)  genügt,  so  muss  (Oj  nachdem  darin  für  die 
Function  a  ihr  Wert  in  u  und.ü  eingesetzt  worden  ist,  eine  Func- 
tion A(o-)  von  (7  allein  werden,  die  wir  allerdings  noch  nicht  kennen: 

ft}(M,  Vy  &)  =  A({7). 

Dann  giebt  (10)  noch: 

Also  kommt  unser  ganzes  Problem  auf  folgendes  hinaus: 
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Es  fragt  sich,  ob  wir  eine  Function  A  von  tr  allein  so 
bestimmen  können,  dass  die  durch  die  G-leichung 

(11)  (o{u,  V,  a)  =  l{&) 

definierte  Function  (t  von  u  und  v  auch  die  G-leichung 

(12)  fl  +  (Oa^X'{(T) 

erfüllt.  Dies  ist  nun  in  der  That  möglich.  Wenn  wir  nämlich 
zunächst  unter  A(<t)  eine  beliebige  Function  von  <t  allein  verstehen 
und  dann  a  durch  die  Gleichung  (11)  —  die  wir  uns  nach  tr  auf- 
gelöst denken  —  als  Function  von  u  und  v  definieren  und  diese 
Function  alsdann  in  fi  +  (Og  einsetzen,  so  wird  auch  /a  +  ai„  eine 
Function  von  a  allein.  Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu 
zeigen,  dass  die  Functionaldeterminante  von  (t  und  fi  +  co„  hinsicht- 
lich u  und  V  gleich  Null  ist     Sie  lautet: 

\     (Tu         fJ^  +  fJ^a  <Tu  -\-  (Oua  +  OüoaO^    | 

I  • 

I     ^v         Mi>  +  fJ^a  (^v  +  (Ov  a  +  0)aa  (r„    , 

Es  muss  nämlich  dabei  beachtet  werden,  dass  in  fi  und  in  a?„  die 
Veränderlichen  u  und  t;  auch  in  tr  auftreten.  Die  Determinante 
reduciert  sich  zunächst  auf: 


(13) 


0"„         flu  +  (Oua 

a„      fJiw  +  (o 


r  a 


Nach  (8)  ist  aber,  da  diese  Gleichungen  für  alle  Werte  von  u,  v,  a 
richtig  sind: 

(14)  (Ouo   =  fJin^  +  fl<i^a,  (0,,r=fJi^W+fJLW„ 

und  nach  (11): 


oder: 


oder  nach  (8): 


a  o 


_        fl0  _     Ji/^ 


(15)  <^u=T>^^,        ^«  =  -.-^ 


a  a 


Setzen  wir  die  Werte  (14)  und  (15)  in  (13)  ein,  so  geht  aber  eine 
Determinante  hervor,  die  infolge  von  (6)  und  (9)  gleich  Null  ist 

Wie   also  A(<7)   als   Function   von   a   gewählt  sein   mag^ 
stets   definiert   die  Gleichung  (11)   eine  Function  a  von    u 
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uud  V  derart^  dass  jii  +  co^  ebenfalls  eine  Function  von  a 
allein  wird. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  (11)  nach  u  auflösen,  so  stellt 
sich  u  als  Function  von  v,  a  und  A(o-)  dar.  Setzen  wir  diesen 
Wert  in  ju  +  a?«  f&r  u  ein,  so  wird  hiemach  ju  +  co<,  nur  noch  <t 
enthalten,  d.  h.  also  auch  von  t;  frei  sein,  sodass  sich  etwa  ergiebt: 

Die  Bedingung  (12)  lautet  dann  so: 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  die  noch  zu  bestimmende  Function 
A  von  o-,  denn  wir  können  die  Bedingung  ja  auch  so  schreiben: 

dl 


da 


=  e(^,A). 


Haben  wir  sie  integriert,  also  X  aus  ihr  als  Function  von  a  und 
einer  willkürlichen  Gonstante  c  bestimmt,  so  giebt  die  Gleichung  (11) 
durch  Auflösung  nach  o-  flir  rr  eine  Function  von  m,  t;  und  c,  und 
diese  Function  erfüllt  die  vorgelegte  unbeschränkt  integrabele  totale 
Differentialgleichung  (5). 

Wir  sind  also  zu  dem  Ergebnis  gelangt: 

Sats  23:  Wenn  die  totale  Differentialgleichung  für  die 
unbekannte  Function  rr  von  u  und  v: 

da  ==  (I>(u,v,(T)du+  W{u,v,(y)dv 

unbeschränkt  integrabel  ist,  d.  h.  wenn  für  alle  Werte  von 
u,  V  und  fT 

ist,  so  findet  man  den  allgemeinsten  Wert  von  rr  so:  Man 
bestimmt  ein  Integral  (o  der  Gleichung: 

0(m,  V,  fT)du  +  W{u,  V,  fr)  dv  =  0, 

die  man  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  n  und  v  auffasst,  indem  dabei  <t  die  Bolle 
einer  willkürlichen  Constanten  spielt^  sodass  (o  eine 
Function  von  u,  v  und  fr  wird,  zu  der  ein  Multiplicatot 
fj,{u,  r,  fr)  gehört  derart,  dass  für  alle  Werte  von  u,  i;  and  a 
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ist.     Alsdann  setzt  man  den  ans 

durch  Auflösen  nach  u  hervorgehenden  Wert  von  u  in  die 
Function  ju  +  ß?«  für  u  ein,  wodurch  sie  in  eine  von  v  freie 
Function  von  a  und  A  übergeht: 

Darauf  bildet  man  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
in  (T  und  A: 

und  berechnet  .  ihre  allgemeinste  Lösung  ^,  die  eine 
Function  von  a  und  einer  willkürlichen  Gonstanten  c  ist 
Durch  Auflösen  der  Gleichung: 

nach  o-  ergiebt  sich  dann  die  allgemeinste  Lösung  der  vor- 
gelegten totalen  Differentialgleichung.  Diese  Lösung  ist 
bis  auf  die  in  ihr  auftretende  willkürliche  Contante  c  völlig 
bestimmt. 

Nach  dieser  notwendigen  Einschaltung  kehren  wir  zu  der  un- 
beschränkt integrabelen  totalen  RiccATi'schen  Gleichung  (4)  für  /r 
zurück.  Unser  Satz  lehrt,  dass  man  die  allgemeinste  Lösung  a  dieser 
Gleichung  durch  successive  Integration  zweier  gewöhnlicher  Diflfe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung  in  je  zwei  Veränderlichen  und 
zwei  Eliminationen  bestimmen  kann.  Diese  Lösung  enthält  eine  will- 
kürliche Constante  c.  Da  aber  die  Gleichung  (4)  rechts  in  a  qua- 
dratisch ist,  so  kann  man  leicht  sehen,  dass  die  Lösung  linear  ge- 
brochen in  c  ist  —  genau  so,  wie  wir  dies  bei  einer  gewöhnlichen 
BiccATi'schen  Differentialgleichung  in  Satz  24,  I  S.  215,  erkannten. 
Wie  in  I  S.  214  verstehen  wir  nämlich  unter  F,  Q,  E  irgend  drei 
specielle  Lösungen  der  totalen  Di£ferentialgleichung  (4)  und  betrachten 
das  dort  in  (18)  mit  r  bezeichnete  Doppelverhältnis  aus  (t,  P^  Q 
und  Ä.  Wenn  wir  es  logarithmisch  nach  u  oder  v  differenzieren 
und  dann  <7^,  F^,  Q^  R^  oder  a^  P^,  Q^  R^  mittels  der  Gleichung  (4), 
der  ja  a,  P,  Q  und  R  genügen,  ausdrücken,  so  finden  wir  gerade  so 
wie  damals,  dass  r  eine  Constante  ist,  woraus  alles  Übrige  folgt 
Also: 

Sats  24:  Die  allgemeine  Lösung  g  einer  unbeschränkt 
integrabelen    totalen    RicoATi'schen    Differentialgleichung 
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mit    den    anabhängigen  Veränderlichen   u   und   v    hat   die 

Form: 

^  ^  piUjV)e  +  q(u,v) 
n(u^v)c  +  X  (tt,  t>) 

mit  der  willkürlichen  Constanten  c. 


§  9.    Endliche  Gleichungen  einer  Fläche  mit  gegebenen 

Fundamentalgrössen.  ^ 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  erkannt,  dass  unser  Problem, 
aus  gegebenen  Fundamentalgrössen  die  Fläche  zu  bestimmen,  zu- 
nächst die  Integration  einer  unbeschränkt  integrabelen  totalen  Bic- 
CATi'schen  DiflFerentialgleichung  (4),  S.  324,  verlangt  Wir  fanden, 
dass  diese  Integration  durch  successive  Integration  zweier  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zwei  Eliminationen 
geleistet  werden  kann.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  diese  Integration 
sei  erledigt.  Nach  unserem  letzten  Satze  heisst  dies,  dass  wir  an- 
nehmen, wir  hätten  gefunden,  dass  die  allgemeine  Lösung  o*  jener 
Gleichung  diese  ist: 

# 

'  n{UyV)e  +  X  (t*,  v) 

worin  p,  q,  n,  x  nunmehr  bekannte  Functionen  von  u  und  o  seien 
und  c  eine  willkürliche  Constante  bedeute. 

um  nun  X^,  SEj  ^"id  X  zu  berechnen,  brauchen  wir  zwei  Lösungen 
I  und  fj  der  RiccATfschen  Gleichung.  Wir  geben  daher  der  Con- 
stanten c  in  (1)  zwei  Werte  a  und  b  und  setzen  an: 

u_pa  +  q  ^  _    pb-^  q 

C   =  1  f]   ^   ; • 

'^  n  a  +  X  710  +  X 

Alsdann  setzen  wir  diese  Werte  in  die  Formeln  (2),  S.  322,  ein. 
Wie  wir  schon  auf  S.  323  zeigten,  sind  wir  dann  sicher,  dass  die 
so  hervorgehenden  Functionen  Jj,  dt^,  X  von  u,  v  und  den  beiden 
Constanten  a,  b  die  in  Satz  21,  S.  316,  für  3^,  3^2,  X  aufgestellten 
Gleichungen  erfüllen. 

Nun  aber  gelten  die  soeben  erwähnten  Gleichungen  auch  ftir 
Si>  ^2»  ^  ^^^  3i>  äst  ^>  wenn  diese  statt  Hi^j  SEj,  X  gesetzt  werden. 
Wir  brauchen  daher  nicht  nur  ein  Constantenpaar  a,  6,  sondern 
deren  drei:  a^,  b^\  a^,  ä,;  a^,  b^  und  setzen  an: 


*  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  810. 
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(2)  g.^Z^i+A,  ^.  =  Z|Lti.(,-=  1,2,3); 

diese  Werte  siud  dann  nach  (2),  S.  322,  in  die  Formeln  einzutragen: 


(3) 


X            1  —  fi  ^1                X          V  ^  ■^"  ^»  ^>                 T  —  Ai_?L- 
X|    =  — r »  »•  =  l  — = r  -A  —  -r ^ 


Alsdann  sind  die  nenn  Bichtnngscosinus  als  Functionen  Ton  », « 
und  von  je  zwei  willkürlichen  Constanten  a^,  b^;  a^^  b^;  a^t  b^^ 
stimmt. 

Aber  diese  Constanten  dürfen  nicht  ganz  beliebig  gewählt  weid^ 
Die  neun  Richtungscosinus  müssen  ja  die  Bedingungen  der  OiAo* 
gonalität  erfüllen.  Sind  die  Cosinus  die  dreier  zu  einander  seit 
rechter  Richtungen,  so  können  wir  die  drei  Richtungen  als  neie 
Axen  wählen.  Alsdann  hat  die  alte  x-Axe  in  diesem  neuen  Sjitei 
die  Richtungscosinus  X^  X,,  X,  die  alte  y-Axe  die  Cosinus  ^1,%^ 
und  die  alte  z-Axe  die  Cosinus  3i?  8%»  ^-    Es  muss  also  erstens 

sein.  Dies  ist  aber  nach  (3)  der  Fall.  Zweitens  müssen,  da  die 
alten  Axen  auf  einander  paarweis  senkrecht  stehen,  die  Orthogonali' 
tätsbedingungen  für  je  zwei  erfüllt  sein.     So  muss  zunächst 

diS.  +  v^s^  +  y^-'O 

sein.  Dies  führt,  wie  in  I  S.  217  die  Bedingung  ßy  +  mH  +  pif  =  ft 
zu  der  Forderung: 

4.-  f.  :  l^JlA  =  _  1  oder:  J?L=:^:  ^T^-  =  -  1, 

die  aussagt,  dass  die  Wertepaare  I3,  tj^  und  I3,  tj^  oder  a^,  ^t^ 
03,  ^3  einander  harmonisch  trennen  müssen.  E^ntsprechendai 
geben  die  Forderungen: 

Mithin  müssen  wir  die  drei  Constantenpaare 

«1,^1;      «»j^«;      «3»*8 

so  wählen,   dass  jedes  Paar  jedes  andere  harmonisch  trennt   Ab- 
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dann  sind,  da  die  Beziehung  zwischen  dem  alten  Axenkreuz  und 
dem  neuen  Dreikant  umkehrbar  ist,  alle  Orthogonalitätsbedingungen 
erfüllt 

Aber  auch  jene  Bedingung  ist  zu  erfüllen^  die  aussagt,  dass  die 
Kanten  des  Dreikants  so  zu  einander  orientiert  sind  wie  die  Coor- 
diatenazen  —  vgl  (7),  S.  311.  Wenn  wir  in  (3)  die  Werte  (2)  ein- 
setzen, so  kommt 


v^) 


K- 


_      (ti*  -  P«)  Ol  6,  +  (7ix-;>g)(q,  +  &i)  +  (x«  -  ?*) 


(px-^7i)(a,  -  6i) 


3E.= 


_  ,.  (n* 4-  p«)ai  6i  4-  (?r  X  +  pq){ai  +  '»i)  +  (x*  +  q*) 


(px-77i)(a,-  6,) 

2  TT  jp  Ot  fet  4-  (JP  X  +  g  ?i)  (Oi  +  fei)  +  2  X  g 
(px-^7i)(/(j-  6,) 


f 


nnd  die  Werte  fllr  g^,  g,,  T  bez.  3i?  Sa»  ^  gehen  hieraus  durch 

JSnetzen  des  Index  1  durch  2  bez.  3  hervor.     Bilden  wir  jetzt  die 

Determinante  der  fUchtungscosinus,  so  sondert  sich  nach  dem  Mul- 

tiplicationsgesetz  der  Determinanten  eine  Determinante  ab,  die  nur 

Pj  gj  Jtj  X  enthält  und,  wie  ihre  Ausrechnung  lehrt,  eine  Constante 

ist     Es  kommt  so: 


j  3£i     3E,     X :  l     a^  +  b^     a^b^ 

(5)    2),   9,   y  =(„-6.)(-„,"-i)-K--67)  ;i    «2  +  *2   «.*, 

'    3l       3»       ^'  I    1        «8+*3       «»*S 


Da  die  drei  Richtungen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  sicher  gleich  ±  l,  vgl.  I  S.  146.  Wir  wissen  also,  dass 
der  Ausdruck 

;  1     a,+b^     a,b^' 

gleich  ±  2i  ist,  sobald  die  Constantenpaare  a^,  b^;  a^,  b^;  a^,  b^  so 
gewählt  sind,  dass  sie  einander  harmonisch  trennen.  Es  ist  nun  zu 
beachten,  dass  der  in  (5)  explicite  auftretende  Factor  i  schon  in  der 
RicCATi'schen  totalen  Dififerentialgleichung  vorkommt,  also  nicht  durch 
—  1  ersetzt  werden  darf.  Wohl  aber  können  wir  bei  der  Auswahl 
der  Constanten,  die  ja  von  der  RiccAifschen  Gleichung  völlig  unab- 
hängig ist,   die  Grösse  i  durch  —  i  ersetzen,   wenn  es  nötig  wäre. 
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(ö) 


Wir  könDen  also  immer  erreichen,  dass  die  Determinante  (5)  gerade 
den  gewünschten  Wert  +  1  erhält.^ 

Wir  haben  jetzt  die  Bichtungscosinus  X^,  ^i,  3i^  ^' 
?)a>  Sg»  ^y  ^>  ^  ^^  allgemeinster  Weise  so  als  Functionea 
Yon  u  und  v  bestimmt,  dass  sie  erstens  den  in  Satz  21, 
S.  316,  aufgestellten  Gleichungen  genügen  und  zweitens 
die  Cosinus  solcher  dreier  zu  einander  senkrechter  Rich- 
tungen sind,  die  gerade  so  wie  die  Ooordinatenaxen  gegen 
einander  orientiert  sind. 

£he  wir  nun  den  letzten  Schritt  thun,  nämlich  auch  die  Coor- 
dinaten  x^  y,  z  selbst  als  Functionen  von  u  und  v  bestimmen,  wollen 
wir  zur  thatsächlichen  Berechnung  brauchbare  Formeln 
angeben,  indem  wir  wieder  wie  auf  S.  319  das  begleitende  Drei- 
kant speciell  wählen  —  was  wir  ja  stets  thun  dürfen  — .  Wie  dort 
nehmen  wir  SEj,  Dj,  3i  ^^^  3E,,  ^j,  3f  i^  <lcr  Form  (19)  an,  sodisi 
Jp  jBj,  Cj  und  A^,  B^y  C;  die  Werte  (23),  S.  320,  haben.  DaiuA 
und  nach  (4),  S.  324,  lautet  die  zu  integrierende  unbeschränkt  ioto* 
grabele  BiccATi'sche  totale  Differentialgleichung  jetzt  so: 

2nYE  2  DE  2D\'E 


+ 


(D''iF)M+%EN  .   .E,F-G^E 

1= +1 

2DYE  2DE 


_(D'k-iF)M-iEl^ 
2DyE 


Ist  nun  wie  oben  in  (1): 


7i(m,  r)c  +  x(tt,i») 

die  allgemeine  Lösung  dieser  BicoAxf  sehen  Gleichung  (6),  und  b^ 
stimmt  man  die  Constantenpaare  o^,  b^\  <^t  b^\  ^s»  ^s  90,  wie  ei 
oben  auseinandergesetzt  wurde,  so  liegen  in  (4)  die  aUgemeinstei 
Werte  der  Bichtungscosinus  3i^,'3i^y  X  vor,  die  den  Gleichungen  (21) 
und  (22),  S.  320,  genügen,  und  g^,  g),,  T  sowie  3^,  3„  Z  gehen  a» 
(4)  dadurch  hervor,  dass  man  o^,  b^  darin  durch  a^,  b^  bez.  a,i^ 
ersetzt. 

Um  nun  x,  y,  z  selbst  zu  finden,  müssen  wir  die  Gleichoog^ 
(20)  auf  S.  319  benutzen.     Die  beiden  links  stehenden  lauten: 

Fm^  +/>!, 


^„  =  y^aE,, 


VE 


*  Eine  entsprechende  Bemerkung  wäre  zu  den  Gleichungen  (5),  I  S.  M 
zu  machen.    Sie  ist  damals  vergessen  worden. 
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d  geben  durch  eine  Quadratur: 

IT  anter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  ist  nämlich  ein 
Llständiges  Differential,  weil  wir  auf  S.  321  oben  sahen,  dass  die 
begrabilitätsbedingung 

bige  des  Bestehens  der  Gleichungen  (21),  (22)  auf  S.  320  erfüllt 
,  diese  Gleichungen  aber  durch  die  gefundenen  Werte  von  3E|,  Xj 
d  X  befriedigt  werden. 
Analog  bestimmen  sich  y  und  z. 

Hieraus  erhellt  also,  dass  es  thatsächlich  Flächen 
ebt,  deren  Fundamentalgrössen  die  vorgeschriebenen 
erte  Ey  F,  G,  X,  M,  N  haben;  denn  dass  die  gefundene  Fläche 
^6  Fundamentalgrössen  hat,  ist  leicht  zu  erkennen:  Wir  wissen, 
88  die  Coordinaten  x,i/,  z  den  Gleichungen  (20),  S.  319,  genügen, 
kch  (20)  ist  aber: 

10  ist  nach  XI  {J)  die  erste  Fundamentalgrösse  erster  Ordnung 
rklich  gleich  K  Ebenso  beweist  man,  dass  F  und  G  Fundamental- 
588en  sind.     Femer  ist  nach  (20)  und  (21),  8.  321: 

SJ.x.  =  -i(X,»+g),»+3i«)-— ^(X,3E,  +  g),2),  +  3i32). 

e  erste  Klammer  ist  gleich  Eins,  die  zweite  gleich  NulL  Daher 
mmt: 

daat  Z  nach  XII  (C)  wirklich  die  erste  Fundamentalgrösse  zweiter 
rdnung  ist    Elntsprechend  ist  der  Nachweis  für  M  und  N. 

Da  in  den  für  die  Eichtungscosinus  gefundenen  Werten  noch 
B  Oonatanten  o^,  ^t;  ^2'  ^si  ^8>  ^s  ftufti*6ten,  so  giebt  es  unendlich 
de  Fl&chen  mit  den  gegebenen  Fundamentalgrössen.  Wir  können 
tohweiaen,  dass  sie  alle  mit  einander  congruent  sind. 

Denn  wir  können  die  in  (4)  angegebenen  Werte  von  3E|   und 

sowie   die   entsprechend   zu   bildenden   Werte    von   ^^    und  ^, 

td  die  Ton  3i  ^^^  «3s   ^^^^  etwas  anders  schreiben.     Setzen  wir 
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(«) 


.  1  +  o,  6,        ^ 


"3.^  — 


/l 


so  kommt: 

p*  —  71*  —  g*  +  X 

(3) 


0,-6, 


u 


/s 


2(px-77i) 


«1  +  -  -^t;:;— ^;r^  —  «2  + «*• 


2(px-g7r) 


px-^n 


2(px-gn) 


2(px-^7i) 


px-?n 


Ersetzen  wir  die  a  durch  die  j9  oder  durch  die  y,  so  gehen  die 
Werte  von  gj  und  ^^  bez.  3i  ^»^  3s  lier^or. 

Nun  wissen  wir,  dass  die  Wertepaare  a^^  h^\  ^i\\h\ 
einander  harmonisch  trennen.  Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  der 
Ausdruck  dafür,  dass  zwischen  den  neuen  Constanten  a,  ßi7  ^ 
Relationen  bestehen: 

Femer  ist  nach  (8): 
Ausserdem  ist  die  Determinante 


a 


a^ 


a. 


1         '^s         '^S 

ß\       ß%      ßs     —  ^ 

I  ri     y%    n  - 

nach  dem  Früheren  (vgl.  (5)).  Mithin  folgt:  Die  neun  Constau- 
ten  ay  ß,  y  sind  nichts  anderes  als  die  RichtungBCOsinut 
dreier  zu  einander  senkrechter  Richtungen,  die  ebesH 
wie  die  Coordinatenaxen  gegen  einander  orientiert  sisi 
Umgekehrt:  Wählen  wir  als  Werte  der  Grössen  a,  /?,  y  die  Kd»* 
tungscosinus  solcher  dreier  Richtungen  beliebig,  so  heisst  dies  "^ 
(8),  dass  wir  die  Constanten  o^,  d^;  o,,  d,;  a,,  ft,  so  gewählt hib«) 
dass  die  Paare  einander  harmonisch  trennen.  Insbesondere  eiliitts 
wir  also  eine  specielle  Lösung  unseres  Problems,  wenn  wir  die  di« 
Richtungen  als  die  der  Coordinatenaxen  wählen,  also  cc^^ß^^tx^^ 
und  alle  anderen  Uy  ß,  y  gleich  Null  setzen.  Dann  konunt  nack  (I) 
und  den  entsprechenden  Formeln  ftir  D^,  g),  und  3i>  82  ^i^'^fi'^ 


ji^'  ,V.     Gleichungen  ein^r  Flicht,  n»**  /•■;•''•:'>/'•  r  tr,.-;.-  #«.•,  y^:;>*/.       '',  j7 


wenn 

wir 

bei  «1 

* 

nutzen: 

•                                     * 

2  •  D  X  -  .  - 

;io. 

?'i  = 

•:;:  = 

• 

Nacli  ( 

Tl    5 

t-rlle:. 

U' 


^^ 


% 
W.' 


—  JP 


»  —  -»--».. 


^    - 


/    - 


••  •,— 


l'll 


•         *  — 


in  den  iair^L  ir 
Flache  aiit  iri 
Da  ^S:.  r. 
nach  '.*  u:. :  i- 
aus  'irr.  i:.r-.:rl 
zasamznr  r.  *<  "LZri 

ineritiilizr'r-r:. 


—       A    -■« 


«     ^ 


*   •  *" 


Ä     .   —  -      — 


» •  i 


:« 


'  ■  » 


•       •« 


*       • 


Nach  Tif-^rl  I   ;.^.-- 

A*}         i  •»*•• 

der  Pur:i:-:'^    r.    .     r 

i.:.»    :**■•    • 

heiTorg«?r.-      •ir.-      1 

*     t     : '  :•. 

gebeneL  F-;.  liii^i 

- 1. :  •      » - 

FläcLr     ::       ::.:.•: 

D.Ä.*   V::i^-£-  '.-•"- 

::k.'-*l     V   • 

S.  !•>,  -.1 :  -ii   '     • 

\i  V. 

sind   ir.:    r-.ii:  .vr-.  -" 

so  bÄh-=;L   "•^.:'  /'.i-  ' 

!'•:    Vf--*-    - 

:*      •'.  •     :.-.. 

Fandi»ir.-=:i--i.  r.-'-.--". 

:  :.•    '-*..    -.. 

Fand^rir-i^i  -.  ri :  :  i : ^ 

■--.  :-::.^-- 

••77:  T^  ■-  «• 


T.       . 
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SatE  26:^  Sind  H,  F,  G,  Z,  M,  N  solche  Functionen  von 
zwei  Parametern  u  und  v,  die  den  drei  Fundamentalglei- 
chungen genügen,  so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen,  die 
diese  Functionen  zu  Fundamentalgrössen  haben.  Alle 
diese  Flächen  sind  mit  einander  congruent;  aus  einer  von 
ihnen  findet  man  alle  übrigen,  wenn  man  alle  Bewegungen 
des  Raumes  auf  sie  ausübt. 

Femer  folgt: 

Satz  26:  Sechs  Functionen  F,  F,  G,  Z,  Jf,  N  von  zwei 
Veränderlichen  u  und  v  sind  dann  und  nur  dann  die  F^unda- 
mentalgrössen  einer  Fläche,  wenn  sie  die  drei  Fundamen- 
talgleichungen erfüllen. 

Nach  S.  809  unten  können  wir  auch  sagen: 

Satz  27:  Stimmen  zwei  Flächen,  die  keine  Tangenten- 
flächen von  Minimalcurven  sind,  in  ihren  Differential- 
invarianten gegenüber  allen  Bewegungen  überein,  so  sind 
sie  congruent. 

Was  nämlich  die  Tangentenäächen  von  Minimalcurven  anbetrifil, 
so  sind  sie  hier  ausgeschlossen,  da  ihnen  keine  Fundamentalgrössen 
zweiter  Ordnung  zukommen  (S.  107)  und  wir  ihre  Differentialinva- 
rianten nicht  untersucht  haben.  Zwei  solche  Flächen  sind  übrigens 
offenbar  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  es  ihre  beiden  Minimal- 
curven sind.  Aber  da  wir  die  Theorie  der  Differentialinvarianten 
der  Minimalcurven  nicht  entwickelt  haben  (vgl.  I  S.  346),  so  können 
wir  unseren  Satz  auch  nicht  auf  diese  ausdehnen. 

Die  Art  der  Bestimmung  der  Flächen  mit  vorgeschriebenen 
Fundamentalgrössen  mag  hier  noch  kurz  in  einem  Satze  zusammen- 
gefasst  werden: 

Satz  28:  Um  alle  Flächen  zu  bestimmen,  die  solche  vor- 
geschriebene Fundamentalgrössen  F,  F,  G,  Z,  M,  JV  haben, 
die  den  drei  Fundamentalgleichungen  genügen,  kann  man 
so  verfahren:  Man  integriert  zunächst  die  unbeschränkt 
integrabele  totale  RiccATi'sche  Gleichung  für  (t: 


da 


(D-iF^L-^iEM    .    .  £uF+  E^F^2FuE  (D  +  iF)L-iEM 

,        \jy  —  ijj  )jxi-rvji^i^     ,    .           £^„r  —  iXuJ^                  {JJ  -t-tJ*  )m—  %j!;j\     .1    . 
+   I ^  ^w-.^e r  '  TT-TT  ^ -7777== O^    dv 


2U^/E  2DE  2DYE^  \ 

(D-iF)M-hiEN        .  E,F-OuF        ^ __  (D  +  iF)M^iEN 

L  2D\/~E  2  DE  2Dy~E 


^  Satz  von  Bonnet,   ,,M6moire  sur  la  th^orie  des  surfaces  appli^ 
eables  sur  une  surfaoe  donn^e**,  Joum.  de  rficole  polyt,  cah.  42  (1867). 
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was  durch  successive  Integration  zweier  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  je  zwei  Ver- 
änderlichen und  zwei  Eliminationen  gelingt  Ihre  allge- 
meine Lösung  (T  enthält  eine  willkürliche  Constante  c  in 
dieser  Art: 

n(u,v)e  +  *  (tt,  v) 

Nunmehr  berechnet  mau: 

X    __     p^- n*- q*-\- K^  Y    __  __^  •(p*+ n*- ^^- X*)  . 

^  ""  2{pK  —  qn)  '  *3  "~  2(px'~qn) 

^^1""  2(px-77ij         '         ^*  "  2(px-57r)  ' 

■^^  px  —  qn  *         "^2  px  —  qx 

Alsdann  geben  die   Quadraturen: 


VE 
_  r^Vidu-h{F^,+  D^;)dv 


^  ^   r  ESidu-h(FSi-^DQ,)dv 

die  Gleichungen  einer  Fläche  der  verlangten  Art  Alle 
übrigen  erhält  man,  wenn  man  diese  Fläche  den  Be- 
wegungen des  Raumes  unterwirft 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Formeln  dieses  Satzes  in  dreierlei 
Hinsicht  nicht  vollkommen  sind: 

Erstens  sind  sie  nicht  symmetrisch  hinsichtlich  u  und  v. 
Dies  hat  seinen  Grund  darin,  dass  wir  das  begleitende  Dreikant 
nicht  symmetrisch  hinsichtlich  der  Parameterlinien  gewählt  haben. 
Symmetrische  Formeln  würden  sich  z.  B.  ergeben,  wenn  wir  als  die 
beiden  ersten  Kanten  des  begleitenden  Dreikants  diejenigen  Tan- 
genten des  Flächenpunktes  {u,  v)  wählten,  von  denen  die  Winkel 
der  Parameterlinien  halbiert  werden.  Aber  dadurch  ergeben  sich 
noch  umständlichere  Formeln.  Die  unsrigen  sind  schon  compliciert 
genug.  Die  Aufstellung  symmetrischer  Formeln  in  der  angedeuteten 
Weise  ist  eine  gute  Übung  für  den  Leser. 

Zweitens  lehrt  der  Satz  auch  die  Bestimmung  von  reellen 
Flächen  nur  auf  dem  Umweg  durch  das  Imaginäre,  da  in  der 
RiccATi'schen  Gleichung  und  weiterhin  t  auftritt     Dies  ist  jedoch 

22* 
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unvermeidlich,  wenn  man  das  Problem  auf  die  Integration  einer 
BicCATi'schen  Gleichung  zurückführen  will,  was  hier  nicht  weiter 
begründet  werden  kann. 

Drittens  endlich  versagen  die  Formeln,  wenn  E  ==  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  Parameterlinien  (v)  die  Bogenlänge  Null  haben  und  also 
Minimalcurven  sind;  denn  E  tritt  überall  im  Nenner  auf.  D  tritt 
allerdings  auch  im  Nenner  auf,  aber  es  ist  2>  =j=  ^  nach  Satz  9, 
S.  29.  Im  Falle  ^  =  0,  (r  =[=  0  kann  man  aber  doch  zu  brauch- 
baren Formeln  gelangen,  wenn  man  einfach  u  mit  v  vertauscht. 

Wenn  dagegen  ^  =  &  =  0  ist,  sodass  also  die  Parameterlinien 
{u)  und  (v)  Minimalcurven  sind,  hilft  dies  nichts.  Man  kann  alsdann 
entweder  z.  B.  u  +  v  und  u  als  neue  Parameter  benutzen,  was  keine 
grossen  Schwierigkeiten  macht,  oder  aber  man  wählt  dann  ein. an- 
deres begleitendes  Dreikant.     Wir  wollen  die  nötigen  Formeln  fftr 

diesen  Fall 

E^  G^O 

kurz  angeben:  Aus  (4)  und  (6),  S.  311,  ziehen  wir  in  diesem  Fall, 
indem  wir  Ä  =  1  annehmen: 


X,= 


Xu  +  Xv 


(12) 


sodass 
(13) 


X     -•  ^w        x^ 


?)i  = 


3i  = 


?)2  =  i' 


Vu  -  y. 


Y2F 


32  =  «" 


y^F 


u.  s.  w.  ist  Bilden  wir  jetzt,  wie  auf  S.  312  auseinandergesetzt 
wurde,  die  Ableitungen  der  Richtungscosinus,  indem  wir  dabei  die 
einfacheren  Formeln  (2)  und  (3)  auf  S.  266  benutzen,  so  kommt: 


(14) 


03^1  _.     F„     Xi.    L  -^  M  Y 


du 

du 

dX 

du 


2F 


'2 


y2F 


.  X/  —  Jd  V  I         Fu     't* 

\2F  2F       ^ 

L  -{•  M  -v  .  L  —  M  'jn 

yiF   ^  ^  y2F  ^ ' 


dv 

ddi^ 
dv 

dX 
dv 


Fr 


=        I 


2F 


yiF 


V2F 

X--1   -Ijl 


2F 


3Ei; 


-^^^X  —  zr^nJ^'y 


Y2F 


V2F 


Die  EicCATi'sche  Gleichung  (4),  S.  324,  lautet  demnach  so: 


(15) 


I 
I 


rf(7  = 


+ 


M 


Fu 


—    (T  — 


]/2F         2F 


Y2F 
M 


(7 


2 


1/2  F         2F  ]/2F 


(T 


i 


du  + 


dv. 
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Ist: 

pc  '\-  q 


TIC  +  X 


ihre  allgemeine  Lösung,  so  gelten  wieder  die  obigen  Formeln  (10) 
für  die  Richtongscosinas,  während  sich  nach  (13)  für  die  Fläche 
statt  (11)  ergiebt: 


(16) 


y  =  y/y2^  [(9x-  i'&,)du  +  (g),+  ig),)rfi;], 


Man  sieht,  dass  hier  wegen  der  symmetrischen  Wahl  des  be- 
gleitenden Dreikants  die  Formeln  symmetrisch  ausgefallen  sind. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  einmal  an  ein  früheres  Ergebnis, 
S.  325,  erinnern: 

Satz  29:  Die  Integrabilitätsbedingungen  derjenigen 
totalen  RiccATi'schen  Gleichung,  die  bei  dem  Problem  auf- 
tritt;  alle  Flächen  mit  gegebenen  Fundamentalgrössen 
erster  und  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  sind  die  drei 
Fundamentalgleichungen. 

§  10.    Merkmale  fDr  die  Congruenz  zweier  Flächen. 

Die  Frage,  wie  man  entscheidet,  ob  zwei  gegebene  Flächen 
einander  congruent  sind,  ist  durch  die  bisherigen  Betrachtungen 
noch  keineswegs  vollständig  erledigt  worden;  denn  wir  wissen  bis 
jetzt  nur  folgendes: 

Man  muss  untersuchen,  ob  man  auf  der  einen  Fläche  in  der 
Art  neue  Parameter  einführen  kann,  dass  alsdann  ihre  Fundamental- 
grössen, gebildet  für  die  neue  Parameterdarstellung,  mit  denen  der 
anderen  Fläche  übereinstimmen.  (Vgl.  Satz  25,  S.  338.)  Giebt  es 
solche  neue  Parameter,  so  sind  die  Flächen  einander  congruent^ 
sonst  nicht.  ^ 

Es  bleibt  also  noch  die  Schwierigkeit,  wie  man  erkennt,  ob  es 
möglich  ist,  neue  Parameter  in  der  gewünschten  Weise  einzuführen. 
Diese  Frage  soll  jetzt  erledigt  werden. 

^  Eine  erschöpfende  Theorie  der  Congruenz  zweier  Flächen  hat  erst  Lie 
gegeben:  „Zur  Invariantentheorie  der  Gruppe  der  Bewegungen", 
Leipziger  Berichte  1896. 
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Der  innere  Grund  jener  Schwierigkeit  ist  der,  dass  die  E\uida- 
mentalgrössen  zwar  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Fläche  einer 
Bewegung  unterwirft  (nach  Satz  19,  S.  307),  dass  sie  sich  aber 
ändern,  wenn  man  auf  der  Fläche  neue  Parameter  einftihrt.  Die 
Sachlage  wird  deshalb  erheblich  vereinfacht,  sobald  man  solche 
Grössen  benutzt,  die  nicht  nur  bei  allen  Bewegungen,  sodem  auch 
dann  ungeändert  bleiben,  wenn  man  neue  Parameter  auf  der  Fläche 
einführt  Man  könnte  solche  Grössen  Differentialinvarianten 
der  Fläche  hinsichtlich  aller  Bewegungen  und  hinsicht- 
lich der  Einführung  neuer  Parameter  nennen.  Jede  derartige 
Differentialinvariante  würde  eine  Grösse  vorstellen,  die  mit  dem  be- 
trachteten Flächenpunkt  ganz  unabhängig  von  der  zufälligen  Lage 
der  Fläche  und  von  ihrer  zufälligen  analytischen  Darstellung  geo- 
metrisch zusammenhinge  und  daher  in  noch  höherem  Maasse  als 
die  in  §  6  betrachteten  Differentialinvarianten  für  die  starr  gedachte, 
aber  beliebig  gelegene  Fläche  charakteristisch  wäre. 

In  der  That  giebt  es  solche  Grössen.  Wir  brauchen  ja  nur 
an  das  Krümmungsmaass  K  zu  erinnern,  das  erstens  bei  allen  Be- 
wegungen ungeändert  bleibt  und  zweitens,  da  es  als  der  reciproke 
Wert  des  Productes  der  Hauptkrümmungsradien  B^  und  S^  definiert 
werden  kann,  auch  von  der  analytischen  Darstellung  der  Fläche  un- 
abhängig ist  Eine  solche  Grösse  ist  femer  auch  die  mittlere  Krüm- 
mung H,  H  und  K  sind  Functionen  von  B^  und  B^.  Wir  können 
statt  H  und  K  auch  B^  und  B^  selbst  als  Beispiele  nennen. 

Es  ist  leicht,  noch  einige  derartige  Grössen  aufzustellen: 

Lassen  wir  nämlich  den  Punkt  (m,  v)  der  Fläche 

(1)  ar  =  9)(t/,  ü),       y  =  r(W|V),       2r  =  t/;(w,  t?) 

um  eine  unendlich  kleine  Strecke  d  s  auf  einer  seiner  beiden  Krüm- 
mungscurven  weiter  wandern,  so  werden  sich  B^  und  R^  um  un- 
endlich kleine  Grössen  dB^  und  dB^  ändern.  Dabei  sind  aber  die 
Verhältnisse 

ds    ^  ds 

von  der  Länge  des  unendlich  kleinen  Weges  r/«  unabhängig.  Denn 
wenn  E,  F,  G,  Z,  M,  N  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche  sind, 
so  ist  allgemein: 

ds=:  y¥di?'+'2~Fdü diJ^  Gdv^ 

und  also: 

dR,  dR, 

D  ~rj —  du  +    .,      av 

d  Ri  au  ov 


ds  YEdu^  +  2  Fdudv  +  Q rfr« 
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oder,  wenn  dv.du  =  k  gesetzt  wird: 

dRi   du  dv 

ds    "   yE+  2Fk  +  Qk^  ' 

Man  sieht,  dass  dies  Verhältnis  nur  vom  Punkte  {u,  v)  selbst  und 
von  der  Fortschreitongsrichtung  k  längs  der  Erümmungscurve  ab- 
hängt. Nach  der  Differentialgleichung  XTT  {U)  der  Krümmungs- 
curven  ist  k  bestimmt  durch  die  quadratische  Gleichung: 

k^     F      Z 
-k      F      M    =0, 

\        l       G      N  \ 

die  zwei  Werte  Äj  und  k^  liefert,  ausgedrückt  durch  die  Funda- 
mentalgrössen.     Es  gehen  demnach  zwei  Grössen  hervor: 

du  dv     *  du  dv 


yE~+2Fk^+  Gk^^  yE-{-2Fk^  +  Gk^* 


Ebenso*  liefert  JR^  zwei  Grössen: 


du  dv  du  dv 


yE+  2Fk^  +  ÖV  yF+  2Fk^  -h  ÖV 

Da  sich  R^  und  R^  selbst  durch  die  Fundamentalgrössen  ausdrücken 
lassen,  vgl.  Xu  (/),  so  sind  also  diese  vier  Grössen  solche  Func- 
tionen der  Fundamentalgrössen  und  ihrer  ersten  Ab- 
leitungen, die  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  den  Punkt  (u,  v)  angenommen  und  festgesetzt  hat, 
nach  welcher  Krümmungscurve  man  fortschreiten  will.  Wir  wollen 
mit  d^8  und  d^s  die  Bogenelemente  längs  der  einen  und  längs  der 
anderen  Erümmungscurve  des  Punktes  (ti,  v)  bezeichnen,  um  für  jene 
vier  Functionen  die  bequemen  Darstellungen  zu  gewinnen: 

dRy  dR^  dR^  dRt 

d^s  d^8  d|S  d^8 

Wir  wenden  hier  Zeichen  der  partiellen  Differentiation  an,  weil 
ja  die  Differentialquotienten  wesentlich  von  den  Richtungen  abhängen, 
nach  denen  differenziert  wird. 

Da  Äp  Äg  ^^^  ^^®  Hauptkrümmungsrichtungen  des  Flächen- 
punktes  rein    geometrische,    d.  h.  von   der   zufälligen   analytischen 
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DarstelluDg  der  Fläche  unabhängige  Ghrössen  sind,  so  ist  es  kl&r, 
dass  die  vier  gefundenen  Grössen  ebenso  wie  R^  und  £,  solche 
Ausdrücke  sind,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  man  neue  Parameter 
auf  der  Fläche  einföhrt  Ebenso  bleiben  sie  ungeändert,  wenn  man 
die  Fläche  irgend  einer  Bewegung  unterwirft,  was  sowohl  geometriscli 
als  auch  nach  Satz  19,  S.  307,  einleuchtet 

Da  iPj  und  R^  selbst  derartige  Grössen  sind,  so  haben  wir  jetzt 
insgesamt  sechs  Grössen,  die  Differentialinvariantcn  hin- 
sichtlich der  Bewegungen  und  der  Einführung  neuer  Para- 
meter sind. 

Allerdings  gilt  dies  nur  mit  einer  Einschränkung,  die  wir  bis- 
her absichtlich  nicht  erwähnt  haben:  Die  Vorzeichen  der  sechs 
Grössen  hängen  einerseits  wesentlich  davon  ab,  wie  auf  der  Fliehe 
die  positive  Normalenrichtung  definiert  worden  ist,  und  sind  anderer- 
seits auch  dann  noch  nicht  völlig  bestimmt,  da  ja  z.  B.  in 

dl  8 

eine  Quadratwurzel  im  Nenner  auftritt  Wir  können  also  nur  so 
sagen:  Die  sechs  betrachteten  Grössen  können  sich  bei 
Einführung  neuer  Parameter  nur  im  Vorzeichen  ändern 

Da  wir  die  Congruenzmerkmale  in  aller  Schärfe,  ohne  Zwei- 
deutigkeiten im  Vorzeichen,  entwickeln  wollen,  weil  wir  sonst 
die  nicht  congruenten,  sondern  nur  symmetrischen  Flächen  in 
Bereich  der  Betrachtung  ziehen  würden,  so  erscheint  es  uns 
angebracht,  uns  auf  reelle  Flächen  in  reeller  Parameter- 
darstellung  zu  beschränken.  In  diesem  Falle  ist  die  positive 
Richtung  der  Normalen  auf  S.  27  festgesetzt  worden. 

Auch  wird  es  gut  sein,  wenn  wir  zunächst  unsere  BetrachtongeB 
auf  solche  Parameterdarstellungen  beschränken,  bei  denen  sie  be* 
sonders  einfach  werden,  nämlich  auf  den  Fall,  dass  die  Para- 
meterlinien die  Krümmungscurven  sind,  die  ja  nach  S.  1'^ 
reell  sind.  Wir  werden  nachher  zur  allgemeinen  Parameterdar- 
stellung zurückkehren. 

Es  seien  also  die  Parametercurven  (ti),  {v)  der  in  reeller  Dar- 
stellung vorliegenden  reellen  Fläche  (1)  die  Krümmungscurven.  Nach 
Satz  63,  S.  182,  ist  in  diesem  Falle: 

Auch  geben  dann  ä  =  0  und  ä  =  oo  die  beiden  Bichtungen  der 
Krümmungscurven  (v)  und  {u)  an,  sodass  nach  Xn  (Z>): 
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(2)  Äj  =  -^  ,       Ä,  =  -^ 

ist    Da 

die  Bogenelemente  der  Erümmungscurven  (v)  und  (u)  sind,  so  haben 

die  vier  Grössen 

d  Ri  d  Hl  d  Hf  d  H^ 

diS  '         d^8  dis  d^8 

jetzt  diese  analytische  Darstellung: 

^  ^  YE    du'       Y^  dv  '       Ye    du'       yö   dv  ' 

worin   die  Werte  (2)   einzutragen   sind.     Dabei  setzen  wir  fest, 
dass  y^S  und  Yg  positiv  genommen  werden  sollen. 
Es  liege  nun  eine  zweite  reelle  Fläche  vor: 

(4)  x  =  y(w,  15),      y  =  ^(w,  t5),       5  =  t/)(ö,  €), 

geschrieben  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z  mittels  der  reellen 
Parameter  ü,  d.  Auch  auf  dieser  Fläche  sollen  die  Para- 
metercurven  die  Erümmungscurven  sein.  Die  auf  die  zweite 
Fläche  bezüglichen  Grössen  sollen  wie  die  auf  die  erste  bezüglichen, 
aber  mit  einem  Querstrich,  geschrieben  werden,  sodass  R^,  R^  ihre 
Hauptkrümmungsradien  sind  und  den  Grössen  (3)  die  Grössen: 

^  ^  Y^  du'     Y^  d^'     ys  du'     y&  dv 

entsprechen. 

Wenn  nun  die  beiden  Flächen  (1)  und  (4)  einander  congruent 
sind,  so  müssen  die  Erümmungscurven  der  einen  denen  der  andern 
congruent  sein.  Dabei  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  ent- 
sprechen den  Curven  (m)  die  Curven  [ü)  und  den  Curven  (w)  die 
Curven  (v)  oder  es  entsprechen  den  Curven  (m)  die  Curven  (u)  und 
den  Curven  (ü)  die  Curven  (ö).  Wir  wollen  zunächst  nur  den  ersten 
Fall  ins  Auge  fassen,  da  der  zweite  durch  Vertauschen  der  Be- 
zeichnungen ü  und  t?  auf  ihn  zurückgeführt  werden  kann. 

Es  mögen  also  die  Curven  [u)  und  (ö)  und  ebenso  die  Curven  (v) 
und  [v)  homologe  Curven  auf  beiden  Flächen  sein.  Alsdann  ent- 
spricht jedem  Punkt  (m,  v)  der  Fläche  (1)  ein  Punkt  (ö,l5)  der  Fläche  (4). 
Da  i?j  die  mit  Vorzeichen  genommene  Strecke  ist,  die  auf  der  Nor- 
malen des  Punktes  {u,  v)  von  einer  solchen  unendlich  benachbarten 
Normalen  abgeschnitten  wird,  deren  Fusspunkt  auf  der  durch  den 
Punkt  (m,  v)  gebenden  Erümmungscurve  {v)  liegt,  und  das  Ent- 
sprechende auf  der  zweiten  Fläche  von  R^  gilt,  so  müssen  in  homo- 
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logen  Punkten  (m,  v)  und  {ü,  D)  die  Werte  von  R^  und  R^  überein- 
stimmen und  ebenso  die  Werte  von  R^  und  R^,  aber  nicht  not- 
wendig auch  im  Vorzeichen.  Auf  diesen  umstand  kommen  wir 
sogleich  zurück.  Vorher  bemerken  wir  noch,  dass  nach  unseren 
früheren  Auseinandersetzungen  über  den  invarianten  Charakter  der 
Grössen  (3)  auch  alle  diese  Grössen  in  homologen  Punkten  mit  den 
entsprechenden  vier  Grössen  (5),  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
übereinstimmen  müssen. 

Die  Vorzeichen  der  Hauptkrümmungsradien  hängen  nach  S.  104 
wesentlich  von  der  Bestimmung  der  positiven  Richtungen  der  Nor- 
malen ab.  Diese  haben  wir  so  gewählt,  dass  auf  der  Fläche  (1)  im 
Punkte  {u,v)  die  positive  Richtung  der  Curve  (t;),  die  positive  Richtung 
der  Curve  (u)  und  die  positive  Richtung  der  Normale  so  gegen  ein- 
ander orientiert  sind,  wie  die  positiven  Axen,  vgl.  S.  30,  81.  Wenn 
also  auf  beiden  Flächen  in  homologen  Punkten  die  positiven  Rich- 
tungen der  Parametercurven  übereinstimmen,  so  muss  dann  auch 
R^  =  R^  und  R^  =  R^  sein.  Ist  aber  die  Richtung  der  Curve  (H) 
der  der  homologen  Curve  (r)  entgegengesetzt,  während  die  Richtungen 
der  homologen  Curven  (m)  und  (ü)  übereinstimmen,  so  ist  die  Normale 
entgegengesetzt,  also  72^  =  —^  und  Äg^  ""^2»  ^*  ^-  ^*  Wenn  beide 
Parametercurven  auf  der  zweiten  Fläche  entgegengesetzten  Sinn 
haben,  so  ist  dagegen  wieder  Übereinstimmung  in  den  positiven 
Normalenrichtungen  vorhanden,  also  R^=  R^  und  R^  =  R^.  Da  wir 
femer  in  (3)  und  (5)  die  Quadratwurzeln  positiv  gewählt  haben,  so 
hängen  die  Vorzeichen  dieser  Grössen  sonst  nur  noch  von  den  posi- 
tiven Richtungen  auf  den  Parametercurven  ab,  da  die  Differentiale  dtc, 
dv,  du,  de  sowohl  als  auch  die  im  Zähler  auftretenden  Grössen  R^, 
Äg,  Äj,  R^  bei  anderer  Wahl  jener  Richtungen  ihre  Zeichen  ändern. 

Um  alle  Möglichkeiten  zu  umfassen,  verstehen  wir  unter  a  eine 
der  beiden  Zahlen  ±  1  und  unter  ß  auch  eine  der  Zahlen  ±  1. 
Dabei  sei  a  =  +l  oder  —1,  je  nachdem  die  Curven  {v)  und  (o)  im 
Sinne  übereinstimmen  oder  nicht,  und  ß=+l  oder  —1,  je  nachdem 
die  Curven  {ü)  und  {ü)  im  Sinne  übereinstimmen  oder  nicht.  Als- 
dann muss  in  homologen  Punkten  (u,v)  und  (ü,f))  der  beiden  Flächen 
offenbar  sein: 


(6) 


^1 

=  aßR,, 

R,  =  aßR,, 

YE    du 

^ ys  du' 

1 

VG 

dR,  __^    1     dR, 

dv         y"^  öf 

1     dR^ 

l   )/¥   du 

__  g    \     dR^ 

^  yjs  du ' 

1 

yo 

dr             V^   ö» 

Congruenx  vum&r  Flächen,  347 


Es  sind  dies  insgesamt  sechs  Gleichungen.  Ihre  linken  Seiten 
sind  Functionen  von  w,  t?,  ihre  rechten  Seiten  Functionen  von  ö,  v. 
Jedem  Punkt  (m,  o)  der  Fläche  (1)  entspricht  ein  Punkt  (ö,  €)  der 
Fläche  (4)  und  umgekehrt,  sodass  üj  €  zwei  von  einander  unab- 
hängige, allerdings  noch  unbekannte  Functionen  von  u,  v  sein 
müssen.  Setzt  man  diese  Functionen  ftir  ü  und  ^  in  (6)  rechts  ein, 
so  müssen  sich  also  sechs  Identitäten  ergeben,  sobald  eine  gewisse 
unter  den  vier  Annahmen: 

a  =  l,/9=l;     a  =  -l,/S  =  l;     a  =  l,/9=-l;     a  =  -l,/9  =  -l 

gemacht  wird. 

Nun  werden  wir  das  Umgekehrte  beweisen:  Wir  setzen  vor- 
aus, dass  zwei  reelle  Flächen  (1)  und  (4)  in  reellen  Parameterdar- 
stellungen vorliegen  und  dass  die  Curven  (u),  (t?)  und  die  Curven  {ü\ 
({?)  ihre  Erümmungscurven  seien.  Wenn  wir  dann  die  in  (6)  auf- 
tretenden Functionen  von  u,  v  bez.  ü,  ^  berechnen  und  in  (6)  ein- 
setzen, so  ergeben  sich  sechs  Gleichungen  zwischen  u,  v  und  fi,  €. 
Wenn  diese  sechs  Gleichungen  bei  einer  gewissen  Annahme  von 
«=±1>/5=±1  einander  nicht  widersprechen,  wenn  es  vielmehr 
zwei  Functionen  ü  und  'd  von  u  und  v  giebt,  die  —  in  (6)  rechts 
eingesetzt  —  alle  diese  Gleichungen  für  alle  Werte  von  u  und  v 
befriedigen,  so  sind  die  beiden  Flächen,  wie  wir  zeigen  werden, 
congruent  Allerdings  tritt  noch  eine  Beschränkung  hinzu,  die  sich 
sogleich  von  selbst  ergeben  wird. 

Zunächst  folgt,  wenn  wir  ß,  iJ  als  die  nach  Voraussetzung  durch 
(6)  definierten  Functionen  von  m,  v  auffassen  und  bei  dieser  Auf- 
fassung die  beiden  ersten  Gleichungen  (6)  nach  u  differenzieren,  was 

ja  erlaubt  ist: 

dR^  _     ^  IdR^  du         dß^   dd  \ 
öw    ""     ^   \  du    du         df    du)* 

dEi  afdlt^   du     ,    ÖÄ,   d-d 


't*  ^  \  du    du         dd    du ) 


Setzen  wir  hierin  für  die  linken  Seiten  die  aus  (6)  folgenden  Werte 

du       ^  y  E   du  '       du       ^  y  S  du 
ein,  so  kommt: 


d^_       fEXdR^j,    d9  dR,  _  Q 
du  y  ¥;  du    ^  du    d^ 

du  V  TS}   du         du    df 
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Ks  sind  dies  zwei  hinsichtlich 

du        ..^fE         df 


du  y  E  du 

lineare  und  homogene  Gleichungen  mit  der  Determinante: 

dR^     dR^ 
du        d9 

dR^      dR^ 

du         df 

Diese  Determinante  ist  die  Functionaldeterminante  Ton  R^  und  iL 
(vgl.  I  S.  81).  Sobald  R^  und  R^  zwei  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  ü  und  !?  sind,  ist  sie  von  Null  ver- 
schieden (vgl.  I  S.  82,  83),  und  diese  Voraussetzung  wollen 
wir  machen.     Alsdann  folgt  aus  jenen  linearen  Gleichungen: 

_^— ^l/^  d^ 

du  ]/  £^        du 


=  0. 


Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  wenn  die  beiden  ersten  Gleichungen  (6) 
nach  V  dififerenziert  werden: 


du 


-«•  -^=Vf- 


dv 

Mithin  ist  ü  eine  Function  von  u  allein  und  v  eine  Function  von  v 
allein : 

(7)  ß  =  A(M),        v  =  iß.[v\ 

wobei 

(H)  ^'  =  «l/|'      ^'-^]/l 

iwt.  Da  die  Quadratwurzeln  in  (8)  positiv  sind,  so  sieht  man  auch, 
(laüs  A'  S  0  ist,  je  nachdem  a  =  ±  1  ist,  und  dass  fi^O  ist,  je 
nachdem  ß  =  ±  l  ist. 

Wenn  wir  jetzt  die  durch  (7)  definierten  neuen  Para- 
meter üf  e  auf  der  ersten  Fläche  (1)  einführen  und  die  zu- 
guliörigen  Fundamentalgrössen  berechnen,  so  werden  wir  sehen,  dass 
nia  gerade  gleich  den  entsprechenden  Fundamentalgrössen  der  zweiten 
Klät^lin  werden.  Die  neuen  Fundamentalgrössen  der  ersten  Fläche 
Huitiii  nämlich  zunächst  mit  E',  F\  G',  L\  M\  N'  bezeichnet  Da 
«  nur  von  u  und  v  nur  von  v  abhängt,  so  sind  die  neuen  Para- 
inoU^rlinien  (ä),  (f?)  der  Fläche  (1)  immer  noch  die  Erümmungs- 
(Mirvtuif  Hodass  auch  jetzt: 


§  10.     Merkmale  für  die  Congnienx  xweier  Flächen,  349 

ist.   Femer  ist,  da  x,  y,  z  Functionen  von  ü  und  ^  werden,  nach  (7): 

•  /  dx  ,  dx 

•*  du  '         "       '^   af 

sodass  aus  XI  (/^)  folgt: 

oder  wegen  (8): 

Ebenso  kommt: 

Durch  die  Einführung  der  neuen  Parameter  (7)  wird  die  Schar  der 
Parameterlinien  (v),  wie  gesagt,  nicht  geändert^  wohl  aber  ändert 
sich  ihr  Sinn,  wenn  du  :  du  oder  k'  <  0  ist.  Da,  wie  wir  sahen, 
X'^0  ist,  je  nachdem  a  =  ±  1  ist,  so  ändert  sich  also  der  Sinn 
der  einen  Schar  von  Parameterlinien,  wenn  «=  —  1  ist;  entsprechend 
ändert  sich  der  Sinn  der  andern,  wenn  /9  =  —  1  ist.  Die  Flächen- 
normale ändert  ihren  Sinn  nur  dann,  wenn  nur  eine  dieser  beiden 
Scharen  ihren  Sinn  ändert,  d.  h.  wenn  aß  =  —  \  ist  Alsdann 
ändert  auch  R^  das  Vorzeichen.  Mithin  geht  R^  jetzt  in  aßR^ 
•über.     Analog  (2)  ist  also  jetzt: 

aßR^=^^^Y^     oder:     R^=^aßj7j 
während 

ist     Aus  der  ersten  G-leichung  (6)  folgt  daher: 

E  __  E 

oder  L'  =  L.  Ebenso  ergiebt  sich  M  —  M.  In  den  neuen  Para- 
metern üy  i)  hat  mithin  die  Fläche  (1)  genau  dieselben  Fundamental- 
grössen  wie  die  Fläche  (4).  Daher  sind  beide  Flächen  nach  Satz  25, 
S.  338,  einander  congruent 

Im  Beweise  haben  wir  uns  genötigt  gesehen,  die  Voraussetzuag 
zu  treffen,  dass  R^  und  ^  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  Parameter  ü  und  v  seien.  Wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen  (6) 
und  auch  aus  rein  geometrischen  Gründen  leuchtet  ein,  dass  alsdann 
auch  für  die  andere  Fläche  die  analoge  Voraussetzung  zu  treffen  ist^ 
d.  h.  also,  wir  setzen  voraus,  dass  auf  keiner  der  beiden  Flächen 
der  eine  Hauptkrümmungsradius  eine  Function  des  andern  sei,  oder 
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auch,    dass   auf  keiner   der   beiden    Flächen    eine  Belation 
zwischen  den   beiden  Hauptkrümmungsradien  bestehe. 

Die  Bedingungen  (6)   können  wir   alsdann   auch  etwas  anders 
ausdrücken.     Es  sind  nämlich 

^'         *'      ]/¥    ÖM  '       Yg    dv   '       VE    du'        Yq     dv 

Functionen  von  u  und  v.  Da  nun  B^  und  B^  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  u  und  v  sind  und  deshalb  auch  umgekehrt 
u  und  V  als  Functionen  von  B^^  und  B^  aufgefasst  werden  können, 
so  werden  sich  die  übrigen  vier  angegebenen  Grössen  als  Functionen 
von  By^  und  B^  darstellen  lassen.  Anders  ausgesprochen:  Durch 
Elimination  von  u  und  v  aus  den  sechs  Gleichungen,  die  die  an- 
gegebenen sechs  Grössen  als  Functionen  von  u,  v  darstellen^  ergeben 
sich  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

yi!     du  IV    i>     3/»      yö     dv  IV    1'     a/* 


(9) 


(10) 


)/¥     ö«  "*      '      ^         VQ     dv 

Alsdann  folgt  aus  (6): 


Die  Congruenz-Bedingung,  die  darin  besteht,  dass  die  sechs 
Gleichungen  (6)  zwischen  w,  v  und  ö,  t;  einander  nicht  widersprechen 
sollen,  kann  jetzt  so  ausgedrückt  werden:  Auf  der  ersten  Eläche 
bestehen  sicher  vier  Relationen  von  der  Form  (9).  Die  Fläche  ist 
der  zweiten  Fläche  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  alsdann 
auf  der  zweiten  Fläche  für  eine  gewisse  Annahme  von  a  =  -f-  1 
und  /?  =  ±  1  die  vier  Relationen  (10)  bestehen. 

In  der  That,  ist  dies  der  Fall  und  setzen  wir  fest,  dass  zwischen 
u,  V  und  ü,  V  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
bestehen  sollen: 

(11)  B^^aßR,,        I^,  =  aßR,, 

so  folgen  hieraus  und  aus  (9)  und  (10)  rückwärts  die  Gleichungen  (6). 
Die  beiden  Gleichungen  (11)  dienen  nur  dazu,  die  einander  homo- 
logen Stellen  (u,  v)  und  {ü,  fi)  beider  Flächen  zu  bestimmen,  während 
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dagegen  die  von  Parametern  freien  Gleichungen  (9)  oder  (10)  cha- 
rakteristisch für  eine  Familie  congruenter  Flächen  sind. 

Die  Bückkehr  zu  allgemeinen  Parametern  ist  nun  sehr  leicht, 
weil  die  in  (9)  und  (10)  auftretenden  Grössen  bei  Parameterände- 
rungen abgesehen  vom  Vorzeichen  ungeändert  bleiben.  Weil  wir 
Vorzeichenänderungen  schon  durch  die  Factoren  a  und  ß  berück- 
sichtigt haben,  so  kommen  wir  von  den  Gleichungen  (9)  und  (10) 
zu  ganz  analogen  Gleichungen,  in  denen  nur  die  links  stehenden 
Grössen  durch 


bez. 


dE^  dJRy  dR^  dR^ 

d^s  df8  diS  df8 

d  Kl  d  Ri  d  Af  d  Rf 


ZU  ersetzen  sind,  während  die  Gleichungen  (11)  die  alten  bleiben. 
Ausserdem  darf  nicht  ausser  acht  gelassen  werden,  dass  wir  bisher 
nur  den  Fall  betrachtet  hatten,  dass  die  Curven  (m)  den  Curven  (ü) 
und  nicht  etwa  den  Curven  (fi)  entsprechen.  Indem  wir  dies  berück- 
sichtigen, erkennen  wir,  dass  sich  das  Ergebnis  so  darstellen  lässt:^ 

Satz  30:    Liegen    zwei   reelle  Flächen   in  reeller  Para- 
meterdarstellung vor: 

X  =  9  (w,  r) ,       y  =  ;|f  (tt,  t?) ,       z^xp{u,  v) 
und 

x  =  ^{ü,v),       y=^(Ä,  i?),       i  =  t/)(ö,  f?) 

und  besteht  auf  keiner  der  beiden  Flächen  eine  Relation 
zwischen  den  Hauptkrümmungsradien  R^  und  R^  bez.  R^ 
und  JR^,  so  wird  die  Frage,  ob  die  Flächen  einander  con- 
gruent  sind,  so  entschieden:  Bedeuten  d^s  und  d^s  die 
Bogenelemente  auf  der  durch  einen  Punkt  der  ersten  Fläche 
gehenden  Krümmungscurven,  so  bildet  man  diejenigen  Dif- 
ferentialquotienten der  Hauptkrümmungsradien,  die  sich 
beim  Fortschreiten  nach  diesen  Elementen  ergeben.  Man 
setzt  nämlich,  wenn  E,  F,  G,  Z,  M,  N  die  Fundamental- 
grössen  der  ersten  Fläche  bedeuten,  in 

dR,  ^  öÄLjt  ^^   \   ^^k 

du         dv  du         dv 


]/£+  2Fk  +  0k^  Y^+2Fk  +  Qk^ 


^  Dieses  Merkmal  der  Congruenz  hat  Lib  angegeben,  vgl.  die  Anm.  zu 
S.  341;  doch  ist  er  auf  die  Vorzeichenbestimmung  nicht  eingegangen,  sodass 
bei  ihm  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie  nicht  unterschieden  wird,  ein 
Umstand,  auf  den  er  übrigens  selbst  hingewiesen  hat. 
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fQr  k  die  beiden  reellen  Werte  ein,  die  sich  aus  der 
dratischen  Gleichung 


=  0, 


ergeben,  indem  man  die  Quadratwurzeln,  die  soeben  auf- 
traten, positiv  wählt  Zwischen  den  dadurch  herTorgeben- 
den  vier  Functionen  von  u  und  v: 

dRj^_         dRj  aJB,  aJB, 

dl  8  d^8  dl  8  6^8 

und  den  beiden  von  einander  unabhängigen  Functionen 
von  u  und  v. 

bestehen  alsdann  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

^  =  0, (i?„ Ä,),    -\f^  =  «P,{ie„ Ä,), 

Bildet  man  die  entsprechenden  Grössen  für  die  zweite 
Fläche: 

dR^       dA_       ^A        aiz, 

so  sind  beide  Flächen  einander  dann  und  nur  dann  con- 
gruent,  wenn  für  die  zweite  Fläche  bei  passender  Wall 
von  a  =  ±  1  und  /?  =  ±  1  entweder  die  Gleichungen: 


ß^-%^^ß^^^ß^)^      ^% 


%{aßR,,aßn^ 


oder  diejenigen  Gleichungen  bestehen,  die  hieraas  her* 
vorgehen,  wenn  man  die  Indices  1  und  2  vertauscht-- 
Alsdann  sind  diejenigen  Punkte  (m,  v)  und  (a,  €)  beider 
Flächen  homolog,  deren  Parameter  im  ersten  Falle  den 
beiden  Gleichungen 

B^^aßR^,       H^^aßR,, 
im  zweiten  Falle  den  beiden  Gleichungen 

R^^aßR^,       S^^aßRy^ 
genügen. 
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Hiernach  ist  es  angebracht^  die  Gleichungen: 

12)  { 

i  «  natürlichen  Gleichungen  der  Fläche  (1)  zu  nennen,^  da 
^  die  Fläche  ohne  Rücksicht  auf  ihre  zufällige  Lage  und  ohne 
.O^ckflicht  auf  ihre  zufällige  Parameterdarstellung  vollkommen  charak- 
I  irisieren.  Man  vergleiche  die  analoge  Bezeichnung  bei  den  Gurven 
i  1  S.  210.  Damals  entzogen  sich  gewisse  Curven  der  allgemeinen 
(1)  der  natürlichen  Gleichungen  einer  Curve,  1  S.  208,  näm- 

diejenigen,  als  deren  natürliche  Gleichungen  die  Gleichungen  (4) 
ad  (5),  I  S.  210,  zu  benutzen  waren.  Hierzu  haben  wir  in  der 
lächentheorie  etwas  Entsprechendes:  Eine  Ausnahme  bilden 
ior  diejenigen  Flächen,  auf  denen  eine  Relation  zwischen 
en  beiden  Hauptkrümmungsradien  besteht  Diese  Flächen 
ollen  im  nächsten  Paragraphen  betrachtet  werden. 

Oben  sprachen  wir  einleitend  von  denjenigen  Differential- 
n Varianten  der  Flächen,  die  nicht  nur  bei  Ausführung  aller  Be- 
ve^ungen  ungeändert  bleiben,  sondern  —  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen —  auch  bei  Einführung  irgend  welcher  neuer  Parameter. 
Insbesondere  fanden  wir,  dass 

(l«^\  7?  J?  ^^t  ^^l  ^^  ^'^« 

Vi»)  Ji,,      TT,,      -g-^,       -^~.,      -^,       -^ 

^Iche  Grössen  sind.  Da  nun  eine  Fläche,  abgesehen  von  ihrer 
Lage  im  Baume  und  ihrer  analytischen  Darstellung,  durch  ihre 
luitürlichen  Gleichungen  (12)  völlig  charakterisiert  ist,  so  kann  man 
diraus  schliessen,  dass  alle  übrigen  Differentialinvarianten  der  er- 
wUinten  Art  aus  den  sechs  angegebenen  durch  einfache  Differen- 
tiationsprocesse  hervorgehen.  Wir  wollen  dies  hiermit  nur  ange- 
deutet haben   und   gehen   nicht   weiter  darauf  ein,   weil  wir,   wie 


^  Obgleich  verschiedene  Autoren  von  den  natürlichen  Gleichungen  einer 

Cvrye  sprechen,  scheint  doch  nirgends  von  den  natürlichen  Gleichungen  einer 

FUche   die  Bede   zu   sein,   seihst   nicht  in  CesXro's  ,, Vorlesungen  üher 

Dfttür liehe  Geometrie**,  deutsch  von  Kowalewski,  Leipzig  1901,  in  denen 

mM  noch  am  ehesten  diese  Bezeichnung  zu  finden  erwartet.    Wir  eitleren  dies 

Werk  hier,   nm   unsere  litterarischen  Nachweise  zur  Theorie  der  natürlichen 

Gleichungen  von  Curven  im  1.  Bande  dadurch  zu  vervollständigen.    Man  findet 

]0  diesem  Buche   zahlreiche  Beispiele  im   Sinne  der  von  uns  in  I  S.  68 — 71 

gegebenen, 

SCHBTFKBS,    OeODU  Difff.    II.  23 
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unsere  Ergebnisse  lehren,  thatsächlich  mit  den  seK^hs  betrachteten 
Grössen  (13)  ausreichen.  Nochmals  erinnern  wir  aber  daran,  dass 
in  (13)  die  Differentiationen  zwar  nach  den  Bogenelementen  der 
Eriimmungscurven  auszuflühren  sind,  dass  wir  aber  doch  die 
Grössen  (13)  stets  bei  beliebig  vorgelegten  Flächengleichangen: 

durch  Differentiationen  allein  berechnen  können,  und  dass  die 
Aufstellung  der  natürlichen  Gleichungen  (12)  also  nur 
Differentiationen  und  Eliminationen  verlangt 

Wir  deuten  nur  noch  Eines  an:  Legt  man  auf  die  obigen  Vor- 
zeichenbestimmungen keinen  Wert,  so  kann  man  zu  den  Merkmalen 
kommen,  die  nicht  nur  den  Fall  der  Congruenz,  sondern  auch  den 
der  Symmetrie  umfassen,  und  dann  steht  nichts  im  Wege,  das 
Ergebnis  auch  auf  imaginäre  Flächen  oder  auf  reelle  Flächen  mit 
imaginärer  Parameterdarstellung  auszudehnen.  Wir  nennen  des- 
halb die  Gleichungen  (12)  auch  in  diesen  Fällen  die  natürlichen 
Gleichungen  der  Fläche. 


§11.    Flächen,  deren  HauptkrQmmungsradien  durch  eine  Relatfon 

verbunden  sind. 

Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Theorie 
der  Congruenz  sahen  wir  uns  genötigt,  diejenigen  Flächen  auszn- 
schliessen,  bei  denen  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsradien  i?^ 
und  J?2  ^^^  allgemeinen  Flächenpunktes  {u,  v)  eine  Gleichung  be- 
steht, oder  also,  bei  denen  sich  iP^  ^^^  Function  von  JR^  allein  aus- 
drücken lässt  (vgl.  S.  348).  Diese  Flächen  lassen  sich  auch  so 
charakterisieren:  Bei  ihnen  besteht  eine  Gleichung  zwischen  der 
Krümmung  K  und  der  mittleren  Krümmung  H.  Indem  wir  sie  so 
definieren,  umfassen  wir  zugleich  diejenigen  imaginären  "Flächen,  die 
keine  Hauptkrümmungsradien  haben,  nämlich  die  Flächen  mit 
einer  Schar  von  Minimalgeraden  (vgl.  S.  115).  Denn  nach 
Satz  106,  S.  240,  besteht  ja  bei  diesen  Flächen  die  Gleichung: 

Aber  zu  den  bisher  ausgeschlossenen  Flächen  gehören  noch  viele 
andere,  insbesondere  reelle  Flächen.  So  gehören  hierher  die  Flächen 
constanter  Krümmung,  für  die 

K  =  Const 
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ist,  Yon  denen  wir  in  §  5  sprachen,  ferner  die  Minimalflächen, 
für  die 

ist  und  die  wir  in  §  15  des  2.  Abschnittes  untersucht  haben.  Es 
gehören  hierher  auch  die  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung überhaupt: 

H  =  Const, 

denen  wir  gelegentlich,  auf  S.  236,  begegnet  sind.  Endlich  sind 
hier  auch  die  Rotationsflächen  zu  nennen,  denn  nach  S.  122 
sind  Krümmung  K  und  mittlere  Krümmung  H  einer  Botationsfläche 
P^unctionen  der  Bogenlänge  der  Meridiancurve,  sodass  auch  bei  den 
Eotationsflächen  eine  Relation  zwischen  K  und  ß  besteht 

Zu  den  Flächen  also,  bei  denen  eine  Relation  zwischen 
der  Krümmung  K  und  der  mittleren  Krümmung  H  vor- 
handen ist,  gehören  ausgedehnte  Familien  von  gerade  besonders 
interessanten  Flächen,  und  aus  diesem  Grunde  wollen  wir  hier  diese 
Flächen  genauer  untersuchen.^ 

Wir  nehmen  dabei  die  Krümmungscurven  als  Parameterlinien  (t^) 
und  (v)  an.  Durch  diese  Annahme  werden  allerdings  die- 
jenigen Flächen,  die  eine  Schar  von  Minimalgeraden  ent- 
halten, ausgeschlossen  (nach  S.  175),  also  diejenigen  Flächen, 
die  wir  schon  auf  S.  227 — 229  kurz  untersucht  und  analytisch  dar- 
gestellt haben.  Wenn  wir  von  ihnen  hier  absehen,  so  haben  die 
zu  betrachtenden  Flächen  im  allgemein  gewählten  Punkte  {u,  v) 
sicher  Hauptkrümmungsradien  B^  und  R^. 

Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  um  hier  einmal  diejenigen 
Formeln  zusammenzustellen,  die  aus  unseren  allgemeinen  Formeln 
hervorgehen,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  Fläche  handelt, 
deren  Parameterlinien  die  Krümmungscurven  sind.  Nach 
Satz  68,  S.  182,  und  naeh  XI  {C)  ist  in  diesem  Falle: 

(1)  F^M=0,      B^^EG. 


^  Auf  die  in  vielfacher  Hinsicht  interessanten  Flftchen,  deren  Haupt- 
krümmungsradien  durch  eine  Relation  verbunden  sind,  hat  zuerst  Wbinoartbn 
aufmerksam  gemacht,  dem  man  auch  eine  Reihe  wichtiger  Sfttze  über  diese 
Flächen  verdankt.  Man  nennt  diese  Flftchen  deshalb  WEiNOASTEN'sche  oder 
kürzer  W- Flächen.  Wir  citieren  Weinoabtbn^s  Abhandlungen:  „Über  eine 
Classe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen'^  Journal  f.  d.  r.  n.  a. 
Math.  59.  Bd.  (1861),  und  „Über  die  Oberflächen,  für  welche  einer  der 
beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  eine  Function  des  anderen 
ist",  ebenda  62.  Bd.  (1862). 

23* 
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Die  drei  Fundamentalgleichungen  (9),  (10),  (11),  S.  270,  271,  nehmen 
daher  die  Form  an: 


(2) 


Nach  XII  (Ä")  ist  femer,   wenn  B^   denjenigen   Hauptkrümmungs- 
radius  bezeichnet^  der  zur  Tangente  der  Erümmungscurve  (o)  gehört: 

(3)  ^j  =  -^  ,       7?j  =   - , 

vgl.  XII  {H)j    sodass   die    erste    und   dritte   FundamentalgleichaDg 
auch  so  geschrieben  werden  kann: 


d 
d 


oder  so: 


(4)    ± log M  =    _i_M,      J   w  yJL L_  ö^'* 

Hierin  treten  .übrigens  die  Wurzelzeichen  nur  scheiabar  auf,  sodass 
wir  über  ihre  Vorzeichen  nichts  festzusetzen  brauchen.  Die  zweite 
Fundamentalgleichung  (2)  lässt  sich  wegen  (3)  so  schreiben: 


R^R^         du  2]/EQ         dv  2yjSÖ 

oder: 

^'  ÄjÄ,         öw.  Iv'i;      du    I        dv\ya       dv    l' 

Auch  hier  treten  die  Wurzeln  nur  scheinbar  auf. 
Nach  Xn  (Ä)  kommt  ferner  wegen  (1)  und  (3): 

(6) 

r  _       ^«         }'  — y-         ;?—_*• 


Die  Formeln  (1)  bis  (6)   gelten   für   beliebige   Flächen, 
vorausgesetzt,    dass   ihre   Parameterlinien   (u)    und    (r)  die 

KrümmuTigscurven  sind. 
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Wir  wollten  nun  insbesondere  diejenigen  Flächen  betrachten, 
auf  denen  eine  Relation  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien i7j  und  R^  besteht: 

Im  besonderen  kann  diese  Relation  die  specielle  Form  F^  •=  Const 
oder  -ffg  =  Const  haben;  es  ist  aber  leicht,  alle  Flächen,  auf 
denen  einer  der  Hauptkrümmungsradien  constant  ist,  an- 
zugeben.    Ist  nämlich  z.  B. 

jBj  =  Const, 

so  lehren  die  drei  ersten  Formeln  (6),  dass  die  Ausdrücke: 

x  +  R^X,      y  +  R^Y,      z  +  B^Z 

frei  von  u  sind.  Es  sind  dies  aber  die  Coordinaten  jr,  ^^  J  des 
Mittelpunktes  des  ersten  Hauptkrümmungskreises  im  Flächenpunkte 
(w,  r).  Sie  hängen  also  nur  von  v  ab,  d.  h.  die  Mittelpunkte 
der  ersten  Hauptkrümmungskreise  erfüllen  eine  gewisse 
Curve  c,  keine  Fläche,  indem  zu  allen  Punkten  einer  Krümmungs- 
curve  (r)  derselbe  Mittelpunkt  gehört     Aber  noch  mehr,  aus: 

folgt  noch  längs  der  Curve  c: 

E'  =  X,  +  R,  JT..,         t)'  =  y„  +  B,  r„,        i  =  z„  +  R,Z„. 

Also  ist: 

Nach  XI  (//)  und  XI  (/)  gilt  also  die  in  x,  y,  z  lineare  Gleichung: 

Da  f ,  5,  J  nur  von  v  abhängen,  so  heisst  dies:  Jede  Curve  (»)  liegt 
in  einer  Ebene,  die  durch  den  zugehörigen  Mittelpunkt  (;,  t),  }) 
geht  und  deren  Normale  Richtungscosinus  proportional  y',  t)\  j'  hat 
und  deshalb  der  Tangente  der  Mittelpunktscurve  c  im  Punkte  (5,  5,  j) 
parallel  ist  Da  alle  Punkte  (x,  y,  z)  der  Curve  (v)  vom  zugehörigen 
Mittelpunkt  (f ,  5,  j)  denselben  Abstand  Äj  haben,  so  ist  daher  jede 
Curve  (r)  ein  Kreis  vom  constanten  Radius  Äj,  dessen  Mittelpunkt 
(E*  ^y  5)  Ä^f  einer  Curve  c  liegt  und  dessen  Ebene  zur  Tangente 
von  c  in  diesem  Mittelpunkt  senkrecht  ist  Also  ist  die  Fläche 
eine  Röhrenfläche  (vgl.  das  2.  Beispiel  und  Fig.  63,  S.  181). 

Stillschweigend  haben  wir  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  con- 
staute  Grösse  7?^  endlich  sei.     Ist  7?j  =  00,  so  ist  Z  =  0  nach  (3^ 
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cL  h.  wegen  (1)  auch  ZiV— ^*  =  0.  Die  Fläche  ist  dann  ab- 
wickelbar, nach  Satz  19,  S.  132.  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 
auf  jeder  abwickelbaren  Fläche  der  eine  HauptkriimmungsradiuB 
unendlich  gross  ist,  denn  die  Erümmungscurven  der  einen  Schar 
sind  hier  die  Erzeugenden^  nach  S.  177,  und  die  Normalen  der  Fläche 
längs  einer  Elrzeugenden  sind  einander  parallel,  nach  Satz  1, 1  S.  277, 
treffen  sich  also  erst  im  Unendlichen. 

Sollen  beide  Hauptkrümmungsradien  einer  Fläche  constant  sein, 
so  sind  verschiedene  Fälle  denkbar:  Wären  zunächst  It^  und  JR^  beide 
endlich,  aber  verschieden,  so  würde  aus  (4)  folgen,  dass  JS  nur  von  ic 
und  G  nur  von  v  abhinge,  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  wäre: 

ds*=  E{u)du^  +  G{v)dv*. 

Indem  man   I  ^Edu  und  f  YOdv   als   neue   Parameter  ü    und  9 

einfahrt,  bringt  man  es  alsdann  auf  die  Form: 

ds*  =  dü^  +  dv*. 

Dies  aber  ist  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Ebene  mit  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  ü,  v,  sodass  die  Fläche  abwickelbar  wäre: 
nach  IS.  279  u.  f.  Dann  aber  ist  ein  Hauptkrümmungsradius  unendlich 
gross,  sodass  sich  ein  Widerspruch  ergiebt.  Daher  ist,  wenn  H^  und 
jRg  constant  und  endlich  sein  sollen,  nur  der  Fall  Äj  =  i?j  mög- 
lich, in  dem  die  Fläche  nach  Satz  12,  S.  120,  eine  Kugel  ist 

Ist  Äj  constant  und  endlich,  aber  ff^  =  oo,  so  ist  die  Fläche 
einerseits  eine  Böhrenfläche  mit  oo^  congruenten  Kreisen  {v)  und 
andererseits  abwickelbar.  Dabei  müssen  die  Geraden  der  Fläche, 
als  Krümmungscurven  {u),  jene  Kreise  senkrecht  schneiden.  Aber  die 
Tangenten  der  Curven  (w)  sind  nach  S.  181  den  Tangenten  der  Mittel- 
punktscurve  c  parallel.  Also  ist  der  Ort  der  Kreismitten  eine  Gerade, 
die  Fläche  daher  ein  Eotationscylinder. 

Sind  endlich  Äj  und  Ä^  beide  unendlich  gross,  so  artet  der 
Cylinder  in  die  Ebene  aus.     Daher: 

Satz  31:  Ist  einer  der  Hauptkrümmungsradien  einer 
Fläche  constant  und  endlich,  so  ist  die  Fläche  eine 
Böhrenfläche;  ist  er  unendlich  gross,  so  ist  sie  insbesondere 
eine  abwickelbare  Fläche.  Sind  beide  Hauptkrümmungs- 
radien  constant,  aber  endlich,  so  müssen  sie  einander 
gleich  sein,  und  die  Fläche  ist  dann  eine  Kugel.  Ist  der 
eine  endlich  und  constant,  der  andere  unendlich  gross, 
so  ist  die  Fläche  ein  Botationscylinder.  Sind  beide  un- 
endlich gross,  so  ist  die  Fläche  eine  Ebene. 
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Da  wir  somit  die  Flächen  kennen,  auf  denen  wenigstens  ein 
Hauptkrtimmungsradias  constant  ist,  können  wir  von  jetzt  ab  von 
ihnen  absehen.  Wir  wollen  also  jetzt  diejenigen  Flachen  unter- 
suchen^ auf  denen  eine  Relation  zwischen  den  beiden 
Hauptkrümmungsradien  R^  und  R^  besteht: 

(7)  ß(i?i,Ä,)  =  0,        ' 

die  sich  aber  nicht  auf  R^  =  Gonst  oder  R^  =*=  Const.  redu- 
cieren  soll,  ebenso  nicht  auf  R^^  R^,  da  sich  dann  nach 
Satz  12,  S.  120,  wieder  die  Kugeln  ergeben  würden. 

Infolge  dieser  Relation  (7)  ist  R^  als  Function  von  R^  oder 
umgekehrt  R^  als  Function  von  R^  aufzufassen.  Aus  (4)  folgt  dann, 
dass  von  den  Functionen: 

2i-|         *J    Rf  —  JRi  Rf         *y    Ml  —  Rf 

die  erste  eine  Function  von  u  allein  und  die  zweite  eine  Function 
von  V  allein  ist,  sodass  kommt: 

wo  U  nur  von  u  und  F  nur  von  v  abhängt  Unter  dem  ersten 
Integral  ist  natürlich  für  R^  die  aus  (7)  folgende  Function  von  R^ 
zu  setzen,  unter  dem  zweiten  dagegen  für  R^  die  aus  (7)  folgende 
Function  von  R^.  Es  ist  weder  U  noch  V  gleich  Null,  weil  sonst 
i>  =  0,  die  Fläche  also  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  wäre. 
Wenn  wir  jetzt  neue  Parameter 


ü 


=  jYÜdu,       v^JyVdv 


auf  der  Fläche  einführen,  wobei  die  Bjrümmungscurven  nach  wie  vor 
die  Pärameterlinien  bleiben,  da  ü  nur  von  u  und  e  nur  von  »  abhängt» 
so  werden  die  Coordinaten  x,  ,y,  z  Functionen  von  ß,  U,  und  zwar  ist: 

u.  s.  w.,  sodass  nach  XI  (J)  für  die  neuen  Fundamentalgrössen  E,  0 
kommt: 

^  =  S  ^„^  =  S  -gr  =  -^ '         ö  =  ^ , 
also  nach  (8): 


E 


r    dB,  r    dBt 
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Bei  der  AnfstelluDg  der  Formeln  (1)  bis  (6)  hfttten  wir  nnrdas 
Eine  vorausgesetzt,  dass  die  Parameterlinien  (ti)  und  (o)  die  Krüm- 
mungscurven  seien.  Da  dasselbe  von  den  neuen  Parameterlinien  (ft) 
und  (D)  gilt^  so  dürfen  wir  annehmen,  wir  hätten  schon  vor  der  Auf- 
stellung der  Formeln  (1)  bis  (6)  gerade  diese  neuen  Parameter  ü 
und  V  statt  u  und  t;  .benutzt,  d.  h.  wir  dürfen  annehmen ,  dass  in 
den  Formeln  (1)  bis  (6)  die  G-rössen  E  und  G  die  soeben  gefundenen 
Werte  E,  Q  haben,  also: 

(9)  E^R^^e  ^  ^-^,       G^R^^e  ^   ^-^ 

sei.  Weil  i?j  —  R^  nach  Voraussetzung  nicht  gleich  Null  ist,  so 
sind  die  Integrale  endlich. 

Bisher  haben  wir  in  der  ersten  Formel  (9)  die  Örösse  R^  als 
Function  von  R^  und  in  der  zweiten  Formel  (9)  die  G-rösse  R^  als 
Function  von  R^  aufgefasst,  definiert  durch  die  Relation  (7).  Wir 
können  natürlich  auch  R^  und  R^  beide  als  Functionen  einer 
dritten  Grösse,  einer  Hülfsveränderlichen  tc  auffassen,  z.  B.  so:  Die 
Function 

r__fL?i  _ 

(10)  w^^e^  ^^-^ 

ist  sicher  nicht  constant,  weil  1:{R^  —  R^)  nicht  gleich  Null  ist 
Wenn  wir  aus  (7)  die  Grösse  R^  als  Function  von  R^  berechnen 
und  in  diesen  Ausdruck  w  einsetzen,  so  wird  w  eine  Function  von 
i?j  allein,  die  keine  Constante  ist  Umgekehrt  ist  dann  auch  i?j 
eine  Function  von  w,  etwa: 

(11)  R^  =  &{w). 


Wegen  (10)  ist  alsdann 


oder: 


_  i dÄ,  __   1 

Äj  —  Äj      dw  w 
^ __    1 

woraus  folgt: 

(12)  i?3=   &-'W{f\ 

Wenn  wir  unter  if{w)  irgend  eine  Function  der  Hülfsveränder- 
lichen w  verstehen  und  darauf  R^  und  7i\  durch  die  Formeln  (11) 
und  (12)  als  Functionen  von  w  definieren,  so  wird  die  Elimination 
von  fr  aus  (11)  und  (12)   eine  Eelation  zwischen  j?j  und  R^  geben. 

Man  erkennt  also,  dass  man  die  eine  Relation  (7)  stets  bei 
Einführung  einer  Hülfsgrösse  w  durch  die  beiden  Gleichungen  (11) 
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und  (12)  ersetzen  kann^  und  umgekehrt:  Ist  ^{to)  irgendeine  Func- 
tion von  w,  so  ist  durch  (11)  und  (12)  eine  Relation  (7)  zwischen  Ji^ 
und  i(*2  hergestellt 

Auf  der  Fläche  sind  B^  und  7?^  zwei  infolge  von  (7)  von  ein- 
ander abhängige  Functionen  von  u  und  v.  Daher  ist  nach  (11) 
auch  die  Hülfsgrösse  to  eine  gewisse  Function  von  u  und  v. 

Wenn  wir  nun  die  Werte  (11)  und  (12)  in  (9)  einfahren,  wobei 
infolge  von  (11)  und  (12): 

rf7?i  =  d-'dw,       dü^  =  -  «7  &"dw 
ist,  so  kommt,  weil  dann  auch  (10)  besteht: 

während 

oder: 

(14)  G  =  a  {^^-^\ '  [a  =  Const.) 

wird.  Wenn  wir  statt  v  einen  neuen  Parameter  ü  ^  cv  einführen, 
wobei  c  eine  Constante  bedeute,  so  sind  x,  y,  z  Functionen  der 
neuen  Parameter: 

und  dabei  ist: 

_  _  1^ 

•^ü  —  «^tt  »        -^^ ""  "^  ^v 

u.  s.  w.,  sodass  die  neuen  Fundamentalgrössen  ^  und  Q  nach  XI  {A) 

diese  werden: 

Q 


^=sv  =  Sx,»  =  ^,     ö  =  sv  =  i-sv  =  l- 


Wählen  wir  jetzt  c  =  y«,  so  kommt  also  nach  (13)  und  (14) 


Ä=^,    ö  =  (^^)* 


W 


Da  wir  bei  Einftihrung  der  neuen  Parameter  wiederum  die 
Krümmungscurven  als  Parameterlinien  haben,  so  dürfen  wir  —  wie 
oben  —  annehmen,  wir  hätten  von  vornherein,  vor  Aufstellung  der 
Formeln  von  (1)  an,  schon  diese  besonderen  Parameter  benutzt,  d.  h. 
wir  dürfen  setzen: 

(.5,  M.»^.     a.Utz^. 
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Die  Formeln  (10),  (11),  (12)  ändern  sich  dabei  nicht,  weil  in  ihnen 
weder  u  noch  v  als  Argument  auftritt,  vielmehr  u  und  v  nur  in 
Äj,  R^  und  w  vorkommen.    Nach  (3),  (11),  (12)  und  (15)  kommt  noch: 

T  _  ^ ^  7i7 Ö ^-  w^ 


Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  32:  Besteht  auf  einer  Fläche,  die  keine  Schar  von 
Minimalgeraden  enthält,  eine  Relation  zwischen  den  beiden 
Hauptkrümmungsradien  R^  und  i?^,  ist  aber  weder  B^  noch 
R^  constant,  so  kann  man  die  Fundamentalgrossen  der 
Fläche  auf  die  Form   bringen: 


während: 


^  =  -!t,      ^  =  0,      N^^^^ 


R^^&,       R^^&^wir 


ist     Dabei   bedeutet  w  eine  Function  der  Parameter  u.  r 
der  Fläche  und  &  eine  Function  von  w  allein. 

Es  fragt  sich  nun  aber,  ob  man  iv  irgendwie  als  Function  von 
u,  V  und  i9-  irgendwie  als  Function  von  tc  wählen  darf.  Wir  wissen 
nach  Satz  25,  S.  338,  dass  zu  gegebenen  Fundamentalgrössen  dann 
und  nur  dann  Flächen  vorhanden  sind,  wenn  sie  die  Fundamental- 
gleichungen erMlen.  Wenn  wir  die  im  Satze  32  angegebenen  Funda- 
mentalgrössen benutzen,  so  reducieren  sich  die  Fundamentalglei- 
chungen wegen  F  =  M=  0  auf  die  obigen  Gleichungen  (2).  Femer 
sind  dann  7i^  und  7?^  durch  (3)  gegeben.  Man  überzeugt  sich  sofort^ 
dass  die  im  Satze  angegebenen  Werte  von  R^  und  R^  die  Gleichungen 
(3)  erfüllen.  Wir  haben  die  Fundamentalgleichungen  mittels  (3) 
auf  die  Formen  (4)  und  (5)  gebracht.  Die  Gleichungen  (4)  werden 
augenscheinlich  befriedigt,  nicht  so  die  Gleichung  (5).  Denn  zu- 
nächst können  wir  für  YF  und  ^G  nach  dem  Satze  die  Werte 

^         ^  -  w&' 

nehmen,  da  das  Vorzeichen  der  Wurzeln,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
in  (5)  keine  Bolle  spielt.     Alsdann  aber  kommen  fbr 

l      dJ/G  ,  _i_  dVE 

YF      du  yo       dr 
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die  Werte: 


TY^       und ^ 


<y^         —  w' 

sodass    die   Gleichung  (5)  —  die   einzige   noch   zu   erfüllende    Be- 
dingung -  die  Form  annimmt: 


w&'        du       ^'«        •    dv      w^ 

Wir  finden  also: 

Satz  33:  Nur  dann,  wenn  man  w  so  als  Function  von  u 
und  V  und  &  so  als  Function  von  w  wählt,  dass  die  Be- 
dingung: 

1  d     &''wwu    .     d    &'w„ 


+ 


uf&'        du       ^'*        •    dv      uf^ 

für  alle  Werte  von  u  und  v  erfüllt  wird,  giebt  es  Flächen 
mit  den  in  Satz  32  angegebenen  Fundamentalgrössen. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  eine  Fläche  sei  uns  irgendwie  durch 
ihre  endlichen  Gleichungen  gegeben,  ausgedrückt  mittels  zweier 
Parameter  u  und  v: 

(16)  x  =  (p{ü,€),      y^x («,  i5),       r  =  i/;(ß,  u). 

Wir  können' dann  leicht  entscheiden,  ob  sie  zu  den  hier  betrachteten 
Flächen  gehört.  Wir  berechnen  nämlich  die  Hauptkrümmungsradien 
Äj  und  i?2  als  Functionen  von  ü  und  f  nach  Xu  (ÜT)  imd  unter- 
suchen, ob  die  Functionaldeterminante  von  E^  und  R^  hinsicht- 
lich ü  und  i;  gleich  Null  ist  Ist  dies  der  Fall,  so  besteht  eine 
Relation  zwischen  R^  und  i?^,  sonst  nicht;  nach  Satz  54,  I  S.  82. 
W^enn  eine  Relation  besteht,  so  ergiebt  sich,  indem  man  aus  den 
gefundenen  Werten  von  R^  und  i?,  etwa  ß  eliminiert,  wobei  dann 
zugleich  {;  von  selbst  verschwinden  muss,  die  Relation  zwischen  i?^ 
und  i?j,. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  bei  der  Fläche  (16)  sei  wirklich 
eine  solche  Relation  vorhanden,  die  nach  R^  aufgelöst  etwa  ergebe: 

(17)  Ä,  =  ?(Äi), 

indem  wir  den  Fall  R^  =  Const.  beiseite  lassen,  und  wollen  uns 
fragen,  wie  man  alsdann  die  in  Satz  32  benutzten  Para- 
meter u  und  V  findet,  die  vorläufig  ja  noch  unbekannte  Func- 
tionen der  in  (16)  auftretenden  Parameter  ü^  ^  sind.  Es  wird  eine 
noch  unbekannte  Function  w  von  u,  t;  und  eine  noch  unbekannte 
Function  iT-  von  w  geben,  sodass  in  Gemässheit  des  Satzes: 
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wird.  Natürlich  kann  w  auch  als  Function  der  Parameter  ü  und  f 
aufgefasst  werden.  Als  solche  aber  kann  sie  und  zugleich  &  leidit 
berechnet  werden,  denn  nach  (17)  ist  zu  fordern: 

oder,  da  &  nur  von  w  abhängt: 

d^        dw 

woraus  durch  eine  Quadratur  hervorgeht: 

d& 


/■ 


^-^(^) 


=  log  w  +  Const. 


Ist  die  Quadratur  ausgef&hrt,  so  giebt  die  Auflösung  dieser  Glei- 
chung nach  ?9  die  gesuchte  Function  &  von  w,  wobei  noch  eine 
willkürliche  Constante  auftritt.  Nun  folgte  da  JR^  als  Function  Ton  ü 
und  V  bekannt  ist,  aus 

durch  Auflösung  nach  tc  auch  der  Wert  von  w  als  Function 
der  ursprünglichen  Parameter  ü,  i). 

Jetzt  gehen  wir  daran,  die  neuen  Parameter  u  und  t;  als  Func- 
tionen von  ü  und  l;  zu  finden.     Sind 

(18)  M  =  A  (w,  I;) ,       V  =  fi(ü,  «) 

diese  unbekannten  Functionen,  so  ist  längs  der  ErümmungscurYen  («) 
und  (r)  der  Fläche  du  =  0  bez.  c?r  =  0,  d.  h.  entweder 

(10)  lidü  +  i^di)=^0 

oder 

Nun  aber  lautet  die  Differentialgleichung  der  Erümmungscurven 
in  den  ursprünglichen  Parametern  ß,  fJ,  wenn  £,  F,  G,  Z,  M,  Ä"  die 
zugehörigen  als  Functionen  von  ü,  v  bekannten  Fundamental- 
grössen  bedeuten,  nach  XII  (?7)  so: 

dv^         E      L 


-du  de     F     ilfi=0. 

du^         G      N  \ 

Es   ist   dies   eine   quadratische  Gleichung  für  di):dü,   die  sich   in 
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zwei  lineare  Gleichungen  zerspalten  lässt.  Es  ergeben  sich  dabei 
etwa  die  Gleichungen 

4f  =  «(«,i>).      ||-  =  /9(«.iJ) 

als  die  Differentialgleichungen  der  Erümmungslinien.  cc  und/9  sind 
bekannte  Functionen  von  ü,  €.  Dann  muss  (19)  durch  den 
einen,  (20)  durch  den  anderen  Wert  von  de: du  befriedigt  werden, 
d.  b.  es  muss  sein: 

Dies  sind  zwei  Bedingungen  für  die  unbekannten  Functionen  l  und 
/i  von  ü  und  i),  ans  denen  folgt: 

(21) 

Ausserdem  wissen  wir^  dass  die  noch  unbekannten  auf  u  und  v  be- 
züglichen Fundamentalgrössen  E,  F,  G  den  in  (11),  S.  17,  aufgestellten 
Bedingungen  genügen,  die  sich  infolge  von  (21),  da  ja  F=0  sein 
muss,  reduciren  auf: 


dX                dl 

du        •    ^  d9 

du                dd 

(22) 


Nun  sind  uns  zwar  F,  F,  G  als  Functionen  von  u  und  v  uubekannt, 
aber  wir  können  sie  als  Functionen  von  ü,  i>  darstellen.  Denn  sie 
müssen  die  in  Satz  32  angegebenen  Werte  haben,  und  darin  sind 
uns  &  und  w,  wie  wir  sahen,  als  Functionen  von  ü  und  €  bekannt, 
sodass  wir  also  E,  Fj  G  als  Functionen  von  ü,  ü  kennen,  wobei 
allerdings  noch  eine  willkürliche  Constante  auftritt  In  den  Glei- 
chungen (22)  sind  also  nur 

dl  :%        d  u 

-^--       und       -rV 
ö  5  d9 

unbekannte,  alle  anderen  Grössen  dagegen  bekannte  Functionen 
von  ü  und  t;,  und  ausserdem  tritt  eine  noch  nicht  näher  bestimmte 
Constante  auf.  Da  c^  4=  /^  ^^^^  ^^^  sonst  die  beiden  Scharen  von 
Krümmungscurven  zusammenfallen  würden,  was  ja  oben  ausgeschlossen 
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worden  ist,  so  ergeben  schon  zwei  der  drei  Gleichmigeii  (22)  durch 

Auflösen  nach 

dl  j        du 

TI      '^"'^      -dJ 

diese  Grössen  als  bekannte  Functionen  von  ü  und  e.  Es  kann  sein, 
dass  dabei  die  noch  auftretende  Constante  beliebig  bleiben  darf  oder 
aber  bestimmt  gewSÜilt  werden  muss,  damit  die  drei  Gleichungen  (22) 
einander  nicht  widersprechen.    Aus  (21)  ergeben  sich  weiterhin  auch 

dX  j         du 

-ä^       und       -ä^ 
du  au 

als  Functionen  von  ü  und  ij.  Entweder  tritt  in  den  Aasdrücken  ftr 
diese  vier  partiellen  DiflFerentialquotienten  noch  eine  willkürliche  Con- 
stante auf  oder  nicht  Da  es  jedenfalls  Functionen  A  nnd  fi  geben 
muss,  weil  der  Satz  32  gilt^  so  werden  jedenfalls  f)ir  einen  bestimmten 
Wert  der  Constanten  die  gefundenen  Ausdrücke  den  Bedingungen: 

_d_   dX   _  _d_   dk^  d      dfi  ^    d      dfi 

dd     du  ~"  öw    öiP  '         d9     du         du    d^ 

für  alle  Werte  von  ü  und  v  Genüge  leisten,  sodass  sich  durch  je 
eine  Quadratur  auch  X  und  /i  selbst  als  Functionen  von  ü  und  f 
bestimmen  lassen.  Da  wir  somit  die  Gleichungen  (18)  zwischen  den 
ursprünglichen  Parametern  «,  ^  und  den  neuen  Parametern  m,  v 
kennen,  so  macht  die  Reduction  der  Flächengleichungen  (16)  auf 
diejenige  Form,  die  in  Satz  32  benutzt  worden  ist>  keine  Schwierig- 
keiten mehr.     Zugleich  haben  wir  die  endlichen  Gleichungen 

i  (ö,  fj)  s=  Const.,       ju  (fl,  v)  =  Const 

der  Erümmungscurven  gefunden.     Daher  hat  sich  noch  eigeben: 

Satz  34:  Besteht  auf  einer  Fläche  eine  Relation  zwischen 
ihren  beiden  Hauptkrümmungsradien,  so  verlangt  die  Be- 
stimmung ihrer  Krümmungscurven  nur  Eliminationen  und 
Quadraturen.^ 

In  dem  besonderen  Fall  einer  Röhrenfläche  haben  wir  dies 
schon  auf  S.  181  erkannt 


*  Siehe  LiB,  ,,Über  Flächen,  deren  Krümmungsradien  durch  eine 
Relation  verknüpft  sind*^  Archiv  for  Math,  og  Natnrv.  Bd.  IV  (1880),  oder 
die  Übersetzung  dieser  Abhandlung:  »»Sur  les  surfaces  dont  les  rayons 
de  courbure  ont  entre  euz  une  relation^S  Bulletin  des  sciences  math. 
2.  s^rie,  t  IV  (1880).  Insbesondere  für  die  Minimalflächen,  die  ja  su  den 
Flächen  des  Satzes  84  gehören ,  ist  der  Satz  schon  früher  von  Roberts  be- 
wiesen worden.  Vgl.  seine  Arbeit:  „Sur  la  surface  dont  les  rajons  de 
courbure  sont  6ganz,  mais  dirig6s  en  sens  oppos6s^S  Joom.  de  Math. 
p.  et  appl.  1.  s^rie,  t  XI.  (1846). 
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Die  Formeln  des  Satzes  32  zeigen,  dass  man  auf  den  hier  be- 
trachteten Flächen  sMche  Parameter  einführen  kann,  dass  die  zu- 
gehörigen Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ordnung  sämtlich 
Functionen  von  nur  einer  Function  w  {u,  v)  werden.  Diese  Eigen- 
schaft ist  nun  charakteristisch:  Wenn  man  nämlich  auf  irgend  einer 
Fläche  solche  Parameter  u,  v  einführen  kann,  dass  die  Fundamental- 
grössen sämtlich  nur  von  einer  Function  w  von  u  und  v  abhängen, 
so  folgt  aus  XII  {K)y  dass  auch  ihre  Hauptkrtünmungsradien  X^ 
und  i?2  Functionen  von  w  allein  werden  und  daher  zwischen  ihnen 
eine  Relation  besteht.     Also  können  wir  sagen: 

Satz  35:  Auf  einer  Fläche  lassen  sich  dann  und  nur 
dann  solche  Parameter  einführen,  für  die  alle  sechs  Fun- 
damentalgrössen von  einander  abhängige  Functionen  wer- 
den, wenn  zwischen  der  Krümmung  und  mittleren  Krüm- 
mung der  Fläche  eine  Relation  besteht 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  das  Gongruenzproblem 
allgemein  behandelt.  Wir  Hessen  dabei  eine  Lücke,  indem  wir  eben 
die  jetzt  betrachteten  Flächen  ausschlössen.  Wir  wollen  eine  Art, 
wie  man  diese  Lücke  ausfüllen  kann,  nur  kurz  andeuten: 

Liegen  zwei  Flächen  vor  und  besteht  auf  der  einen  eine  Re- 
lation zwischen  B^  und  B^,  so  kann  diese  Fläche  der  anderen  nur 
dann  congruent  sein,  wenn  bei  der  zweiten  Fläche  dieselbe  Relation 
zwischen  B^  und  i?,  besteht,  um  dann  über  ihre  Congruenz  zu 
entscheiden,  kann  man  auf  beiden  Flächen  nach  der  oben  aus- 
einandergesetzten Methode  mittels  Eliminationen  und  Quadraturen 
solche  neue  Parameter  u,  v  bez.  ft,  v  einführen,^  dass  die  zugehörigen 
Fundamentalgrössen  die  in  Satz  32  angegebenen  Formen  erhalten, 
also  auf  der  einen  Fläche: 


<^-('-/T 

jv-  *;,r 

und  auf  der  anderen  Fläche: 

ö .  (i^)- 

2=4,     7M'=0, 

^  Man  kann  die  Congrnenztheorie  auch  ohne  vorherige  Quadraturen 
durchführen,  vgl.  die  in  der  Anm.  zu  S.  841  genannte  Abhandlung  von  Ln. 
Es  würde  uns  aber  zu  weit  führen,  darauf  näher  einsugehen. 
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wird.  Dabei  ist  w  eine  Function  von  u,  t?,  femer  iD  eine  Function 
von  ü,  ^  und  &  eine  Function  von  w  allein^  &  eine  Function  von  ä 
allein.  Da  ausserdem  die  Parametercurven  die  Krümmungscorven 
sind,  so  können  die  Flächen  nur  in  der  Art  einander  congment 
sein,  dass  den  Parameterlinien  der  einen  Fläche  die  der  anderen 
entsprechen.  Mithin  wird  man  nach  S.  17  und  nach  Satz  25,  S.  338, 
so  verfahren:  Man  führt  etwa  auf  der  ersten  Fläche  neue  Para- 
meter ein  vermöge  zweier  Gleichungen  von  der  Form: 

ü  =  X  {li) ,      V  =  ß{v) 
oder  vermöge  zweier  Gleichungen  von  der  Form: 

wobei  wie  auf  S.  346  im  reellen  Fall  zu  beachten  ist,  dass  die 
Flächennormale  ihre  positive  Richtung  und  daher  auch  die  B^inda- 
mentalgrössen  zweiter  Ordnung  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn  nur 
eine  der  beiden  Grössen  A'  und  fi  negativ  ist  Die  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  und  die  Berechnung  der  neuen  Fundamental- 
grössen  JS\  F\  0\  L\  M\  N'  ist  mittels  der  Formeln  XI  {A)  und 
Xn  {B)  leicht  ausgeführt.     Es  kommt  z.  B.  im  ersten  Fall: 

wo  a  =  ±  1  ist,  je  nachdem  A'  ^  0  ist>  und  /9  =  ±  1  ist,  je  nachdem 
/i'  S  0  ist.  Nun  hat  man  zu  untersuchen,  ob  sich  die  Functionen  k 
und  /i  so  wählen  lassen,  dass  E\  G'  und  Z',  N'  die  obigen  Werte  E^ 
G,  Z,  N  annehmen. 

Diese  Untersuchung  bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  dar.  Man 
findet  sehr  leicht,  dass  w :  w  eine  Constante  sein  muss,  darauf,  dass 
X  und  /i'  Constanten  sein  müssen  u.  s.  w.  Wir  überlassen  die  Rech- 
nung und  die  Aufstellung  des  Ergebnisses  dem  Leser. 

Wenn  auf  der  einen  Fläche  ein  Hauptkrümmungsradius  con- 
stant  ist,  so  muss  dasselbe  auf  der  anderen  Fläche  gelten.  In 
diesem  Falle  ist  die  Erledigung  des  Congruenzproblems  noch  ein- 
facher. Denn  nach  Satz  31  sind  dann  folgende  Möglichkeiten  vor- 
handen: 

Beide  Flächen  sind  Röhren  flächen:  Man  wird  die  Gleichungen 
des  Ortes  c  der  Kreismitten  bestimmen  und  untersuchen,  ob  diese 
beiden  Curven  einander  congruent  sind,  nach  Satz  25,  I  S.  219. 
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Beide  Flächen  sind  abwickelbar:  Man  untersucht,  ob  ihre 
Gratlinien  einander  congruent  sind. 

Beide  Flächen  sind  Kugeln  oder  beide  Flächen  sind  Bota- 
tionscylinder:  In  diesen  Fällen  ist  die  Untersuchung  augenschein- 
lich noch  einfacher. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  gehören  zu  den  in  diesem  Para- 
graphen betrachteten  Flächen  insbesondere  die  Flächen  constanter 
mittlerer  Krümmung 


Für  diese  ergiebt  Satz  32,   wenn  die  Werte  von  B^  und  S^  ein- 
gesetzt werden,  die  Bedingungsgleichung  füi  &: 

aus  der  folgt: 

(g^  -  \)d&  ^  dw_ 

Integrieren  wir  beiderseits,  so  kommt: 

(23)  I  log  (Zf  i9-  -  2)  i9-  =  log  w  +  Const 

oder: 


d-  =  ^+^i,+  '""'         {c  =  Consi) . 

Ja 


Jetzt  ist  nach  Satz  32: 


=  c 


also   constant.     Nach  Satz  23,  S.  56,   folgt  hieraus,  da  die  Para- 
meterlinien die  Krümmungscurven  sind: 

Satz  36:   Auf  den  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung bilden  die  Krümmungscurven  ein  Isothermensystem.^ 

Femer  lautet  hier  die  Differentialgleichung  XI  (0)  der  Minimal» 
curven,  da  überdies  F^O  ist,  so: 

c^du^  +  dv^=-  0 
oder: 

cdu  ±  dv   =0, 
sodass 

cu  ±v      =  Const. 

*  Siehe  Bonnet,   ,,Note   sur   la   th^orie  g^n^rale   des   sarfaces", 

Comptes  Rendus  t.  XXX VIl  (1853),  und  die  in  der  ersten  Anm.  anf  S.  216 
erwähnte  Abhandlang. 

ScHEFFKRS,  Oeom.  Dlffir.    II.  24 
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die  endlichen  Gleichungen  der  Minimalcurven  sind.  Da  die  Ean- 
fbhrnng  der  Parameter  u,  v  nach  dem  Obigen  nur  EJliininationen 
und  Quadraturen  erforderte,  so  folgt: 

Satz  37:^  Auf  den  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung lassen  sich  die  Minimalcurven  durch  Quadratur  be- 
stimmen. 

Insbesondere   gehören   die  Minimalflächen   zu    den   Flächen 

constanter  mittlerer  Krümmung,  denn  es  sind  dies  die  Flächen,  f&r 

die  £  =:  0  ist     In   diesem  Fall   aber   folgt   aus  (23)    anderes   wie 

oben,  nämUch: 

i9-  =  c  tr'  (c  =  Const), 

sodass  nach  Satz  32 

(24)  1  =  4"*' 

d.  h.  auch  jetzt  constant  ist  Der  Satz  36  mag  für  diesen  Fall  be- 
sonders formuliert  werden: 

Satz  38:  Auf  den  Minimalflächen  bilden  die  Krttm- 
mungscurven  ein  Isothermensystem. 

Hier  lassen  sich  also  die  Erümmungscurven  so  anordnen,  dass 
sie  unendlich  kleine  Quadrate  bilden,  deren  Diagonalcurven  einer- 
seits wieder  ein  Isothermennetz  darstellen,  weil  das  in  I  S.  125  Ge- 
sagte ja  offenbar  auch  auf  Flächen  gilt,  und  andererseits  nach  S.  241 
die  Haupttangentencurven  sind,  sodass  auch  der  Satz  gilt: 

Satz  39:  Auf  den  Minimalflächen  bilden  die  Haupt- 
tangentencurven ein  Isothermensystem. 

Aus  (24)  erhellt  femer,  dass  der  Satz  37  auch  für  die  Minimal- 
flächen gilt,  indem  sich  hier  die  endlichen  Gleichungen  für  die 
Minimalcurven  ergeben: 

2c M  ±  IV  =  Const 

Ferner  ist  im  Fall  der  Minimalflächen  wegen  &^cto*  und 
nach  Satz  32: 

also,  da  3/=  0  ist,  nach  XII  (X)  die  Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencurven : 

-  4c^du^  +  (/r»  =  0 

^  Siehe  die  in  der  Anm.  zu  S.  366  genannten  Arbeiten  von  Lis. 
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oder: 

2cdu±dv  =  0, 

woraus  die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  hervor- 
gehen : 

2cu  ±v  =^  Gonst 
Also  folgt: 

Sats  40:  Auf  den  Minimalflächen  lassen  sich  die  Haupt- 
tangentencurven  durch  Quadratur  bestimmen.^ 

Übrigens  kann  man  dies  bei  der  in  Satz  114,  S.  247,  gegebenen 
Darstellung  der  Minimalflächen,  die  allerdings  zur  Voraussetzung 
hat,  dass  man  die  Minimalcurven  der  Fläche  schon  kennt,  sofort 
bestätigen,  denn  dort  ergaben  sich  in  (5)  für  die  Fundamental- 
grössen  L,  M,  N  solche  Werte,  für  die  die  Diflferentialgleichung  der 
Haupttangen tencurven  nach  XII  (X)  so  lautet: 

yFrfw±iyT'rfü«0, 
sodass 

^  ITdu  ±  iyTdv  =  Const 


fyr, 


die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  sind. 

Wir  haben  auf  den  Minimalflächen  oben  folgende  einfache  Dar- 
stellungen der  charakteristischen  Curven  gefunden:  Die  Krümmungs- 
curven  sind  gegeben  durch: 

u  =  Const ,      t;  =  Const. , 

die  Minimalcurven  durch: 

2ctt  ±  2t?  =  Const, 

die  Haupttangentencurven  durch: 

2  c  i£  ±  t?    =  Const 

Hieraus  folgt,  dass  auf  der  Minimalfläche  die  Ejümmungscurven  so 
angeordnet  werden  können,  dass  die  Diagonalcurven  ihres  Netzes 
entweder  die  Minimalcurven  oder  aber  die  Haupttangentencurven 
werden.  Vgl.  I  S.  138,  139.  Man  erkennt  hieraus,  dass  der  Satz  87, 
I  S.  139,  für  den  Fall  dieser  Curven  auf  den  Minimalflächen  durch 
unsere  Ergebnisse  bestätigt  wird.* 

^  Dies  wurde  zuerst  von  Bobebts  gezeigt,  vgL  die  in  der  Amn.  zu  S.  866 
genannte  Abhandlung. 

^  Weitere  Ausfuhrungen  hierzu  findet  man  in  dem  Werke  von  Lie: 
„Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen",  bearb.  v.  Verf.,  Leipzig  1891,  Kap.  9,  §4. 

24* 
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Auch  die  Flächen  constanter  Erümmang: 

1 


K^ 


RiRt 


gehören  zu  den  Flächen  des  Satzes  32.  Mittels  Elimination  und 
Quadraturen  können  wir  also  auch  auf  ihnen  solche  Parameter  Uj  v 
einführen,  dass  die  Formeln  des  Satzes  32  gelten.  Alsdann  folgt 
aber,  wenn  wir  dem  Satze  die  Werte  von  R^  und  i?,  entnehmen: 

oder 

d(^«)  dw 


i 


»•-1  ' 


woraus  durch  Integration  folgt: 

\  log  i&^  —  ,^  1  =  log  ti?  +  Const. 
oder  auch: 

^^  =  \  +cw^        (c  =  Const). 

Nach  Satz  32  ist  nun: 


—  • 


Die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven  nimmt  also 
nach  XII  {X)  hier  die  einfache  Gestalt  an: 

Kc^dti^  +  dv^^Q 
und  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichungen: 


±cyKdu  +  dv  =^0, 
woraus  folgt,  dass 

±  c  yA'     ?/  +     ü  =  Const. 

die  endlichen  Gleichungen  der  Haupttangentencurven  sind.    Hieraus 
lind  aus  Satz  34  folgt  also: 

Satz  41:  Die  Krümmungscurven  und  Haupttangenten- 
curven einer  Fläche  constanter  Krümmung  lassen  sich 
durch  Quadratur  bestimmen.^ 


^  Satz   von  Lie,   n^ur   Theorie   der   Flächen   constanter   Krüm- 
ipung,  r*,  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  IV  (1879). 
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§  12.    Functionen  des  Ortes  auf  der  Fläche. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  noch  eine  Be- 
trachtung anstellen,  die  die  natürliche  Yerallgemeinemng  der  Be^ 
trachtung  im  1.  Bande,  §  13  des  ersten  Abschnittes,  ist  Wir  stellen 
uns  nämlich  vor,  es  sei  eine  Fläche 

(1)  x=^(p{u,  v),       y  =x{u,  v),       z  =  i/;(m,  v) 
und  eine  Function 

der  Parameter  u  und  v  gegeben.  Dabei  beschränken  wir  uns  — 
wie  immer  —  auf  eindeutige,  endliche,  stetige  und  differenzierbare 
Functionen  (vgl.  I  S.  80). 

Zu  jedem  Punkte  (x,  y,  z)  der  Fläche  gehört  ein  Wertepaar  u,  v 
der  Parameter  und  zu  diesem  Wertepaar  ein  Wert  der  Function  f. 
Jedem  Punkte  {u,  v)  der  Fläche  ist  also  ein  Zahlenwert  der  Func- 
tion f  zugeordnet  Wenn  man  will,  kann  man  der  Function  f  eine 
physikalische  Bedeutung  unterlegen.  Sie  kann  z.  B.  die  Belegung 
der  Fläche  mit  einer  Masse  zum  Ausdruck  bringen,  indem  f  die 
Dichte  der  Masse  an  der  Stelle  {u^  v)  bedeutet^  oder  mau  kann  sich 
vorstellen,  die  Fläche  sei  erwärmt  worden  und  habe  an  der  Stelle 
{u,  v)  die  Temperatur  f{u,  v)  u.  s.  w. 

Giebt  man  der  Oonstanten  c  einen  bestimmten  Wert,  so  stellt 
die  Gleichung 

f{Uy  ü)   =   c 

eine  Curve  auf  der  Fläche  dar  (nach  Satz  3,  S.  11).     So  liegen  auf 

der  Fläche  oo^  Curven 

f[u,  v)  =  Const, 

auf  deren  jeder  f  einen  constÄuten  Wert  hat.  Durchwandert  der 
Punkt  (m,  v)  die  Fläche  (1)  auf  irgend  einem  Wege,  so  wird  er  diese 
Curvenschar  durchsetzen,  indem  f  nach  und  nach  verschiedene  Zahlen- 
werte annimmt.  Dabei  wird  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich/* 
ändert,  auch  wechseln. 

Diese  Geschwindigkeit  können  wir  so  definieren:  Der  Punkt 
{u,  v)  lege  einen  unendlich  kleinen  Weg  ds  zurück,  indem  seine 
Parameter  u  und  v  um  unendlich  kleine  Grössen  du  und  dv  wachsen. 
Dabei  geht  der  zum  Punkte  (w,  v)  gehörige  Wert  von  f(u,  v)  eben- 
falls in  einen  unendlich  wenig  geänderten  Wert  über,  denn  f  ändert 
sich  um 

(2)  df^fju  +  f^dv. 
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Alsdann  ist  der  Quotient 

d8 

das  Maass  der  Geschwindigkeit^  mit  der  sich  die  Function/* 
auf  dem  Wege  ds  ändert  Wir  können  diesen  Quotienten  aach 
den  Differentialquotienten  der  Function  f  nach  dem  Wege 
nennen. 

Es  muss  aber  gezeigt  werden,  dass  dieser  Differentialqaotient 
einen  bestimmten  Wert  hat:  Sind  ü,  F,  G  die  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  der  Fläche  (1),  so  ist 

ds^  =  Udu^  +  2  Fdudv  +  Gdv^, 
also: 
/Qx  df^ fudu  +  fydv 


ds         YEdu*  +  2Fdudif  +  Qdw^ 

Die  rechte  Seite  ist  homogen  von  nullter  Ordnung  in  Bezug  auf  du 
und  dv,  was  auch  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden  kann, 
dass  man  den  endlichen  Quotienten: 

dv : du  =  k 

einführt,  wodurch  rechts  die  Differentiale  fortfallen,  sodass  sich  der 
endliche  Wert  ergiebt: 

df  fu  +  fvk 


(4) 


d8         yi:  +  2Fk+Gk^ 


Ist  der  Punkt  (u,  v)  bestimmt  gewählt  worden,  ebenso  die 
Richtung  {k  =  dv  :  du)  des  Fortschreitens  längs  eines  Elementes  ds 
und  hat  man  eine  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel getroffen,  so  hat  die  rechte  Seite  im  allgemeinen  einen  end- 
lichen und  bestimmten  Wert 

Nachdem  wir  so  den  Differentialquotienten  der  Function  f  nach 
dem  Wege  definiert  haben,  können  wir  ihn  noch  anders  bezeichnen : 
Die  rechte  Seite  von  (4)  hängt  von  der  Länge  des  Weges  ds  gar 
nicht  ab,  sondern  nur  von  seiner  Richtung,  die  durch  k  angegeben 
wird.  Daher  können  wir  den  Ausdruck  auch  den  Differential- 
quotienten der  Function  f  nach  der  Richtung  {k)  nennen. 

Wir  sehen  hierbei  von  solchen  Stellen  {u,  v)  der  Fläche  ab,  an 

denen  sowohl  f^  als  auch  f^  gleich  Null  ist,  weil  dann  das  Increment 

von  f  nicht  den  Wert  (2),  sondern  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  alle 

zweiten  partiellen  Ableitungen  von  f  ebenda  gleich  Null  sind  —  den 

Wert: 

ifuudu'  +  f^^dudv  +  \f^^dv^ 
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hat  An  einer  allgemein  gewählten  Stelle  (u,  v)  der  Fläche  sind  f^ 
und  f^  sicher  nicht  beide  gleich  Null,  weil  sonst  f  eine  Gonstante 
wäre,  was  wir  natürlich  aosschliessen.  Solche  Stellen  (u,  v)  der 
Fläche,  an  denen  /j^  =  /*^  ==  0  ist,  nennen  wir  singulare  Stellen 
der  Function  f  (vgl  I  S.  84). 

Femer  wollen  wir  im  Fall  einer  reellen  Fläche  (1)  mit  reeller 
Parameterdarstellung  den  Weg  ds  stets  als  positiv  betrachten,  so- 
dass die  Quadratwurzel  in  (3)  alsdann  positiv  zu  nehmen  ist,  woraus 
folgt,  dass  df:  ds  postiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der 
Zähler  in  (3),  d.  h. 

positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  f  auf  der  ein- 
geschlagenen Richtung  zu-  oder  abnimmt 

Die  Formel  (4)  werden  wir  also  im  reellen  Fall  lieber  so 
schreiben: 

(5)  -?^  =  «  ^-  +  ^-^ 


ds  yE+2Fk-hOk* 

indem  wir  dann  festsetzen,  dass  die  Quadratwurzel  positiv  sein  und 
6  =  ±  1  sein  soll,  je  nachdem 

fudu+f^dv^O 
ist 

Um  uns  nun  von  der  Art  der  Änderung  der  Function  f  ein 
anschauliches  Bild  zu  machen,  tragen  wir  den  Wert  (4)  oder  (5)  als 
Strecke  auf  der  Tangente  des  zugehörigen  Weges  ds  vom  Punkte 
{u,  v)  aus  auf  und  zwar,  wenn  der  Wert  positiv  ist,  im  Sinne  vom 
Punkte  (w,  v)  zum  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv),  andernfalls  im  umge- 
kehrten Sinne,  also  rückwärts.  Zu  einer  Tangente  des  Punktes 
(m,  v)  gehört  zwar  nur  ein  Wert  von  k  =  dvidu.    Aber  es  ist  auch 

• 

~'  —du 

Ist  der  Differentialquotient  dfids  für  du  und  dv  etwa  positiv,  so 
ist  er  für  -^du  und  —dv  negativ,  vom  selben  absoluten  Werte  und 
umgekehrt.  Daraus  folgt,  dass  wir  bei  seiner  graphischen  Darstellung 
für  beide  Richtungen  des  Fortschreitens  auf  der  Tangente  (k)  doch 
nur  eine  Strecke  erhalten,  was  auch  die  Formeln  nachher  zeigen 
werden. 

Es  seien  X,  ^,  Q  die  Richtungscosinus  der  Tangente  (A)  und 
zwar  im  Sinne  des  Fortschreitens  vom  Punkte  (w,  v)  zum  Punkte 
{u  +  du,  V  +  dv).     Dann  ist: 
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also,   da   die  Summe   der  Quadrate  der  rechtsstehenden  Klammem 
nach  XI  {Ä)  gleich 

Edu^+  2Fdudv+  Odv^ 
ist: 
/gx  Y  s= Xu  du  -h  x„dv 


yjSdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

u.  8.  w.,  wobei  die  Quadratwurzel  im  reellen  Fall  positiv  zu  wählen 
ist  Der  Endpunkt  der  zugehörigen  Strecke,  die  als  Wert  des  Diffe- 
rentialquotienten df:  ds  aufgetragen  wird,  hat  dann  die  Coordinaten: 

oder  nach  (3)  und  (6)  die  Coordinaten: 

-  ,     (x^du  +  x^dv)(fudu'{-frdv) 

^*^  i-^-t-     Edu^  +  2'Fdudv^Odv^ 

u.  8.  w.  Das  Fehlen  Ton  Quadratwurzeln  und  die  ünveränderlich- 
keit  dieser  Ausdrücke  beim  Ersetzen  von  du  und  dv  durch  —  rfi« 
und  —dv  zeigt  auch  analytisch,  dass  wir  auf  der  Tangente,  die  zu 
k  =  dv:du  gehört,  nur  eine  Strecke  erhalten,  gleichgültig  ob  wir 
im  einen  oder  anderen  Sinne  fortschreiten. 

Wir    können    die    Coordinaten    J,  9,  J    des    Endpunktes     des 
graphisch  dargestellten  Differentialquotienten  auch  so  schreiben: 


(8) 


Lassen  wir  k  variieren,  d.  h.  tragen  wir  auf  allen  Fort- 
schreitun gsrichtungen  vom  Punkte  (w,  v)  aus  die  zugehörigen  Werte 
des  Differentialquotienten  df\ds  graphisch  auf,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  (f,  ^,  j)  eine  Curve  in  der  Tangentenebene  des  Punktes 
(m,  v).  Diese  Curve  ist  durch  (8)  mittels  des  Parameters  k  dar- 
gestellt. Dabei  sind  mit  u^  v  alle  Grössen  rechts  ausser  k  be- 
stimmte Zahlen. 

In  der  Ebene  ergab  sich  als  die  entsprechende  Curve  ein 
Kreis  durch  den  Punkt  (vgl.  Satz  56,  I  S.  84).  Dass  dies  auch 
jetzt  der  Fall  ist,   sieht  man  so:   Wären  a,  ä,  c  die  rechtwinkligen 
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Goordinaten  desjenigen  Punktes  des  fraglichen  Kreises,  der  dem 
Punkte  (x,  y,  z)  oder  («,  v)  gegenüberliegt,  so  wären 

die  Goordinaten  der  Kreismitte  und  8  (« —  xy  das  Quadrat  des 
Kreisdurchmessers,  daher  in  den  laufenden  Goordinaten  jr,  Q,  j  die 
Gleichung: 

die  Gleichung  der  Kugel,  die  den  Kreis  zum  grössten  Kreis  hätte. 
Es  müsste  also  gezeigt  werden,  dass  es  drei  von  k  unabhängige 
Goordinaten  a,  b,  c  giebt,  die  erstens  diese  Gleichung  erfüllen  und 
zweitens  einen  Punkt  in  ier  Tangentenebene  des  Punktes  (x,  y,  z) 
festlegen.  Die  zweite  Bedingung  drückt  sich,  wenn  X,  7,  Z  die 
ßichtungscosinus  der  Flächennormale  sind,  so  aus: 

(9)  8J:(a-x)  =  0, 

während  die  erste  zunächst  so  geschrieben  werden  kann: 

8[(E  -  ^)  -  \(a  -  x)y  ==  \S{a  -  xf 
oder  so: 

Ste-^)*-8te-x)(a-;F)  =  0. 

Nach  (8)  und  XI  {J)  ist  aber: 

Q  rr  —  r\^  —  (/»  +  fv  ^)* 

OKI       ^)    -   £+2Fk+  Qk"   ' 

S(E  -  x){a  -  x)  = E-^2Fk-^Qk^ ' 

sodass  die  Bedingung,  weil  sich  überdies  der  Factor  f^+f^h  und 
der  Nenner  absondern  lässt^  so  lautet: 

oder: 

[fu  -  Sorja  -  X)]  +  [(/;  -  Sx^(a  -  a:)]Ä  =  0. 

Da  die  Bedingung  für  alle  Werte  von  k  bestehen  soll,  zerfällt  sie 
in  die  beiden  Forderungen: 

(10)  s  x^(fx  -x)  =  /;,      8x„(a  -  o:)  =  /;. 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an  zu  beweisen,  dass  es  Werte 
a,  b,  c  giebt.  die  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  genügen.  Es  sind 
dies  aber  drei  in  a  —  x,  b  —y,  c  —  z  lineare  Gleichungen,  deren 
Determinante  nach  XI  (Z)  von  Null  verschieden  ist,  sobald  die 
Fläche  nicht  die  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist;  von  solchen 
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Flächen  sehen  wir  ab.  Also  lassen  sich  a  —  x,  A  —  y»  c  —  r  und 
damit  auch  a,  b,  c  aus  (9)  nnd  (10)  bestimmen.    Folglich: 

Satz  42:  Trägt  man  auf  allen  Fortschreitungsrichtungen 
von  einem  Flächenpunkte  (u,v)  aus  diejenigen  Differential- 
quotienten 

df fudu  +  f^dv 

da         yEdu*  +  2Fdudv+  Qdv* 

einer  Ortsfunction  f(u,  v)  graphisch  als  Strecken  auf,  die 
zu  den  betreffenden  Richtungen  {dvidu)  gehören,  so  ist 
der  Ort  der  Endpunkte  dieser  Strecken  ein  Kreis  in  der 
Tangentenebene  des  Punktes  (u,  v)\  und  dieser  Kreis  geht 
durch  den  Punkt  (ti,  v)  selbst  Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass 
die  Fläche  keine  Tangentenifläche  einer  Minimalcurve  sei 
(Siehe  Fig.  74.) 

Unter   allen  Fortschreitungsrichtungen  vom  Punkte  (tc,  v)  aus 
giebt    es    also    zwei    hinsichtlich   der   Function  f   ausgezeichnete 

Richtungen,  erstens  die  Rich- 
tung nach  der  Kreismitte  hin 
und  zweitens  die  dazu  senk- 
rechte, also  die  Tangentenrich- 
tung des  Kreises  im  Punkte  («,  o). 
Die  erste  Richtung  ist  im  reellen 
Fig.  74.  Fall  diejenige,  für  die  der  Diffe- 

rentialquotient  dfids  sein  Maxi- 
mum hat,  die  zweite  ist  —  auch  im  imaginären  Falle  —  diejenige, 
für  die  der  Diflferentialquotient  gleich  Null  ist.  Jene  erste  Richtung 
nennen  wir  kurz  die  Maximalrichtung.  Sie  ist  im  reellen  Fall 
auch  dem  Sinne  nach  vollständig  bestimmt,  da  sie  zum  Punkte 
(a,  b,  c)  geht  Sind  du,  dv  die  Incremente  von  u  und  v  nach  dieser 
Richtung  hin,  so  müssen  sich  die  Differentiale 

x^du  +  x^dv,       yy,du  +  y^dv,       z^du  +  z^dv 
so  wie 

a  —  X ,         b  —  7/ ,         c  —  z 

zu  einander  verhalten,  und  beide  Grössenreihen  müssen  überdies 
im  reellen  Fall  in  ihren  Vorzeichen  übereinstimmen.  Da  nun  aus 
(10)  die  in  a  —  x,  b  —  i/,  c  --  z  homogene  Gleichung  folgt: 

so  ist  für  die  gesuchten  Differentiale 

/«S^„(x„rfM  +  x^dv)  -  f^Sx^{x^du  +  x^dv)  =«  0 
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oder  wegen  XI  {A): 

[Ef^  -  FQdu  +  {Ff^  -  GQdv  =  0, 
sodass 

du:dv  =  {Gr^-FO:{Ef^-FfJ 

ist.  Wir  wissen  aber  noch  nicht,  ob  die  Grössen  du  und  dv  die- 
selben Vorzeichen  wie  die  Klammern  rechts  oder  die  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  haben.   Es  ist  zu  fordern,  dass  z.  B.  die  Summe: 

Sx^{x^du  +  x^dv)       oder       Fdu+  Fdv 

dasselbe  Vorzeichen  wie  Sx^{a  —  x)  oder  —  nach  (10)  —  wie  f^ 
habe.  Wenn  wir  statt  du  und  dv  direct  jene  beiden  Klammern 
setzen,  so  tritt  statt  Fdu  +  Fdv  auf: 

^{Gf,  -  FQ  +  F{ßf^  -  FQ 
oder 

{EG-F^f^, 

und  dies  ist  im  reellen  Fall  nach  8.  18  wirklich  von  demselben 
Vorzeichen  wie  f^.     Also  sehen  wir: 

Für  die  gesuchte  Maximalrichtung  sind  du  und  dv  proportional 

und  stimmen  —  im  reellen  Fall  —  auch  im  Vorzeichen  mit  diesen 
Grössen  überein.  Aus  (3)  folgt  der  zugehörige  Wert  des  Differential- 
quotienten von  f,  wenn  wir  diese  proportionalen  Grössen  einsetzen. 
Da  nämlich. 

(11)     E{Qf^-Fß^+2F{Gf^-FQ{Ef-PQ  +  G[Ef-FQ^= 

={ßG-F*){EfJ'-2FfX+Gr„») 

ist,  so  kommt: 

und  zwar  gilt  hier  im  reellen  Fall  das  positive  Vorzeichen  bei  der 

Wurzel,  deren  Badicand  im  reellen  Fall  selbst  positiv  ist 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Fläche  von  den  schon  oben  erwähnten 

co^  Curven 

f{u,v)  =  Const 

überzogen,  so  wird  durch  den  betrachteten  Punkt  (u,  v)  eine  ge- 
wisse Curve  der  Schar  gehen.  Längs  ihrer  ändert  sich  die  Ortch 
l'unction  /'  nicht,  längs  ihrer  Tangente  im  Punkte  {u,  v)  ist  daher 
df:ds  =  0.    Mithin    berührt  sie  im  Punkte  (it,  v)  den  in  Satz  42 
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angegebenen  Kreis.  Die  zu  ihrer  Tangente  senkrechte  Tangente 
giebt  also  die  Maximalrichtung  an;  sie  ist  die  Richtung  der  durch 
den  Punkt  (m,  v)  gehenden  orthogonalen  Trajectorie  aller  Curven 
/'=Const    Wir  sagen  deshalb: 

Satz  43:  Der  Differentialquotient  df:  äs  der  Orts- 
function  f{u,  v)  auf  einer  Fläche  hat  im  Punkte  (m,  v)  der 
Fläche  für  die  verschiedenen  Fortschreitungsrichtungen 
verschiedene  Werte.  Er  ist  gleich  Null  längs  der  Tangente 
der  Curve  f  =  Const,  die  durch  den  Punkt  (ti,  v)  geht,  und 
hat  längs  der  Tangente  der  durch  den  Punkt  (u,  v)  laufen- 
den orthogonalen  Trajectorie  aller  od^  Curven  /"«Const 
den  Wert: 

der  im  reellen  Fall  das  Maximum  unter  allen  Werten  von 
dfids  an  der  Stelle  (u,  v)  angiebt  Längs  der  Fortschrei- 
tungsrichtung  dieser  orthogonalen  Trajectorie  sind  die 
Incremente  du  und  dv  den  Grössen: 

proportional,  und  im  reellen  Fall  stimmen  sie  auch  mit 
diesen  Grössen  in  den  Vorzeichen  tiberein,  wenn  der  Sinn 
der  Fortschreitung  so  genommen  werden  soll,  dass/*  dabei 
wächst 

Kennt  man  den  Diflferentialquotienten  df:  ds  für  zwei  Richtungen 
durch  den  Punkt  (m,  r),  z.  B.  für  die  (positiven)  Fortschreitungs- 
richtungen auf  den  Parameterlinien,  so  kennt  man  ihn  für  alle 
Richtungen  durch  den  Punkt  (m,  v).  Denn  wenn  man  die  beiden 
Werte  —  unter  Beachtung  der  Vorzeichen  —  graphisch  aufträgt» 
erhält  man  zwei  Endpunkte,  die  zusammen  mit  dem  Punkte  {u,  v) 
den  in  Satz  42  angegebenen  Kreis  bestimmen. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  auch  der  Satz  hervor: 

Satz  44:  Soll  sich  der  Punkt  {u,  v)  auf  einer  Fläche  so 
bewegen,  dass  sich  eine  Function  f{u,  v)  seines  Ortes  mög- 
lichst  stark   ändert,   so   muss   er   eine  Curve  beschreiben, 

die  alle  Curven 

f{u,  v)  =  Const. 

auf  der  Fläche  senkrecht  durchschneidet 

Vgl.  Satz  57,  I  S.  85,  für  den  Fall  der  Ebene.  Wie  wir  dort 
weiterhin  den  Satz  58,  I  S.  86,  ableiteten,  so  könnten  wir  auch  hier 
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einen  entsprechenden  Satz  beweisen.  Wir  gehen  hierauf  aber  nicht 
ein.  Dagegen  sei  ein  umstand  erwähnt,  der  Bedenken  erregen 
könnte:  *Wir  sahen,  dass  die  Differentialquotienten  dfids  der  Orts^: 
function  f  graphisch  als  Sehnen  eines  Kreises  dargestellt  werden 
können.  Nun  aber  gehen  yom  Punkte  {u,  v)  zwei  Minimalrichtungen: 
auf  der  Fläche  aus,  auf  denen  ds  =  0  ist  (nach  S.  35\  sodass  hier 
df'.ds  =  QO  wird.  Thatsächlich  hat  aber  auch  jeder  Kreis  unend-^ 
lieh  grosse  Sehnen,  sobald  man  auch  das  Imaginäre  berücksichtigt 
Z.  B.  wird  der  Kreis  in  der  ary-Ebene: 

der  durch  den  Anfangspunkt  geht^  von  einer  Geraden  y  ^  ax  durch 
den  Anfangspunkt  zum  zweiten  Mal  in  einem  Punkte  getroffen,  dessen 

x-Coordinate  den  Wert 

2a 

X  = 5- 

1  +  o* 

hat.     Für  a  =  ±  i  aber  wird  dieser  Wert  unendlich  gross.  * 

Führen  wir  auf  die  Fläche  (1)  eine  Bewegung  aus,  bringen  wir 
sie  also  in  eine  andere  Lage,  so  hat  das  keino  Wirkung  auf  die 
Function  /'(w,  v)  des  Ortes,  da  die  Parameter  m,  v  nach  wie  vor 
dem  alten,  allerdings  an  eine,  andere  Stelle  des  Baumes  übergeführten 
Flächenpunkte  angehören.  Also  bleibt  auch  der  Ausdruck  (12)  da- 
bei ungeändert,  weil  sich  ja  auch  E,  F^  G  und  1)  nach  Satz  6, 
S.  16,  nicht  ändern. 

Führen  wir  zweitens  neue  Parameter  ü  und  i;  auf  der  Fläche 
ein,  indem  wir  etwa; 

(13)  M  =  A(fl,  f?),  t?  =  jti(Ä,  v) 

setzen,  so  geht  die  Function  /*(«,  v)  des  Ortes  in  die  Function: 

/•=/'(A(ö,  v),  jti(ü,  v)) 

von  ü,  V  über.  Da  aber  der  Punkt  (w,  v)  mit  dem  Punkte  (w,  v) 
identisch  ist,  sobald  die  Parameterpaare  den  Bedingungen  (13)  ge- 
nügen, so  gehört  nach  wie  vor  jedem  Punkte  der  Fläche 
derselbe  Zahlenwert  von  /'  zu,  der  ihm  früher  durch  f  zu- 
geordnet  war.     Daher   bleiben  dann  auch  unsere  Betrachtungen 


*  Wie  wir  in  I  S.  339  sahen,  haben  alle  Kugeln  in  der  Auffassung  der 
projectiven  Geometrie  einen  imaginären  unendlich  fernen  Kreis  gemein.    Jeder 
Kreis  also  hat  im  Unendiichfemen  zwei  imaginäre  Punkte,  nämlich  jene  Punkte,, 
in  denen  seine  Ebene  jenen  unendlich  fernen  Kreis  trifiFt.    Dies  zur  Erläuterung 
xles  Textes;  doch  machen  wir  von  diesen  Vorstellungen  keinen  Gebrauch. 
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über  den  DifiPereDtialquotienten  richtig.  Der  Maximalwert  des  Dif- 
ferentialquotienten  yon  /'  ist  nun,  wenn  S,  JP,  Q  die  auf  O,  ^  be- 
züglichen Fundamentalgrössen  der  Fläxshe  bedeuten,  analog  (12)  n 
bilden,  indem  darin  alle  Grössen  mit  Querstrichen  zii  versehen 
sind.  Er  muss  notwendig  denselben  Wert  wie  früher  haben ,  da  ja 
jedem  Punkte  der  Fläche  noch  dieselbe  Zahl  durch  die  Ortsfonctioii 
zugeordnet  ist  wie  vorher. 

Dieser  Schlass  lässt  sich  auch  auf  den  imaginären  Fall  aus- 
dehnen, denn  die  Grösse  (12)  kann,  statt  als  Maximalwert,  aach  ab 
der  vom  Punkte  [u,  v)  ausgehende  Kreisdurchmesser  definiert  werden, 
und  diese  Definition  behält  auch  für  den  imaginären  Fall  ihren  Sinn. 
Da  wir  aber  im  Fall  einer  imaginären  Fläche  oder  einer  imaginären 
Parameterdarstellung  einer  reellen  Fläche  keine  Festsetzung  über 
das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  getrofien  haben,  so  kOnnen  wir 
das  Ergebnis  allgemein  nur  für  das  Quadrat  des  Ausdruckes  (12) 
aussprechen : 

Satz  45:    Ist  f(u,  v)   eine  Function   des  Ortes  (u,  v)   auf 
einer  Fläche,  so  ändert  sich  der  Ausdruck 

weder  bei  Ausführung  einer  Bewegung  noch  bei  Einführung 
neuer  Parameter  auf  der  Fläche. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  direct  leicht  beweisen,  indem  man 
nämlich  in  den  Ausdruck: 

die  Werte  von  E,  F,  G  nach  den  Formeln  (11)  auf  S.  17  und  die 
Werte: 

du         du    du         dv    du 

df         df    dl    ,     df    dfi 

~~  -r 


d  ^         du    d  9         dv    d  d 

einsetzt,  wodurch  der  im  Satze  angegebene  Ausdruck  hervorgeht 

Der  im  Satze  angegebene  invariante  Ausdruck  heisst  der  erste 
Differentialparameter  der  Function  f{u,vy  und  zwar  deshalb 


^  Ganz  gelegentlich  kommt  ein  erster  Differentialparameter  schon  in  Gauss* 
jyDisquisitiones*'  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  5)  in  art.  22  vor,  wie  man  überhaupt 
natargemäss  bei  vielen  Rechnungen  in  der  Flftchentheorie  auf  diesen  invarianten 
Ausdruck  gefQhrt  wird,     haut   dagegen   hatte  in  seinen  „Le^ons  sur  les 
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der  erste,  weil  man  ancb  mit  dem  zweiten  Differentialqnotienten 
von  f  einen  iuvariaDten  Ausdruck  bilden  kann,  den  wir  jedoch  niclit 
besprechen.  Zur  Abkürzung  bedienen  wir  uns  für  diesen  ersten  Diffe- 
rentialparanieter  von  /'  des  Zeichens 


Wir  definieren 

(14) 


lies  Zeichen  also  durch  die  Formel: 


Der  Satü  45  über  die  Unveränderlichkeit  vou  Jff  gilt  wohl- 
bemerkt irar  für  Functionen  f'{u,  v),  deren  Zahlenwerte  den  Punkten 
(m,  v)  der  Flüche  auch  nach  der  Einführung  neuer  Veränderlicher 
bleiben.  Deatlicher  wird  dies,  wenn  wir  ein  Beispiel  beibringen,  in 
dem  Jff  sich  dennoch  ändert:  Verstehen  wir  unter  /"  etwa  den 
Cosinus  des  Winkels  der  beiden  durch  den  Funkt  (u,  v)  gehenden 
Parametercurven,  sodass  nach  (11),  S.  31, 


ist,  so  sind  bei  der  Einführung  neuer  Parameter  zwei  Auffassungen 
möglich:  Entweder  halten  wir  an  der  durch  diese  Formel  gegebenen 
analytischen  Definition  von  f  als  Function  von  »  und  v  fest, 
sodass  wir  die  Einführung  neuer  Parameter  ü,  f  dadurch  bewerk- 
stelligen, dass  wir  in  dem  Ausdruck  von  f  flir  k  und  v  ihre  Werte 
in  ü  und  c  einsetzen.  Alsdann  bleibt  J^f  ungeändert,  aber  nach 
der  Einfuhrung  der  neuen  Veränderlichen  stellt  /"  nicht  den  Cosinus 
des  Winkels  der  neuen  Parameterlinien,  sondern  immer  noch  den 
Cosinus  des  Winkels  der  alten  Parameterlinien  dar,  weshalb  der 
Ausdruck  f  und  mit  ihm  ^ff  alsdann  im  neuen  Parametersystem 
wenig  Interesse  hat.  Oder  aber  wir  bleiben  bei  der  geometrischen 
Definition  von  /'  als  Cosinus  des  Winkels  der  Parametercurven,  sodass 
wir  in  der  neuen  Veränderlichen  ö,  e  statt  f  den  Ausdruck: 


VeVo 


coordoDD^es  curvilignes'',  Paris  1859,  DiflereDtialparameter  mit  voller 
RenntDÜ  ihrer  Bedeutung  für  die  Ebene  und  für  den  Rhuoi  eingeführt,  und 
sie  erwieaeD  sich  als  äusserst  nülzlich  in  der  Physik  und  Mechanik.  Aber  erst 
Bei.traiii  hat  ihren  BugtiS  auf  die  FlSuhea  Übertragen  und  ffir  die  Qeometrle 
der  Flächen  eine  analoge  Theorie  gescliaffen.  Zu  nennen  sind  eeinc  Abhand- 
lungen: „ßicerche  di  analiai  applicata  alla  geometria",  Giomale  di 
Matern,  t.  II  (1B65),  and  „Sulla  teorica  generale  dei  parametri  diffe- 
reniiali",  Meuorie  dell'  Aceademia  delle  Scienze  di  Bologna,  ser.  U,  tVIlI 
(1869). 
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henntzen.  Aber  diese  Function  /*  geht  aus  f  nicht  durch  Ein- 
fiihrung  der  neuen  Veränderlichen  hervor,  ist  also  keine  Ortsfunction, 
oder  anders  gesagt:  f  hat  für  ein  und  denselben  Flächenpunkt  einen 
anderen  Zahlen  wert  als  f,  denn/*  bedeutet  für  diesen  Punkt  den 
Cosinus  des  Winkels  der  alten  und  f  den  Cosinus  des  Winkels  der 
neuen  Parameterlinien.  Daher  hat  auch  der  Differentialpaiameta 
von  f  in  den  alten  Parametern  für  ein  und  denselben  Flächenpunkt 
einen  anderen  Zahlenwert  als  der  Dififerentialparameter  von  finien 
neuen  Parametern. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  wir  die  Function  f  ohne  Büci- 
sicht  auf  das  gerade  gewählte  Parametersystem  zu  definieren  ver- 
mögen. Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  f  das  Erümmxmgsmaass  K 
oder  das  Quadrat  der  mittleren  Krümmung  H  ist  ^  (Vgl  S.  342.) 
Andere  Beispiele  sind:  f  bedeute  das  Quadrat  des  Differential- 
quotienten von  K  längs  einer  der  Hauptkrümmnngsrichtungen  des 
Flächenpunktes  oder:  f  bedeute  die  Excentricität  der  Indicatrix  des 
Flächenpunktes  u.  s.  w. 

Ist  z.  B.  /*=  A",  dem  Krümmungsmaass,  so  ist  Jj^j^^  eine  eben- 
falls gegenüber  der  Einführung  neuer  Veränderlicher  invariante 
Grösse. 

Wir  thun  daher  gut,  den  Satz  45  etwas  deutlicher  so  zu  for- 
mulieren: 

Satz  46:   Führt  man  die  Operation 

.       J5?/;.«-2F/L/;  +  ö/.»" 
^ff  = -ßt 

auf  eine  solche  Function  f{u,  v)  aus,  die  gegenüber  allen 
Bewegungen  und  bei  Einführung  irgend  welcher  neuer 
Parameter  auf  der  Fläche  ungeändert  bleibt,  so  geht  eine 
Function  von  derselben  Art  hervor. 

Die  Functionen,  von  denen  in  diesem  Satze  die  Rede  ist,  sind 
eben  diejenigen,  die  wir  auf  S.  342  als  die  Differentialinvari- 
anten der  Fläche  gegenüber  den  Bewegungen  und  der  Ein- 
führung neuer  Parameter  bezeichnet  haben  und  die  selbstver- 
ständlich für  die  Geometrie  der  Fläche  die  gr5sste  Bedeutong  haben. 

In  betreff  der  Minimalcurven  können  wir  noch  einen  ein- 
fachen Satz  ableiten: 


^  Wir  nehmen  hier  und  im  folgenden  Beispiel  das  Quadrat,  weil  die  Iiir 
Varianz  dann  auch  bezüglich  des  Vorzeichens  gesichert  ist,  eine  VoTanssetziiDg» 

die  wir  hier  ja  stets  machen.    (Vgl.  hierzu  S.  346.) 
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Nehmen  wir  an,  es  sei 

f{uj  v)  =  Const 

die  endliche  Gleichung  der  einen  Schar  von  Minimalcurven  auf  der 
filäche.  Alsdann  ändert  sich  die  Ortsfunction  f  nicht  beim  Fort- 
schreiten längs  der  Minimalcurven,  daher  nach  Satz  44  am  stärksten 
in  den  zu  ihnen  senkrechten  Trajectorien.  Diese  aber  fallen  mit 
jenen  Minimalcurven  selbst  zusammen  (vgl.  S.  177  oder  Satz  47, 
I  S.  338),  auf  denen  sich  f  nicht  ändert  Der  Widerspruch  kann 
sich  nur  dadurch  lösen,  dass  in  diesem  Fall  die  Maximaländerung 
von  f  gleich  Null  ist,  d.  h.  nach  Satz  43  muss  jetzt 

(15)  Ef^*-2FfJ^+GfJ^0 

sein.  Da  wir  jedoch  hierbei  das  Imaginäre  benutzten,  während  jener 
Maximalwert  aus  der  Betrachtung  der  grössten  reellen  Sehne  des 
in  Satz  42  gefundenen  Kreises  abgeleitet  wurde,  soll  dies  noch  direct 
bewiesen  werden:   Längs  der  Curven 

f{Uf  v)  =  Const 
istr 

aiao  f^:f^=s^  dvidu.  Setzen  wir  diese  proportionalen  Werte  in 
(15)  ein,  so  kommt: 

£du*  +  2  Fdu  dv^G  dv*  x=  0. 

Dies  ist  aber  nach  XI  (0)  die  Differentialgleichung  der  Minimal- 
curven. .  Daher: 

Sati  47:    Damit  die  Curvenschar 

f[u,  v)  =»  Const 

auf  der  Fläche  mit  den  Parametern  u,  t;  eine  der  beiden 
Scharen  von  Minimalcurven  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  der  erste  Differentialparameter  Jff  für  alle 
Werte  von  u  und  t;  gleich  Null  ist  — 

Dieselbe  Betrachtung  der  Differentialquotienten  wie  oben  führt 
uns  auch  noch  zu  einem  zweiten  Differentialparameter,  d.  h.  zu  einer 
zweiten  Operation,  die  auf  invariante  Functionen  ausgeübt  wieder 
invariante  Functionen  liefert. 

Wir  betrachten  nämlich  ausser  der  Ortsfunction  f{u,  v)  noch 
eine  zweite  Ortsfunction  p{UfV).  Im  Punkte  P  oder  (u,v)  liefert 
die   graphische  Darstellung   aller  Differentialquotienten  dfids   die 

QMm.  Di(fr.  u.  *^5 
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Sehnen  eines  Kreises  und  ebenso  die  graphische  Darstellung  aller 
DifiFerentialqaotienten  dgids,   nach  Satz  42.     Dabei    sei   PQ^  der 

Durchmesser  des  einen,  PQ^  der  des  anderen 
Kreises  (siehe  Fig.  75).  Nach  dem  SVüheren 
ist  P  Qj  senkrecht  zur  Tangente  der  durch  P 
gehenden  Curve 

f[Uj  v)  =  Cionst 

und  PQ,  senkrecht  zur  Tangente  der  durch  P  gehenden  Curve 

g  (m,  v)  =  Gonst 

Auch  ist  nach  (12)  und  (14): 


(16)  Fq^  =  }/Aff,   pq^  =  ^^ä;,, 

und  zwar  gelten  im  reellen  Falle  die  positiven  Wurzeln.  Femer 
wissen  wir  nach  Satz  43,  dass  der  Punkt  (m,  v)  die  Richtung  PQ^ 
einschlägt  —  auch  dem  Sinne  nach  — ,  wenn  seine  Parameter  um 
Incremente  du  und  dv  wachsen,  die  den  Grössen 

Gf^  -  Ff^      und      Ef^  -  Ff^ 

proportional  sind  und  im  reellen  Fall  auch  in  den  Vorzeichen  mit 
ihnen  übereinstimmen.  Nach  (6)  und  (11)  sind  die  Richtungscosinas 
Xj',  ^1,  3i  '^on  PQ^  daher  leicht  zu  berechnen.  So  ergiebt  sich 
für  3£i  der  folgende  im  reellen  Falle  auch  dem  Vorzeichen  nach 
exacte  Wert,  wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird: 

Analog  sind  g)^  und  3i  zu  bilden.  Wir  erhalten  hieraus  die  Rich- 

tungscosinus  H^^  g)^,  ^2  ^^^  PQ^f  wenn   /   durch  g   ersetzt   wird. 

Mithin  ist  der  Cosinus  des  Winkels  a,  den  PQ^  und  PQ^  mit  ein- 
ander bilden: 

cos«  =  1  ^^l^:iIQ^-J:^^ly--l(^^^W^-'-.  ^9v)xu±  {.Eg,-  FgJ)x.] 

D'  VÄ'/;«-  2Ffu  Ä  4-  OfJ'  y£i,^  -2Fgug.-hOgJ 

oder  mit  Rücksicht  auf  XI  {A)  und  XI  (C): 

(17)  cos  «  =       :_  _  _  £^'  ^'  ~  C^"  i"  -  -4^*4^  ^A^ 


VEfr^-  2Ffufr-h  QfJ  yEg,^-2Fg,g,+  Gg^* 

Also  kommt,  da  die  erste  Wurzel  im  Nenner  nach  (14)  gleich  Dy^d^^ 
die  zweite  gleich  D^ A     ist: 
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yj;;  y^;  cos « =  ^f'9'-F^^_f.9.)  +  ou9. 

oder  nach  (16): 

(18)  P(2, . P(23 .  cos  £^  =  ^f-^r  -^(/>^>^+  f^9.)  +  Ofu9.  , 

Links  steht  das  Product  aus  den  beiden  Strecken  P  Q^  und  P  Q^ 
und  dem  Cosinus  ihres  Winkels,  also  das  Product  der  einen  Strecke 
PQj  in  die  Projection  PQ^cosa  der  anderen  Strecke  auf  sie.  Man 
nennt  ein  solches  Product  das  innere  Product  beider  Strecken.^ 

Wenn  wir  nun  wieder  die  Flache  irgend  einer  Bewegung  unter- 
werfen oder  auf  ihr  neue  Parameter  einführen,  so  bleiben  die 
Strecken  PQ^  und  PQ^  davon  in  Bezug  auf  ihre  Länge  und  gegen- 
seitige Lage  unberührt  Daraus  folgt  dann,  dass  auch  die  rechte 
Seite  von  (18)  dabei  ungeändert  bleibt.  Dies  gilt  auch  im  imagi- 
nären Falle,  obgleich  dann  die  Vorzeichen  von  PQ^  und  PQ^  firag- 
lich  sind.  Man  braucht  ja  nur  zu  beachten,  dass  a  nach  der 
Definition  des  Winkels  in  jt  —  a  übergeht,  wenn  PQ^  oder  PQ^ 
das  Zeichen  wechselt,  sodass  das  Vorzeichen  der  linken  Seite  von 
(18)  auch  im  imaginären  Falle  bestimmt  bleibt  Man  sieht  dies 
zum  Uberfluss  auch  daran,  dass  die  rechte  Seite  von  (18)  kein 
Wurzelzeichen  mehr  enthält 

Diesen  invarianten  Ausdruck  nennt  man  den  Zwischenpara- 
meter oder  gemischten  Differentialparameter  der  Func- 
tionen f  und  g.^     Wir  bezeichnen  ihn  mit  Afg^  setzen  also: 

n Q\                     A          Ef^g,-  F(fug,-\-  fr g^)  -i-Ofugu 
(i\9}  j3fg  = -^ - . 

Ist  f=gj  so  geht  er  in  den  ersten  Differentialparameter  Äff  von  f 
über.  Die  Definition  (14)  von  Äff  ist  also  nur  ein  besonderer  Fall 
der  allgemeineren  Definition  (19).  Auch  sieht  man,  dass  in  Afg  die 
Reihenfolge  von  f  und  g  gleichgültig  ist: 

(20)  Afg    =    Agf. 

Wir  haben  also  jetzt  den 

Satz  48:   Führt  man  die  Operation 

A  EUg,  -  Fjf^g^  +  Ug^  +  QU9u 

^f9  =  yi 

^  Eine  Bezeichnung,  die  von  Grasshanv  durch  seine  „Geometrische 
A  n  a  1 7  8  e  ^*,  Preisschrift ,  Leipzig  1 847 ,  •  eingeführt  wurde.  Innere  Producta 
spielen  in  vielen  mathematischen  Theorien  eine  wichtige  Bolle. 

*  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  882. 

25* 
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auf  zwei  solche  Functionen  f{u,v)  und  ff{ujv)  aus,  die 
gegenüber  allen  Bewegungen  and  bei  Einführung  irgend 
welcher  neuer  Parameter  auf  der  Fläche  ungeändert  blei- 
ben, so  geht  eine  Function  yon  derselben  Art  heryor. 

Man  kann  die  Unveränderlichkeit  bei  Einführung  neuer  Para- 
meter ü,  e  auch  direct  bestätigen,  indem  man: 

tt  =  A  (ff,  tJ)  ,  V  =  fJL{ü,  ^ 

annimmt  und  nun  in  den  Ausdruck 


1 


pAL  ll  _  tpdf  IL  4.  ^I  IL]  4.  all  IL] 
dff    df  [du    dfi'^df    düj'^^dü    du] 


die  in  (11),  S.  17,  angegebenen  Werte  von  E,  F,  0,  femer  die  Werte 
auf  S.  382  unten  und  endUch  noch  die  Werte 


PL  —  Al  UL  4-  1L  lü 

du         du    du         dv    du 


iL  ^  ll.    öi^   ^  djt_ 
dr         du    ö>  "^  ör  öf 

einsetzt^  wodurch  der  im  Satze  angegebene  Ausdruck  herrorgeht. 
Aus  der  Definitionsgleichung  der  Diiferentialparameter  ^^^^  A 
und  Afg  folgt,  wenn  man  f  ==  u,  g  ^  v  setzt: 

sodass  wegen  D^  ^  EG  —  F^  kommt: 

(22)  A     A     -  J'    =  -^ , 
also: 

(23)  B^  ,     /"    „    .      l'=_^'--,       ö=  ^- 


Diese  Formeln  sind  bei  der  Einführung  neuer  Veränderlicher 
in  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds^=  Edu^  +  2Fdudv  +  Odv^ 

sehr  bequem,  denn  wenn  dieses  Quadrat  durch  Einführung  neuer 
Parameter  ü  und  {?,  die  irgend  zwei  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  u  und  v  seien,  in: 

ds*  =  Fdü^  +  2  Fdü  dv+  0  de^ 
übergeht,  so  ist  nach  (28)  z.  B. 
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wo  wir  2  statt  J  geschrieben  haben,  weil  die  Symbole  jetzt  mit 
JS,  F,  Q,  ü,  e  statt  mit  Ej  Fj  O  u,  v  z\k  bilden  wären.  Aber  nach 
Satz  46  nnd  48  werden  die  Differentialparameter  durch  E^inftüurong 
neuer  Veränderlicher  nicht  geändert,  sodass 

Ä     ^  A     —        \oy/ QU    dv  V^«*/ 

u.  s.  w.  ist.     Wir  können  daher  sagen: 

Satz  49:  Führt  man  auf  einer  Fläche  mit  dem  Bogen- 
element-Quadrat: 

ds^  =  Edu^+2Fdudv  +  Odv^ 
neue  Parameter  ü,  d  vermöge  zweier  G-leichungen 

ein,  so  sind  die  neuen  Fundamentalgrössen  erster  Ord- 
nung diese: 

Es  ist  dies  natürlich  nur  eine  andere  Schreibweise  der  Formeln 
(11),  S.  17,  bei  denen  statt 

ü  =  f{u,  t?) ,       v^g[u,  v) 

die  nach  u  und  v  aufgelösten  Qleichungen 

M  =  A  (w,  U) ,       ü  =  ju  (ft,  i;) 
vorgelegt  waren. 

Wir  wollen  diesen  Satz  49  schliesslich  zur  Beantwortung  einer 
wichtigen  Frage  verwenden,  die  wir  früher  nur  gestreift  haben  und  die 
wir  allerdings  auch  hier  nur  unter  gewissen  beschränkenden  Voraus- 
setzungen beantworten  wollen,  nämlich  zur  Erledigung  des  Problems, 
wie  man  erkennt,  ob  zwei  gegebene  Flächen  auf  einander 
verbiegbar  sind. 

Wir  erinnern  dabei  an  den  Satz  5,  S.  276,  nach  dem  zwei  ge- 
gebene Flächen 

(24)  x  =  9(m,ü),      y=/(M,t;),       z  =  t//(M,©) 
und 

(25)  i=(^(f/,t5),      y  =  /(ft,f?),       i  =  tjD(ß,fO 

dann  und  nur  dann  auf  einander  verbiegbar  sind,  wenn  man  solche 
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neue  Parameter  ü,  i>  auf  der  ersten  Fläche  eiiiführen  kann,  dass 
alsdann  ihre  zagehörigen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  mit 
denen  der  zweiten  Fläche  übereinstimmen.  Dieser  Satz  sagt  nichts 
darüber  aus,  wie  man  erkennt,  ob  es  solche  neue  Parameter  giebt; 
in  dieser  Hinsicht  soll  er  hier  ergänzt  werden. 

Wir  schicken  hierbei  Eines  voraus:  Es  seien  £j  jP,  O  die  Funda- 
mentalgrössen erster  Ordnung  der  Fläche  (24)  und  E,  F,  O  die  der 
Fläche  (25).    Nun  möge 

eine  solche  Function  der  Fundamentalgrössen  E^  Fy  G  und  ihrer 
Ableitungen  nach  u  und  v  sein,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  man 
neue  Parameter  auf  der  Fläche  einführt  Eine  solche  Function  ist 
nach  Satz  4,  S.  273,  z.  B.  das  Krümmungsmaass  K  der  Fläche  (24). 
Sind  nun  die  Flächen  (24)  und  (25)  auf  einander  verbiegbar,  giebt 
es  also  solche  zwei  von  einander  unabhängige  Oleichungen: 

M  =  A  (ß,  i?)  ,         ü  =  jU  (ä,  fJ) , 

vermöge  deren  wir  solche  neue  Parameter  ü,  €  auf  der  ersten 
Fläche  (24)  einführen  können,  in  denen  die  ^Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  dieser  Fläche  mit  den  zur  Fläche  (25)  gehörigen 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E,  F,  0  übereinstimmen,  so 
geht  die  Function  /*,  die  ja  eine  Function  von  u  und  v  ist,  dadurch, 
dass  wir  darin  für  u  und  v  die  Werte  X  und  ^  einsetzen,  genau  in 

f[E,  E,  0,  ^,  ^...) 

über,  da  sie  ja  nach  Voraussetzung  ungeändert  bleiben  soll.  Dies 
ist  eine  Function  der  Fimdamentalgrössen  erster  Ordnung  der  zweiten 
Fläche  (25)  und  der  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  ü  und  f?,  und 
sie  bleibt  bei  Einführung  neuer  Parameter  ungeändert 

Wenn  also  die  beiden  Flächen  (24)  und  (25)  auf  einander  ver- 
biegbar sind  und  wenn 

f[E,F,G,E^,E^,.) 

eine  bei  der  ersten  Fläche  gegenüber  der  Einführung  neuer  Para- 
meter unveränderliche  Function  ist,  so  ist 

f{Ey  Fj  G,  E^y  El,,.,) 

eine  bei  der  zweiten  Fläche  gegenüber  der  Einfuhrung  neuer  Para- 
meter unveränderliche  Function,  und  überdies  haben  die  beiden 
Functionen  für  einander  bei  der  Verbiegung  entsprechende  Punkte 
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(tt,  v)  und  (6,  e)  beider  Flächen  dieselben  Zahlenwerte.  Ein  Special- 
fall hiervon  ist  der  Satz  6,  S.  275^  für  das  Erümmungsmaass. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  es  seien  uns  zwei  Functionen 

f{E,F,  G,E^,E^ . . .),      g{E,F,  G,E^,  E^...) 

bekannt,  die  erstens  bei  der  Einführung  neuer  Parameter 
auf  der  ersten  Fläche  (24)  ungeändert  bleiben  und  zweitens 
von  einander  unabhängige  Functionen  yon  u  und  v  seien. 

Sollen  dann  die  beiden  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sein, 
so  müssen  nach  dem  Vorhergehenden  in  solchen  Punkten  (u,  v)  und 
(ä,  v)  der  beiden  Flächen,  die  bei  der  Verbiegung  mit  einander  zur 
Deckung  kommen,  jene  Grössen  f,  ff  mit  den  Grössen,  die  man 
analog  ftir  die  zweite  Fläche  (25)  bilden  kann,  nämlich  mit  den 
Grössen: 

f{Ja!,  F,  0,  Eüj  -ß^  .  .  .) ,      ff  {E,  F,  0,  Eu,  E^ .  . .) 

übereinstimmen,  d.  h.  einander  entsprechende  Punktepaare  (u,  v)  und 
{üj  ^)  sind  durch  die  beiden  Gleichungen: 

1    ff{E,F,  G,E^,  &;  . . .)  =  ff{E,F,  0,E-^,E-, . . .) 

mit  einander  verknüpft.  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  ent- 
halten nur  u  und  t;,  die  rechten  nur  ü  und  v.  Ausserdem  sind  sie 
nach  Ti,  V  auflösbar,  da  die  linken  Seiten  nach  Voraussetzung  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  u  und  v  sind.  Wären  nun 
die  rechten  Seiten  nicht  ebenfalls  von  einander  unabhängige  Func- 
tionen von  ü  und  v,  so  bestände  zwischen  ihnen  nach  I  S.  82  eine 
Gleichung,  sodass  die  Gleichungen  (26)  auch,  eine  Relation  zwischen 
den  linken  Seiten  nach  sich  zögen.  Da  diese  nicht  für  alle  Werte- 
paare Uf  V  bestehen  könnte,  weil  die  linken  Seiten  ja  von  einander 
unabhängig  sind,  so  hiesse  dies,  dass  nur  für  eine  Curve  auf  der 
ersten  Fläche  die  Grössen  /*  und  ff  mit  denen  auf  der  zweiten 
Fläche  übereinstimmten,  nach  Satz  3,  S.  11.  Dann  also  wäre  die 
Verbiegung  unmöglich. 

Wir  wollen  daher  jetzt  überdies  voraussetzen,  dass  die  rechten 
Seiten  von  (26)  von  einander  unabhängige  Functionen  der  Para- 
meter Ä,  V  seien. 

Nunmehr  sind  die  Gleichungen  (26)  sowohl  nach  i^,  v  als  auch 
nach  ü,  ^  auflösbar  —  wenigstens  theoretisch,  sodass  sie  diejenige 
Zuordnung   zwischen  den  Punkten  (u,  v)  und  (t«,  ^)  beider  Flächen 
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definieren,  die  bei  der  Verbiegung  auftritt,  wenn  diese  Verbiegong 
überhaupt  möglich  ist 

Nach  Satz  46  und  Satz  48  sind  nun 

Äff,  Jfg,  A^^ 

drei  Functionen  von  E,  F^  G  und  ihren  Ableitungen,  die  mit  f  und 
ff  selbst  bei  Einführung  neuer  Parameter  ungeändert  bleiben.  Den 
Schluss,  den  wir  oben  für  f  zogen,  können  wir  daher  auch  f)lr  diese 
drei  Functionen  machen:  Ist  die  Verbiegung  möglich,  so  muss  auch: 

(27)  Äff   =     Äff,  Afg    =     Ä-f-g  ,  Ag^    =     Ä-g^ 

I 

sein.  Hierin  sollen  natürlich  f,  ff  die  rechten  Seiten  von  (26)  sein 
und  die  Differentialparameter  rechts  für  die  zweite  Flache,  d.  h. 
mittels  E,  F,  0,  gebildet  werden. 

Dies  alles  sind  notwendige  Bedingungen  für  die  Verbiegbar- 
keit.  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  sie  auch  hinreichen.  Wir  setzen 
also  voraus,  dass  diejenigen  Functionen  u,  v  von  ü,  e,  die  durch 
(26)  definiert  werden,  auch  die  drei  Gleichungen  (27)  für  alle  Werte 
von  ü,  V  erfüllen.  Nebenbei  bemerkt:  Wenn  die  Gleichungen  (26) 
mehrere  Lösungen  u,  v  zulassen,  so  wählen  wir  unter  ihnen  eine 
solche,  die  auch  die  Gleichungen  (27)  erfüllen. 

Wenn  wir  jetzt  auf  beiden  Flächen  neue  Parameter  u,  ü  ein- 
führen, indem  wir  auf  der  ersten: 

(28)  u  =  /',      t)=ff 

und  auf  der  zweiten 

(29)  u  =  Ä       t)=ff 

setzen,  was  wir  dürfen,  weil  f,  ff  hinsichtlich  m,  v  und  f,  ff  hinsicht- 
Uch  ü,  i)  nach  Voraussetzung  von  einander  unabhängig  sind,  so 
nehmen  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  neue  Formen 
an,  etwa: 

ds^  =  ^du^+  2%dnd))  +  @dt)\ 

d5^=^  ec?u2+  2'§dndt)  +  ®dt)*. 
Aber  nach  Satz  49  ist  dann  wegen  (28)  bez.  (29): 

(30)  ®  = ^ ,        d  =    .       ^^^ 


^ff  ^gg  -  ^*fg  ^ff^g  -  ^'*fg 


Infolge   von  (28)   und  (29)  ist   aber  /*=/",  ff^ff,   sodass  die 
Gleichungen  (26)  erfüllt  sind,  die  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen 
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(27)  nach  sich  ziehen.  Diese  haben  nach  (30)  die  Gleichung  S  »  d  zur 
Folge.    Ebenso  erkennt  man,  dass  ^^  »  §  und  ®  =>  @  wird,  sodass 
bei  beiden  Flächen  die  Quadrate  der  Bogenelemente  fbr  den  Fall 
der  Parameter  u  und  t)  übereinstimmen. 
Also  folgt: 

Satz  60:   Kennt  man  bei  der  Fläche 

x  =  (p{u,v),      y=/(w,  t?),      z==\f,f{u,v) 

zwei  von  einander  unabhängige  Functionen 

f(E,F,  ö,  E^.F^ . . .)      und      ff{ß,F,  ö,  E^,E^  . . .) 

der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  ß,  F,  0  und  ihrer 
Ableitungen  nach  u  und  v,  so  kann  man  die  Frage,  ob  und 
wie  sich  die  Fläche  auf  eine  andere  gegebene  Fläche: 

x  =  ^(ö,  (;),       y  =  /(ü,  v),       z  =  ip(i*,  f?) 

verbiegen  lässt^  stets  durch  Eliminationen  entscheiden. 
Man  berechnet  nämlich  die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  E,  P,  Q  der  zweiten  Fläche  und  bildet  die  Func- 
tionen: 

f=f(E,P,  Ö,^^,^  . . .)      und      ff  =  ff(E,F,  ö,  i?5,^  .  .  .), 

die  aus  den  beiden  bekannten  Functionen /*  und  ^  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  ß,  F,  G  durch  E,  P,  Q  und  ti,  v  durch 
üy  1)  ersetzt.  Damit  nunmehr  die  Verbiegung  möglich  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  erstens /*  und  ^  bei 
Einführung  neuer  Parameter  auf  der  zweiten  Fläche  un- 
geändert  bleiben,  dass  sie  zweitens  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  ü  und  v  seien  und  dass  drittens 
die  aus 

folgenden  Functionen  u  und  v  von  ü  und  €  auch  die  drei 
Gleichungen 

für  alle  Werte  von  ü,  e  erfüllen,  wobei  sich  die  Differen- 
tialparameter J  auf  die  erste,  die  Differentialparameter  2 
auf  die  zweite  Fläche  beziehen.  Zugleich  geben  die  aus 
den  Gleichungen  f=^f,  g  =  S  folgenden  Functionen  u  und  t; 
von  üj  f;  an,  wie  die  Punkte  (w,  v)  der  einen  Fläche  den 
Punkten  (ü,  i))  der  anderen  Fläche  entsprechen. 
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Als  Function  f  kann  man  das  Krümmungsmaass  K  benutzen, 
nach  Satz  4,  S.  273,  vorausgesetzt,  dass  die  erste  Fläche  keine 
constante  Krümmung  hat  Als  Function  ff  kann  man  alsdann  die 
mit  K  nach  Satz  46  ebenfalls  invariante  Function  /i^^  benutzen, 
vorausgesetzt,  dass  Jkk  eine  von  K  unabhängige  Function  ist  Da 
das  Krümmungsmaass  auch  auf  der  zweiten  Fläche  bei  Rinftlhrung 
neuer  Parameter  ungeändert  bleibt,  so  folgt  also: 

Satz  51:  Liegt  eine  mittels  zweier  Parameter  Uj  v  dar- 
gestellte Fläche  vor,  deren  Krümmungsmaass  K  nicht  con- 
stant  ist  und  für  die  der  erste  Differentialparameter  J^e 
von  K  keine  Function  von  K  allein  ist,  so  verlangt  die 
Entscheidung  der  Frage,  ob  und  wie  die  Fläche  auf  eine 
andere  gegebene  Fläche  verbiegbar  ist,  nur  Eliminationen: 
Man  berechnet  nämlich  das  Krümmungsmaass  K  der 
zweiten  Fläche,  die  in  den  Parametern  ü,  ^  dargestellt 
sei,  und  seinen  ersten  Differentialparameter  J^^  hinsicht- 
lich der  zweiten  Fläche.  Alsdann  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  £  und  J^k  zwei  von  einander  unabhängige 
Functionen  seien  und  dass  für  die  aus 

folgenden  Functionen  u  und  v  von  ü,  i?  auch  die  drei  ersten 
Differentialparameter  von  K  und  Akk  hinsichtlich  der 
ersten  Fläche  mit  den  drei  ersten  Differentialparametern 
von  K  und  Äkk  hinsichtlich  der  zweiten  Fläche  überein- 
stimmen. Zugleich  geben  jene  Functionen  u  und  v  von  ö,  f 
an,  wie  die  Punkte  (m,  v)  der  einen  Fläche  den  Punkten 
(w,  U)  der  anderen  Fläche  entsprechen. 

Man  sieht,  dass  dies  Kennzeichen  nur  dann  nicht  ausreicht, 
wenn  entweder  Akk  eioe  Function  von  K  allein  ist  oder  aber  K 
selbst  constant  ist  Im  letzteren  Falle  hat  die  erste  Fläche  c(m- 
stante  Krümmung  und  dann  gilt  der  Satz  18,  S.  301.  Im  ersteren 
Falle  kann  man  ebenfalls  Merkmale  für  die  Verbiegbarkeit  ableiten; 
wir  haben  jedoch  nicht  die  Absicht,  darauf  einzugehen.^ 

Auch  von  den  Formeln  des  gegenwärtigen  Abschnittes,  den  wir 


^  Die  obige  BehandluDg  des  Problems  der  Verbiegung  haben  wir  aas 
Dabboux,  „Le^ons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces^^  III.  partie, 
Paris  1894,  entnommen,  wo  man  auch  eine  erschöpfende  Behandlung  der  so- 
eben erwähnten  AusnahmeiUlle  findet. 
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hier  schliessen,  ist  eine  Anzahl  in  Tafeln  des  Anhanges  zusammen- 
gestellt worden.  Tafel  XVI  enthält  die  zweiten  Differentialquotienten 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  und  Tafel  XYEL  die  Fundamental- 
gleichungen. Tafel  XVIU  und  XIX  bringen  eine  Beihe  von  Formeln 
fär  die  speciellen  Fälle,  dass  die  Parametercurven  entweder  die 
Minimalcurven  oder  die  Krümmungscurven  sind.  Einige  dieser 
Formeln  sind  freilich  im  Texte  noch  nicht  vorgekommen.  Sie  er- 
geben sich  aber  aus  den  aUgemeinen  Formeln,  indem  man  darin 
E=.  G^O  oder  i^=  Jlf  =  0  setzt  Tafel  XX  endlich  bezieht  sich 
auf  die  Differentialparameter. 


Vierter  Abschnitt 

Curren  auf  der  Fläche« 


§  1.    Geodätische  Curven. 

Der  letzte  Abschnitt,  den  wir  hier  beginnen,  soll  den  Cuiren 
auf  der  Fläche  gewidmet  sein.  JBisher  haben  wir  fast  nur  drei  be- 
sondere Curvenarten  auf  der  Fläche  besprochen,  die  Minimalcurven, 
die  Krtimmungscurven  und  die  Haupttangentencurven.  Unter  den 
übrigen  Curven  auf  der  Fläche  haben  die  kürzesten  Linien,  die  man 
auf  der  Fläche  zwischen  je  zwei  Punkten  ziehen  kann,  ein  beson- 
deres Interesse.  Ihrer  Untersuchung  ist  daher  der  grösste  Teil 
dieses  Abschnittes  gewidmet.  Erst  zum  Schluss  des  Abschnittes 
geben  wir  noch  kurz  die  wichtigsten  Formeln  für  ganz  beliebige 
Cur?en  auf  der  Fläche  an.  — 

Zur  Vorbereitung  der  Untersuchung  wollen  wir  zunächst  ein 
Problem  aus  der  Curven theorie  behandeln: 

Es  sei  eine  Curve  im  Baume  gegeben,  und  sie  soll 
eine  unendlich  kleine  Änderung  erfahren.  Wir  fragen 
uns,  wie  sich  dabei  ihre  Bogenlänge  ändert  Dabei  sehen 
wir  von  den  Minimalcurven  vorerst  ab  und  benutzen  als  Parameter 
längs  der  Cur?e  ihre  Bogenlänge  s.     Es  sei  also: 

(1)  x^(p(s),      ;/  =  /(«^,       z=^yj{s) 

die  analytische  Darstellung  der  Curve.  Eine  unendlich  kleine  Änderung 
der  Curve  ergiebt  sich,  wenn  wir  alle  Punkte  der  Curve  nach  einem 
gewissen  Gesetze  in  neue  Lagen  bringen,  die  von  ihren  alten  Lagen  an- 
endlich wenig  verschieden  sind.  Die  Formeln  werden  am  bequemsten, 
wenn  wir  diese  Änderung  analytisch  nicht  in  Bezug  auf  das  Coor- 
dinatensystem  (:r,  y,  z),  sondern  in  Bezug  auf  das  begleitende  Drei- 
kant des  Curvenpunktes  zum  Ausdruck  bringen.  (Vgl.  I  8.  174.) 
Der  Punkt  P  oder  (ar,  y,  z)  oder  (.v)  der  Curve  (1)  möge  eine  solche 
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nnendlich  kleine  Änderung  seiner  Lage  erfahren,  deren  Projectionen 
auf  seine  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  die  Längen 

(2)  IW«,       i;W€,       fWa 

haben,  wobei  e  längs  der  Gurve  ein  und  dieselbe  unendlich  kleine 
Grösse  bedeute  und  |,  t/,  ^  irgend  drei  Functionen  von  s  sein  sollen. 
Infolge  dieser  Änderung  geht  der  Punkt  P  in  eine  unendlich  be- 
nachbarte Lage  P  über,  und  es  lässt  sich  leicht  feststellen,  wie  sich 
dabei  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  um  unendlich  kleine 
Grössen  dx^  by^  8z  ändern.  Denn  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke 
nur  den  Satz  anzuwenden,  dass  die  Projection  eine  Strecke  PP  auf 
eine  der  Coordinatenaxen  gleich  der  Summe  der  Projectionen  der 
Seiten  eines  solchen  ungeschlossenen  Vielecks  ist,  das  von  P  nach  P 
geht  (vgl.  I  S.  7).  Indem  wir  den  Punkt  P  zuerst  um  |6  auf  der 
Tangente,  den  neuen  Punkt  darauf  um  ?y  €  parallel  der  Hauptnormale 
und  endlich  den  neuen  Punkt  wieder  um  ^8  parallel  der  Binormale 
weiterfuhren,  gelangt  er  in  die  Lage  P.  Die  drei  Strecken  §6,  ly«, 
f  6  bilden  also  ein  Vieleck,  wie  wir  es  brauchen. '  Sind  cc,  ß,  y\  /, 
m,  n;  X,  fjLy  v  die  Bichtungscosinus  der  Tangente,  der  Haupt-  und 
der  Binormale  von  P,  so  folgt  hieraus: 

Nach  Tafel  m   können  wir  die   Bichtungscosinus   aus  (1)  als 
Functionen  von  s  berechnen.     Alsdann  sind: 


(3) 


X  ==x  +  [u^  +  l  ij  +  AC)«, 
z^z  +  {r^+ntj  +  v^)e 


die  Gleichungen  der  neuen  Curve,  die  von  der  Curve  (1)  unendlich 
wenig  abweicht,  ausgedrückt  mittels  des  Parameters  s. 

Jedem  Bogenelement  ds  der  alten  Curve  (1)  entspricht  ein 
Bogenelement  ds  der  neuen  Curve  (3).  Wir  wollen  es  berechnen. 
Zu  diesem  Zwecke  diflFerenzieren  mr  die  Formeln  (3)  nach  s.  Nach 
III  {B)  und  in  {C)  ergiebt  sich  dann,  wenn  1 :  r  und  1 :  q  Krümmung 
und  Torsion  der  Curve  (1)  bedeuten: 

4|  =  [i  +  (r-'-).J«+[i-f.'+;>/+[r-|].i. 

Entsprechend  gehen  dyxds  und  dzids  hervor,  wenn  man  auf  der 
rechten  Seite  a,  /,  l  durch  ß,  m,  fi  bez.  ^,  «,  v  ersetzt  Quadrieren 
und  Summieren  der  drei  Formeln  liefert  nach  II  {A): 
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i+(r-|)«]'+[f +1?'+ 


1 

9 


^-'-U 


ds*  "" 

Es  ist  aber: 

rf5«  =  dx^  +  dp  +  dz^ 

das  Quadrat  des  zxjl  ds  gehörigen  Bogenelementes  der  neuen  Cane. 
Somit  kommt,  wenn  wir  noch  nach  Potenzen  von  6  ordnen: 


(.^)'=i+2(r-^)«+(....K 


Den  Coefficienten  von  €*  haben  wir  nur  angedeutet,  da  er  fftr 
Folgende  unwichtig  ist  Ziehen  wir  nun  die  Quadratwurzel  aus  und 
wird  die  neue  Curve  im  selben  Sinn  wie  die  alte  durchlaufen^  sodasi 
dsids  im  reellen  Falle  positiv  ist,  so  giebt  die  Benutzung  der  be- 
kannten Formel: 


yi  +2a$  +  bB*  =  1  +  aB  +  .  . . 
sofort 

ji=,+(f-A).+... 

oder: 

(4)  cf5  —  cf*  =  [!'—  — )rf*.6  +  . .  ., 

wobei  die  höheren  Potenzen  von  8  nur  angedeutet  worden  sind. 

Durchläuft  s  alle  Werte  von  0  bis  tr,  so  durchläuft  der  Punkt  P 
die  alte  Curve  von  dem  zu  «  =  0  gehörigen  Punkte  P^  bis  zn  dem 
zu  «  =  (7  gehörigen  Punkte  Py  Der  Bogen,  den  alsdann  der  Punkt? 
auf  der  unendlich  benachbarten  Curve  zurücklegt,  sei  9.  Nach  (4) 
ergiebt  sich  durch  Integration: 

a 

ff-ff=/(|'--j)rf'.«  + 

0 

Es  ist  aber 


(I 


Wenn  wir  insbesondere  annehmen,  dass  die  der  alten  Curve  ?o'i 
unendlich  benachbarte  Curve  ebenfalls  von  P^  ausgehe  und 
in  Pj  endige,  so  bleiben  P^  und  P^  bei  der  unendlich  kleinen 
Änderung  in  Ruhe,  d.  h.  die  Functionen  |,  i?«  ^  von  s  sind  nach  (2) 
gleich  Null  für  «  =  0  und  s  ^  a,  sodass  das  soeben  angegebene 
Integral  gleich  Null  ist.     Nunmehr  kommt: 


V 
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Daher: 

Satz  1:  Ändert  man  eine  von  Pq  nach  P^  gehende  Curve 
lendlich  wenig  mit  festgehaltenen  Endpunkten,  und  hat 
e  Verrückung,  die  der  allgemeine,  zur  Bogenlänge  P^Ps^« 
»hörige  Punkt  P  der  Curve  erfährt,  einen  solchen  Wert, 
388en  Projection  auf  die  Hauptnormale  des  Punktes  P 
eich  Tj{s)9  ist,  wobei  6  eine  unendlich  kleine  von  s  unab- 
ängige  Grösse  bedeute,  so  ist  die  Differenz  zwischen  der 
änge  9  der  neuen  Curve  PqPi  und  der  Länge  tr  der  alten 
urve  PqPi  gegeben  durch: 

a 
0 

ierin  ist  r  der  Krümmungsradius  der  alten  Curve  an  der 
eile  P  oder  («);  und  die  Glieder,  die  mit  höheren  Potenzen 
m  e  behaftet  sind,  sind  nur  angedeutet. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  die  Curve  PqPi  liege  auf  einer 
gebenen  Fläche,  und  es  sollen  ihr  nur  solche  unendlich 
eine  Änderungen  erteilt  werden,  bei  denen  sie  beständig 
:f  der  Fläche  bleibt  und  —  wie  bisher  —  ihre  beiden  End- 
nkte  Pq  und  Pj  fest  sind. 

Die  Ortsänderungen  der  Curvenpunkte  sind  jetzt  noch  ganz 
liebig  mit  der  einen  Einschränkung,  dass  jeder  Punkt  in  seiner 
.ngentenebene  verbleiben  soll.  Sind  also  X,  ¥,  Z  die  ßichtungs- 
sinus  seiner  Flächennormale,  so  drückt  sich  die  Einschränkung 
ch  (3)  so  aus:  Es  soll: 

n.  Die  drei  Summen  hierin  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  die  die 
ächennormale  der  betrachteten  Curvenstelle  mit  der  Tangente, 
iupt-  und  Binormale  bildet.  Diese  Forderung  zeigt,  dass  die  in 
tz  1  auftretende  Grösse  rj  auch  jetzt  noch  ganz  beliebig  gewählt 
irden  darf,  da  die  Bedingung  (5)  alsdann  eine  Gleichung  zwischen 
und  f  wird,  die  sich  durch  geeignete  Wahl  von  |  und  f  erfüllen 
ist  Dies  ist  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die  Bedingung  (5) 
li  von  I  und  f  wird,  d.  h.  wenn  8«X=s8iX=0  ist,  wenn  also 
3  Flächennormale  auf  der  rectiticierenden  Ebene  (vgl.  I  S.  317) 
akrecht  steht  und  daher  mit  der  Hauptnormalen  der  Curve  —  im 
Iben  oder  im  entgegengesetzten  Sinn  —  zusammenfällt. 

Solange  dies  nicht  längs  der  ganzen  Curve  PqPi  der  Fall  ist, 
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kann  man  also  die  Gurve  immer  noch  unendlich  wenig  auf  der 
Fläche  derart  ändern,  dass  ^  —  <7  unendlich  klein  von  derselben 
Ordnung  wie  e  wird.  Tritt  dagegen  dieser  besondere  Fall  ein,  i  II 
liegen  die  Hauptnormalen  der  Curve  P^  Pj  in  den  Flächennonnalen, 
so  ist  fj  notwendig  längs  der  ganzen  Curve  gleich  Null  zu  wählen, 
da  sich  dann  die  Bedingungsgleichung  (5)  auf  t;  ==  0  redudert  Als- 
dann fällt  das  Glied  erster  Ordnung  in  der  Beihenent- 
wickelung  für  ff— o-  fort 

Also  nur  diejenigen  Flächencurven,  deren  Hauptnormalen  mit 
den  Flächennormalen  zusammenfallen ,  haben  die  Eigenschaft,  dus 
ihre  Ortsänderung  auf  der  Fläche  mit  festgehaltenen  Endpunkten  stets 
eine  solche  Curve  liefert,  deren  Länge  ff  sich  von  der  alten  Liänge  (j 
um  unendlich  wenig  von  höherer  als  erster  Ordnung  unter- 
scheidet, sobald  jene  Ortsänderungen  der  Curvenpunkte  unendlicb 
klein  von  erster  Ordnung  sind. 

Aber  wir  haben   hierbei  von  zwei  Curvenarten  abgesehen,  ton 
den  Minimalcurven  und  von  den  Geraden;  von  den  letzteren  nämlicb 
deshalb,    weil   sie   keine   bestimmten   Hauptnormalen    haben.    Wir 
müssen  uns  daher  fragen,  wie  es  sich  bei  diesen  beiden  Curvenarten 
mit  der  Längenänderung  ff  —  rj*  verhält 

Was  nun  zunächst  die  Geraden  anbetrifft,  so  liegt  hier  die 
Sache  so,  dass  ff  — o*  bei  jeder  imendlich  kleinen  Ortsändernng 
der  Punkte  einer  Strecke  PqPi  mit  festgehaltenen  Endpunkten  an- 
endlich klein  von  höherer  Ordnung  ist  Denn  wenn  wir  diese  Gerade 
als  die  x-Axe  wählen  und  ihren  allgemeinen  Punkt  {x,  0,  0)  in  den 

Punkt 

x=^x  +  §{x)e,       .y  =  t;(ar)e,       5  =  f  (r)« 

überführen,  so  ist: 

ds^  =  dx*  +  dp  +  dx^  ^dx*  +  2^  dx^. «  +  ..., 


also: 


woraus  folgt: 


('I)'  =  i  +  2r«  +  .... 


d? 


-  -  =  1  +  I' «  +  •  •  •       oder:       rfs  ■■  rfx  +  g*  rfx .  e  + 


dx 


Sind  (a,  0,  0)  und  (6,  0,  0)  die  festen  Endpunkte  der  Strecke,  so  ist 
6  —  a  ihre  Länge  rr,  wenn  wir  b  >  a  wählen;  also  ist: 

h  h  h 

1  =f'is  =  Jrfx+ Jl'rfj-.e  + . .  =.  ff  +  [(ö.-»-(l)U=«]6  +  . . . 
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Aber  Ar  die  festen  Endpunkte  ist  |  ==  0.     Daher  kommt: 

WO  die  Punkte  unendlich  kleine  Glieder  andeuten,  die  mit  «^  (t*,., 
r      behaftet  sind«    Hiermit  ist  unsere  Behauptung  dargethan. 
5^  um  80  mehr  wird  sie  gelten,  wenn  die  Geranie  auf  einer  Fl&che 

(       liegt  und  ihre  Punkte  nur  solchen  Ort^änderungen  unterworfen  werden 

dflrfen,  bei  denen  sie  auf  der  Fläche  bleiben. 
Also  bat  sich  ergeben: 

Bati  2:   Liegt  eine  Curve,  die  keine  3f inimalcurve  int^ 

auf  einer   gegebenen  Fläche  und   sollen  die  Änderungen, 

die  ihre  Länge  bei  festgehaltenen  Endpunkten  erfährt,  für 

alle  solche  Lagenänderungen  der  Curve,  bei  denen  »ie  auf 

der  Fläche  verbleibt  und  bei  denen  die  VerrQckurjffen  der 

Punkte  Ton  derselben  Ordnung?  wie  eine  unendlich  kleine 

Grösse  c  sind,  stets  unendlich  klein  von  mindesteni»  ^(weiter 

Ordnung  in  c  sein,  so  ii^t  die  Curre  entweder  eine  Gerade 

oder  ihre  Hauptnormaleu    fallen    überall   in  die  Flächen' 

normalen. 

Was  dagegen  die  MinimalcurTeu  anl/etrifft,  hfß  liegt  hier  die 
Sache  ganz  anders:  Eine  Minimakurre  bat  die  i^^jfe  Null,  aJVi  'txi 
hier  a  »0.    Sind: 

^^9i^jf     y=z^f.f     z»nf% 

die  Gleidiongen  der  Curre,  auAgedrü.ckt  mitUrk  eine«  Parmniet^rt  /, 
so  ist  ftr  alle  Werte  von  /: 

(t^  I  S.  Ift4>  Ändern  ^rir  dft^j  P^r.in  f  o^r  ^-irte  djk/l';/':h,  da** 
wir  seinen  Coordinatm  die  Ijü^reis^eoVr  l'r*.  i'f,^:  e'^.<  er^^i.en, 
so  geht  er  in  den  Pvnkt  mit  d^«  CV/r:;.'j^vr:: - 

fiber.     Jetzt  ist: 

oder    w««»  d«:  rsetot  Wx?z*r.  .-jfci'.j:  }r-r^:,i^:i.  ^':\  <  »r.-.^tiv,«*^^  w,'C 
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oder^  wenn  t  ^  t^  und  t  ^  t^  die  festgehaltenen  Punkte  geben: 

ff  =  V7/l/287l(l  + tI^«  +  .  •  .)rf'- 

Mithin  ist  hier  o^  a  oder  «r  von  derselben  Ordnung  wie  )/6  unendlich 
klein.  ^  Hieran  würde  sich  auch  dann  nichts  ändern,  wenn  wir  Yer- 
langten,  dass  die  Minimalcurve  nur  solchen  Ortsänderangen  unter- 
worfen sei;  bei  denen  sie  beständig  eine  Curve  auf  einer  durch  sie 
gehenden  Fläche  bleibt,  was  daraus  folgt,  dass  eine  Mmimalcurre 
auf  jeder  Fläche,  die  durch  sie  geht,  eine  Minimalcurve  ist. 

Wegen  dieses  eigentümlichen  Umstandes  schliessen  wir  vorerst 
die  Minimalcurven  weiterhin  von  der  Betrachtung  aus.  — 

Unsere  Untersuchung  hat  uns  auf  diejenigen  Curven  einer  Fläche 
geführt,  deren  Längenänderungen  bei  festgehaltenen  Endpunkten  Ton 
höherer  Ordnung  unendlich  klein  sind.  Wir  nennen  sie  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  und  können  sie  nach  Satz  2  auch 
so  definieren:  Es  sind  dies  die  eventuell  auf  der  Fläche  vorhandenen 
Geraden  und  diejenigen  Curven  der  Fläche,  deren  Haupt- 
normalen mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  wo- 
bei von  dem  Sinn,  in  dem  diese  Normalen  positiv  gerechnet  werden, 
ganz  abgesehen  wird.  Später,  wenn  wir  die  analytischen  Kenn- 
zeichen der  geodätischen  Curven  aufstellen,  werden  wir  sehen,  dass 
wir  auch  die  Minimalcurven  zu  ihnen  rechnen  können,  da  sie  die 
analytischen  Bedingungen,  wie  wir  erkennen  werden,  ebenfalls  er- 
füllen. Auch  werden  wir  nachzuweisen  haben,  dass  die  in  I  S.  270 
definierten  geodätischen  Curven  auf  abwickelbaren  Flächen  mit  zu 
den  soeben  definierten  geodätischen  Curven  gehören.   Davon  nachher. 

Wir  wollen  uns  jetzt  einmal  auf  das  Beeile  beschi^nken:  Es 
liege  auf  einer  reellen  Fläche  eine  reelle  Curve  Po-^i  ^or.  Wir 
werden  sie  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  nennen,  wenn  sie 
kürzer  ist  als  jede  andere  unendlich  benachbarte  reelle  Curve  auf 
der  Fläche,  die  ebenfalls  von  P^  nach  P^  geht  Nun  aber  wird, 
wenn  wieder  |fi,  ?;6,  ^6  die  Projectionen  der  Ortsänderung  eines 
Curvenpunktes  auf  die  Taogente,  Haupt-  und  Binormale  bedeuten, 
wie  in  (2),  wobei  jetzt  alle  Grössen  reell  sind,  die  Differenz  tf  —  <7 
zwischen  den  Längen  der  neuen  und  der  alten  Curve  nach  Satz  1 
so  dargestellt: 


^  Hierauf  hat  Darboüx  in  seinen  „Le^ons  eur  la  th^orie  g^n^rale 
des  surfaces",  2.  partie,  Paris  1889,  aufmerksam  gemacht. 
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ff  —  c«  —  i  —ds.B  +  .  .  ,  . 

Ü 

Die  rechts  stehende  unendliche  Reihe  nach  Potenl^en  der  un- 
endlich kleinen  Grösse  a  hat  bekanntlich  dasselbe  Vorzeichen  wie 
ihr  erstes  Glied,  das  da  steht  Ist  dies  Glied  nicht  gleich  Null,  so 
können  wir  dadurch,  dass  wir  längs  der  ganzen  Curve  rj  durch  —  7/ 
ersetzen,  zu  einer  zweiten  unendlich  benachbarten  Curve  kommen, 
bei  der  ff  —  o-  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  vorher  hat  Ist 
aber  die  alte  Curve  eine  kürzeste,  so  muss  ff  —  c  stets  positiv  sein. 
Daher  kann  sie  nur  dann  eine  kürzeste  Linie  sein,  wenn  für  alle 
Verrückungen 

a 

0 

ist,  was  nach  Satz  2  zu  den  geodätischen  Curven  führt     Daher: 

Satz  3:  Die  kürzesten  Curven,  die  auf  einer  reellen 
Fläche  zwei  reelle  Punkte  mit  einander  verbinden,  ge- 
hören zu  den  geodätischen  Curven  der  Fläche. 

Sie  sind  also  entweder  Geraden  oder  solche  Curven,  deren 
Hauptnormalen  Flächennormalen  sind.  Aber  wohlbemerkt  ist  dies 
nur  eine  notwendige  Bedingung,  keine  hinreichende.  Die  Frage 
nach  hinreichenden  Bedingungen  ist  so  schwierig,  dass  wir  sie 
gar  nicht  besprechen.  Unsere  Betrachtung  lehrt  aber,  dass  die 
geodätischen  Curven  auf  den  Flächen  besonderes  Interesse  haben, 
weil  zu  ihnen  auch  die  kürzesten  Curven  der  Fläche  gehören. 

In  I  S.  270  definierten  wir  als  geodätische  Curven  einer 
abwickelbaren  Fläche  diejenigen,  die  bei  der  Abwickelung  der 
Fläche  auf  die  Ebene  zu  Geraden  werden.  Es  ist  klar,  dass  diese 
Curven  kürzeste  auf  der  Fläche  sind,  sie  gehören  also  zu  denjenigen 
Curven,  die  wir  hier  als  geodätische  definiert  haben.  Aber  auch 
umgekehrt:  Liegt  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  eine  Curve  vor, 
die  nach  der  jetzigen  Definition  geodätisch  ist,  so  sind  ihre  Haupt- 
normalen zur  Fläche  senkrecht,  d.  h.  die  rectificierenden  Ebenen 
der  Curve  sind  die  Tangentenebenen  der  abwickelbaren  Fläche,  die 
daher  die  rectificierende  Fläche  der  Curve  ist.  Nach  Satz  32, 1  S.  321, 
ist  die  Curve  mithin  auch  nach  der  früheren  Definition  geodätisch. 

Diejenigen  geodätischen  Curven  einer  Fläche,  die  keine  Geraden 
sind,  können  wir  ofi'enbar  auch  als  diejenigen  Curven  definieren, 
deren  Schmiegungsebenen   die   Flächennormale   enthalten 

26* 
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oder  deren  Binormalen  die  Fläche  berühren  oder  deren 
rectificierende  Flächen  die  gegebene  Fläche  selbst  längs 
der  betreffenden  Curven  berühren.^ 

Obgleich  Betrachtungen  aus  der  Mechanik  eigentlich  nicht  hier- 
her gehören,  wollen  wir  doch  nicht  unterlassen,  die  folgende  ein- 
fache Überlegung  anzugeben^  die 
wohl  zuerst  zur  Feststellung  des 
Kennzeichens  ftir  geodätische  Cur- 
yen  geführt  hat:'  Über  eine  starr 
gedachte  Fläche  sei  ein  yöllig  bieg- 
samer, aber  unausdehnbarer  Faden 
von  Pq  bis  P^  gespannt,  sodass  er 
also  eine  kürzeste  Linie  von  P^ 
bis  Pj  ist  Sind  dann  Aj  B,  C  drei 
p.     -g  einander     unendlich     benachbarte 

Punkte  der  Curve  (siehe  Fig.  76), 

so  erleidet  der  mittlere  Punkt  B 

zwei  Spannkräfte,  eine  in  der  Richtung  des  Elementes  B  Ay  eine  in 

der  Richtung  des  Elementes  BC.     Die  resultierende  Kraft  liegt  in 

der  Ebene  ABC,  die  aber  die  Schmiegungsebene  der  betrachteten 


^  Im  Jahre  1697  stellte  Joe.  Bebnoulli  im  Journal  des  Savans  das  Problem, 
die  kürzesten  Linien  auf  einer  Fläche,  insbesondere  auf  einer  Rotationsflftche 
za  bestimmen.  In  einem  Briefe  an  Leibniz  aus  demselben  Jahre  teilte  er  mit, 
dass  er  die  Aufgabe  auf  eine  Differentialgleichung  zurückgeführt  habe.  Leibioz 
antwortete  darauf,  dass  er  schon  früher  eine  Methode  zur  Lösung  gefanden 
habe,  jedoch  zur  wirklichen  Durchfilhrung  der  Rechnung  nicht  gekommen  sei. 
Auf  eine  Aufforderung  hin  setzte  Leibniz  seine  Methode  in  einem  Briefe  an 
Job.  Bebnoulli  1698  auseinander  (siehe  ,,Got.  Gül.  Leibnitii  et  Johak.  Beb- 
noulli commercium  philosophicum  et  mathematicum^',  Lausanne  o. 
Genf  1745,  wieder  abgedruckt  in  „Lbibnizens  mathematischen  Schriften", 
hgg.  von  Gebhabdt,  1.  Abt.  Bd.  III,  Halle  1855).  Die  Andeutung,  die  er  giebt, 
zeigt,  dass  er  sich  vorstellt,  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  A  und  B  der 
Fläche  seien  auf  der  fraglichen  Curve  angenommen,  auf  der  Schnittlinie  ihrer 
Tangentenebenen,  durch  die  er  sich  dort  die  Fläche  ersetzt  denkt,  muss  man 
dann  einen  Punkt  C  so  bestimmen,  dass  AC  -h  CB  ein  Minimum  wird.  Job. 
Bbbnoulli  antwortete  darauf  in  demselben  Jahre  (siehe  die  oben  erwähnten 
Sammelwerke),  dass  er  eine  andere  Methode  gefunden  habe,  die  sich  darauf 
gründe,  dass  die  Ebene  durch  drei  benachbarte  Punkte  der  gesuchten  Cunre 
auf  der  Tangentenebene  der  Fläche  senkrecht  stehe,  was  ofienbar  auf  unser 
obiges  Ergebnis  hinauskommt.  Vgl.  hierzu  Stäckel,  „Bemerkungen  zur 
Geschichte  der  geodätischen  Linien",  Leipziger  Berichte  1893.  Daselbst 
wird  auch  der  Ursprung  der  Bezeichnung:  geodätisch  aufgedeckt 

'  Es  ist  wenigstens  sehr  wahrscheinlich,  dass  Job.  Bebnoulli  auf  diesem 
Wege  zu  seinem  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  Ergebnis  gelangt  ist. 
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Curvenstelle  ist  (nach  I  S.  174).  Da  die  Curve  auf  die  starre  Fläche 
aufgespannt  ist  und  ruht^  so  wird  dieser  Resultierenden  durch  den 
Widerstand  der  Fläche  in  JB  das  Gleichgewicht  gehalten.  Die  wider- 
stehende Kraft  ist  aber  in  der  Normalen  des  Flächenpunktes  £  ge- 
legen. Also  muss  die  Flächennormale  von  JB  in  der  Schmiegungs- 
ebene  von  £  liegen.  Die  gespannte  Curve  hat  daher  die  Eigen- 
schaft^ dass  in  allen  ihren  Punkten  die  jeweilige  Flächennormale  in 
der«Schmiegungsebene  liegt,  und  ist  deshalb  eine  geodätische  Curve. 
Jetzt  wollen  wir  die  Definition  der  geodätischen  Curven  ana- 
lytisch aussprechen:  Eine  Curve  auf  der  Fläche: 

(6)  x  =  (p{u,v),       y  =  / {u,  v),       z  =^yj(u,  v) 

wird  in  allgemeinster  Weise  nach  S.  11  dadurch  gegeben^  dass  man  u 
und  V  als  Functionen  eines  Parameters  t  annimmt: 

Fasst  man  u  und  v  in  (6)  als  solche  Functionen  auf,  so  ist  (6)  eine 
analytische  Darstellung  einer  Flächencurve,  ausgedrückt  mittels  des 
Parameters  t  Wenn  wir  die  Differentiation  nach  t  durch  Striche 
andeuten,  so  ist  längs  der  Curve: 

(7)  l  «      ^    «    ' 

I       X     -=  X       U      -\-  ItX      U   X)    '\-  X      V*  -^  X    U      •\-  X    V   . 

und  ähnlich  sind  y',  y",  z\  z"  zu  berechnen.  Nun  sind  die  Richtungs- 
cosinus der  Binormale  der  Curve  nach  Satz  10,  I  S.  175,  proportional: 

I       »1  t        It  f        ff  /       //  /        //  r        tt 

y  z    ^  z  y  y       z  X    —  x  z  ,       x  y    —  yz. 

Ist  die  Curve  weder  eine  Gerade  noch  eine  Minimalcurve,  so  ist  sie 
nur  dann  eine  geodätische  Curve,  wenn  ihre  Binormale  Tangente 
der  Fläche  ist,  d.  h.  wenn  es  solche  Functionen  u  und  /9  von  t  giebt, 

für  die: 

y  z"  -  zy"  =  ax^  +  ßx^, 

z  X    -^x  z   =  ccy^  +  ßy^, 

X  y  -y  X  =  c^^u  +  p^t, 

ist,  denn  dann  ist  die  Binormale  der  Curve  die  zur  Fortschreitungs- 
richtung  [dv  -.  du  —  ß  \  a)  gehörige  Tangente.  Dies  sind  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Grössen  a  und  /S,  die  in 
ihnen  linear  auftreten.  Die  Forderung,  dass  es  zwei  solche  Grössen  a 
und  ß  gebe,  die  alle  drei  erfüllen,  führt  daher  auf  eine  von  a  und  ß 
freie  Gleichung.     Diese  wollen  wir  so  ableiten:   Wir  multiplicieren 
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die  Gleichungen  mit  x,  y\  z'  bez.  x\  y"y  z"  und  addieren  sie  als- 
dann jedesmal  So  gehen  die  beiden  in  a  und  ß  homogenen  Glei- 
chungen hervor: 

u%x^x  +  ß%x^x'  =  0, 

€c%x^x"+ß%xy^Q, 
die  wiederum  verlangen,  dass 


(8) 


S  ^..  ^       ox^x 

%x^x"     %x^x 


sei.  Da  diese  Gleichung  frei  von  a  und  ß  ist,  ist  sie  die  gewünschte 
Bedingung.  Wir  wollen  die  Determinante  umstellen,  weil  dann  ihre 
Schreibweise  in  der  Folge  bequemer  wird: 

\    ^^  X    X  %^  X    X 


"       1  =  0. 

X   X         ^  X   X 


V 


(») 


=  0. 


Nach  (7),  XI  {A)  und  XVI  (C)  lässt  sie  sich  nun  so  schreiben: 

Eu'  +  Fv      ^Ey^+I!yv+{F^^\Gy*+Eu''  +  Fv" 
Fu+Gv'     {F^^:^F^)u'^+G^uv+^G^v^+Fu'-hGv'' 

Wie  man  sieht,  enthält  sie  als  Coefticienten  der  Differential- 
quotienten u,  Vy  u\  v"  nur  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
Ey  Fj  G  und  deren  erste  Ableitungen.  Sie  gilt  daher  auch  in  dem 
Falle,  dass  die  gegebene  Fläche  die  Tangentenfläche  einer  Minimal- 
curve  ist. 

Wir  können  nun  leicht  sehen,  dass  sie  auch  für  die  etwa  auf 
der  Fläche  vorhandenen  Geraden  gilt.  Denn  längs  einer  Geraden 
sind  die  Verhältnisse  x  \y'  \z   constänt,  sodass  etwa: 

z  =  p a ,       y  =z  Qb ,       z  ^  Qc       {a,  b,  c  =  Const.) 
ist,  wo  p  eine  Function  von  i  bedeutet.     Euer  ist: 

//  /  "  '  r  ff  f 

X    =  Q  a,       y    =  Q  b,       z    =  Q  c, 

sodass  die  Gleichung  (8)  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Gleichung  (9) 
erfüllt  wird. 

Wir  deuteten  schon  oben  (auf  S.  402)  an,  dass  sich  ergeben 
wird,  dass  auch  die  bisher  ausgeschlossenen  Minimalcurven  das 
analytische  Kennzeichen  der  geodätischen  Curven  haben.  In  der 
That:  Längs  einer  Minimalcurve  sind  u  und  v  solche  Functionen 
eines  Parameters  t,  für  die  nach  Satz  16,  S.  36: 

Eu'^  +  2F7iv  +  Gv^  =  0 
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ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  t,  sodass  wir  diese  Gleichung  nach  t 
differenzieren  dürfen.    Dann  kommt: 

+  iEu'u'  +  2F{u'v  +  tt'O  +  2  et?'t?"=  0. 

Aber  wenn  wir  die  Gleichung  (9)  umformen,  indem  wir  die  Zeilen 
der  Determinante  mit  u  und  v  multiplicieren  und  dann  ihre  Summen 
als  erste  Zeile  benutzeD,  so  erkennen  wir,  dass  die  beiden  Elemente 
dieser  neuen  ersten  Zeile  infolge  der  soeben  angegebenen  beiden 
Gleichungen  gleich  Null  sind,  sodass  die  Gleichung  (9)  erfüllt  ist 
Es  hat  sich  also  ergeben: 

Satz  4:  Die  Gurve,  die  man  erhält,  wenn  man  auf 
einer  Fläche  mit  den  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
E,  Fy  G  die  Parameter  «,  v  als  Functionen  eines  Para- 
meters t  auffasst,  ist  unter  der  Bedingung,  dass  für  alle 
Werte  von  t 


Eu'+Fv      ^E^v:^+E^v:v+{F^-\G^v^+Eu"+Fo 
Fu'  +  Gv      [F^^:^E^)u^+G^uv+\G^v'^+Fu"  +  Gv 


=  0 


ist,  entweder  eine  Curve,  deren  Hauptnormalen  Flächen- 
normalen sind,  oder  eine  Gerade  oder  eine  Minimalcurve; 
und  die  Bedingung  wird  von  jeder  Curve  erfüllt,  die  zu 
einer  dieser  drei  Arten  gehört. 

Es  ist  deshalb  zweckmässig,  nicht  nur  die  beiden  ersten  Curven- 
arten,  sondern  auch  die  Minimalcurven  der  Fläche  als  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  zu  bezeichnen,  was  von  jetzt  ab  ge- 
schehen soll.  Die  Gemeinsamkeit  des  analytischen  Merkmals  ist 
schon  ein  genügender  Grund  hierfür.  Man  könnte  diese  Auffassung 
noch  durch  die  Bemerkung  verstärken,  dass  die  Minimalcurven  die 
Länge  Null  haben,  also  die  allerkürzesten  Curven  auf  der  Fläche 
sind ;  aber  dieser  Begründung  steht  entgegen,  dass  wir  von  kürzesten 
Curven  nur  im  reellen  Falle  gesprochen  haben. 

Als  die  Hülfsveränderliche  t  kann  man  auch  den  Parameter  u 
selbst  wählen,  denn  eine  beliebige  Curve  kann  auf  der  Fläche  da- 
durch definiert  werden,  dass  man  v  als  Function  von  u  auffass^ 
wodurch  allerdings  die  Parameterlinien  (w)  selbst  von  vornherein  aus- 
geschlossen werden  (vgl.  S.  11).  Diese  Parameterlinien  (u)  selbst 
siod  in  der  Form  u  =  Const,  t?  =  ^  darstellbar;  sodass  flir  sie 
u  =  m"  =  r"  =  0,  ü  =  1  ist  Eine  Parameterlinie  («)  ist  also  nach 
(9)  eine  geodätische  Curve,  wenn  für  alle  Werte  von  vi 
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=  0 


oder 

FG^^2GF^+OG^^0 

ist.    Alle  anderen  geodätischen  Curven  sind  nun  in  der  Form  m  =  /, 
V  =  (D{t)  darstellbar;  sodass  für  sie  m'  =  1,  m"  =  0,  aber 

/        dv  „        d}v 

du  dir 

ist.     Daher  können  wir  den  Satz  4  auch  so  aussprechen: 

Satz  5:  Fasst  man  auf  einer  Fläche  mit  den  Fnnda- 
mentalgrössen  erster  Ordnung  E,  F,  G  den  Parameter  v 
als  eine  Function  des  Parameters  u  auf^  so  ist  die  dadurch 
definierte  Curve  auf  der  Fläche  dann  und  nur  dann  eine 
geodätische  Curve,  wenn  die  Function  v  mit  ihrem  ersten 
und  zweiten  Differentialquotienten  nach  u  die  Bedingung: 


F+G^       F^^:^E^+G^^  +  \Gi^Y+G 
du  «*       -^     »  '      ^  du        ^     ^\du } 


=  0 


du^ 


für  alle  Werte  von  u  erfüllt.  Dieser  Darstellung  entziehen 
sich  nur  die  Parameterlinien  (u).  Eine  Parameterlinie  («) 
aber  ist  dann  und  nur  dann  eine  geodätische  Curve,  wenn 
für  den  zugehörigen  Wert  u  und  für  alle  Werte  von  v 

FG^'-2GF^+  GG^^O 
ist 

Stellt  man  sich  das  Problem,  die  geodätischen  Curven  auf 
einer  gegebenen  Fläche  zu  bestimmen,  so  sind  J?,  F,  G  be- 
kannte Functionen  von  u  und  v,  während  es  sich  darum  handelt^ 
die  unbekannte  Function  v  von  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit 
ihrem  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  die  in  diesem  Satze 
angegebene  Gleichung,  in  der  die  unbekannte  Function  auch  in  £, 
F,  G  und  den  Ableitungen  von  F,  F,  G  vorkommt,  für  alle  Werte 
von  u  erfüllt  Diese  Gleichung  ist  eine  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Function  v 


von  u,^ 


^  Obwohl  JoH.  Berkoülli  im  Briefwechsel  mit  Leibkiz  (vgl.  die  Anm.  xu 
S.  404)  1697  behauptete,  die  Differentialgleichung  der  geodfttischen  Carven 
aufgestellt  zu   haben,  und  obwohl  er  1742  im  vierten  Bande  seiner  „Opera 
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Die  geodätischen  Onrven   einer  Fläche  werden  also  durch  eina 
gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bestitnnit,  wäh- 
rend   die    Minimalcurven ,    die    Krümmungscurven    und    die    Haupt- 
tange ntencurven    durch    je    eine    gewöhnliche    Differentialgleichung 
erster   Ordnung   beetimmt   werden   —    nach  XI  (0),    XII  (t/)   undj 
Sil  [X).     In    der  That   besteht  in   betreff  der  Anzahl  der  Ourrenl 
dieser  Arten  ein  wesentlicher  Unterschied:  Es  giebt  auf  der  Flächa' 
nur   oo'    Minimalcurven,    oc '   Krümmungscurven    und    co'   Haupfr- 
tangentencurven.    Wählen  wir  auf  der  Fläche  irgend  zwei  Punkte  j", 
und  P^,  so  wird  es  im  allgemeinen  keine  Minimalcurve  geben,  die 
durch  beide  geht,  ebenso  keine  Kriimmungscurve  und  keine  Haupt-  J 
taugentencurve,  wohl  aber  wird  es  auf  der  Fläche  unter  allen  den-J 
jenigen  Curven,  die  P^  mit  Pj   verbinden,  eine  kürzeste  geben,  also  1 
eine  geodätische.     Freilich   ist   dies  keine   exacte   Scblusafolgerung, 
denn   erstens  gilt  dies   nur  für  den   reellen  Fall  und  zweitens  darf 
man  nicht  ohne  weiteres  annehmen,  dass  es  unter  unendlich  vielen 
Curven  stets  eine  kürzeste  gebe.     Dagegen  ist  es  in  einzelnen  Bei-^J 
spielen  auch  exact  zu  sehen:  1 

I.  Beiepiel:  Auf  einer  Abwickelbaren  Flache  sind  die  geodatiachon  ' 
Curven,  wie  wir  ubcu  sahen,  diejenigeo,  die  eich  bei  der  Anabrcitung  der 
Fläche  aaf  die  Ebene  als  die  Eteraden  darstellen.  Zwischen  zwei  Punkten  in 
der  Ebene  kann  m&n  aber  stets  eine  Gerade  Eiebeu,  worHus  folgt,  duss  es 
Ewischen  zwei  beliebigen  Fnnkten  einer  abwickelbaren  Flüche  stets  wenigstens 
eine  geodätische  Curve  giebL  Dabei  nehmen  wir  an,  dass  beide  Punkte  auf 
demselben  Mantel  der  Flitche  liegen  (vgl.  1  S.  SGü).  Insbesondere  kann  es 
aber  vorkommen,  däss  es  zwischen  beiden  Punkten  unendlich  viele  geodätische 
Curven  giebt,  wenn  nSnilich  die  Abwickelung  der  Fläche  auf  die  Ebene 
periodisch  ist,  sodass  ein  uud  derselbe  Punkt  der  Fläche  bei  der  Ausbreitung 
auf  die  Ebene  unendlich  uft  wiederkehrt.  Man  siebt  dies  am  deutlichsten  im 
Falle  eines  Kotationscyünders.  Wickeln  wir  ihn  auf  die  Ebene  ab  (siehe 
Fig.  77,  S.  4101,  so  kehrt  ein  und  dieselbe  Stelle  Ä  anendlich  oft  in  der  Abwicke- 
lung wieder,  in  den  Lagen  A„  Ä^,  Ä,  .  .  .,  dasselbe  gilt  von  einer  Stelle  ß,  der 
unendlich  viele  Lagen  £,.  B„  B,...  in  der  Ebene  entsprechen.  Verbinden  wir 
irgend  einen  der  Punkte  A^,  A^,  A^  . ..  init  irgend  einem  der  Punkte  Bi ,  B^  J 
Bg  .  . .  durch  die  Gerade,  so  giebt  die  Aufwickelong  des  Mantels  auf  devfl 
Cjlinder    eine    geodätische   Curve,    nämlich   eine   gemeine   Schrau' 

omnia",    Lausauue  und  Genf,   sie  aufgestellt  hat,    gebührt  doch 

Priorität  der  Veröffentlichung  wegen  seiner  Arbeit:  „De  linea  br 

in   BUperficie   quacunqne  duo   quacHbet  puocta  jungente", 

tarii  Acad.  Pelropolitanae,   t  111,   ad  annum   1728,   Petersburg   1732. 

geht  von  der  mechanischen  Betrachtung  der  Spannungen  im  Faden  ai 

aus  der  geometrischen  Definition  der  kürzeateu  Linien  leitete  erst  Laoranue  i 

seinem  „Galcnl  des  fonctions",  Paris  läOK,  siebe  auch  Oeuvres  L  X,  i" 

EigeDBchaft  der  geodätischen  Onrven  ab. 
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(vgl.  I  S.  löT).  Dabei  geben  die  Oeraden,  die  dch  nur  um  eine  der  Periodca 
der  Abwickelung  von  einander  unterscheiden,  dieselbe  Cnrre,  ao  di«  0«i*da 
Äi  B^,  Ä^,  B,  n.  s.  w.;  ebenso  Ai  B,,  A,B^ii.  e,  w.  Diese  ErgebniBse  sind  gui 
nnabbftngig  davon,  wie  die  Punkte  A  und  B  gegen  einander  liegen.     WÜlea 


Pig.  77. 


wir  sie  auch  noch  so  dicbt  bei  einander,  so  giebt  es  doch  onendlicb  viele  ge- 
meine Schraubenlinien  Ewischen  ihnen.  Eine  ist  allerdinge  die  kDraeste; 
in  Fig-  77  ist  es  dlejCDige,  die  der  Geraden  A,B,  entspricht.  Aber  alle  innd 
geodfitische  Curven. 

2.  Beispiel:  Auf  der  Kugel  sind  die  Flflchennormalen  die  Hadien,  also 
die  geodStiBchen  Curven  —  mit  Ausnahme  der  beiden  Scharen  von  je 
□d'  Minimalgeraden  (7gl.  Satz  26,  S.  64)  —  diejenigen,  deren  Haopbtot- 
malen  nach  der  Kugelmitte  gehen,  sodass  bei  ihnen  der  Mittelponkt  der 
Schmiegungekngel,  die  ja  die  Kugel  selbst  ist,  mit  dem  Hittelpnnkt  des  KrOm- 
mnngBkreiaes  stets  zusammenfallt.  Ist  dieser  Mittelpunkt  der  Aafsngspnnkt 
and  ist  der  KugelradioH  gleich  Eins,  so  sind  hier 


die   Riebt  ungscoainua    der   Rauptuormale. 

wenden,   weil   die   Hauptnormale   nach  I 

dem   Krümmungsraittelpuakt    hin   ist     Differentiation    nach  dei 

der  geod&tischen  Curven  giebt  nun  wegen  III  (C)  und  III  (5): 


Das    MinuBzeichen    ist    hier    ansu- 
positiv   in   der  Riehtung   nach 


Muitiplicieren  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  n 
sie  alsdann  jedesmal,  so  folgt  nach  II  (A): 


-  =  0, 


I,  j  bez.  A,  ^  v  und  addieren 


Nach  der  zweiten  Gleichung  sind  die  geodätischen  Curven  wegen  8at>  13, 
I  S.  185,  eben  und  nach  der  ersten  wegen  Satz  29,  I  S.  41,  Kreise  vom  Radius 
Eins;  also  sind  es  die  grössten  Kreise  der  Kugel,  ein  Ergebnis,  das 
geometrisch  schon  von  vornherein  bekannt  wur.  Man  sieht  auch,  daM  der 
grösste  Kreis  zwischen  zwei  Punkten  der  Kugel  nur  in  einem  «einer  beiden 
Teile  die  kürzeste  Curve  ist  Liegen  die  beiden  Punkte  einander  diametral 
gegenüber,  so  giebt  es  zwischen  Ihnen  co*  geodBüsche  Curven. 
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In  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  be- 
weist man,  dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichang  zweiter  Ord- 
nung zwischen  u  und  v  unter  gewissen  functionentheoretischen 
Voraussetzungen  oo^  Lösungen  hat,  und  so  könnte  man  daraus  ent- 
nehmen^  dass  es  unter  den  entsprechenden  Voraussetzungen  für  die 
vorgelegte  Fläche  auf  ihr  oo*  geodätische  Curven  giebt  Wir 
machen  jedoch  davon  keinen  Gebrauch  und  erwähnen  es  nur  zur 
Orientierung  des  Lesers. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  so  lassen  sich  ihre  geodätischen  Curven 
nur  in  den  allerwenigsten  Fällen  durch  endliche  Gleichungen  dar- 
stellen, weil  die  Auffindung  derjenigen  Functionen  v  von  u,  die  der 
in  Satz  5  angegebenen  Gleichung  genügen,  die  grössten  Schwierig- 
keiten bereitet.  Wir  geben  hier  zunächst  nur  ein  Beispiel,  in  dem 
es  gelungen  ist,  sie  zu  bestimmen. 

Beispiel:  Es  liege  eine  Rotationsflftche^  vor,  deren  Axe  die  ^-Aze 
sei  (vgl.  (2),  S.  41): 

X  ^  p{u) cos  V ,       y  ^  p{u)BinVf      x  =s  q(u). 

Wenn  wir  wie  immer  anter  u  die  Bogenlänge  der  Meridiane  verstehen,  so  ist 

wie  auf  S.  41 : 

p'«+^«=l 
und: 

(11)  ^=1,        F=0.        Q=^p*. 

Nach  Satz  5  sind  also  von  den  Breitenkreisen  (u)  nur  diejenigen  geodätische 

Curven,  für  die 

pp'=  0 

ist  p  =  0  giebt  die  zu  Punkten  degenerierten  Breitenkreise,  da  p  der  Radios 
des  Kreises  {u)  ist,  und  p'  ist  da  gleich  Null,  wo  die  Tangente  der  Meridian- 
curve  der  Drehaxe  parallel  ist.  Von  den  Breitenkreisen,  die  nicht  in  Punkte 
ausarten,  sind  also  nur  diejenigen  geodätische  Curven,  in  denen  die  Fläche 
von  Kotationscjlindem  um  die  XrAxe  berührt  wird.  Die  übrigen  geodätischen 
Curven  bestimmen  sich  nach  Satz  5  aus  der  Bedingung: 


-"•(Ä)' 


p"    ,-       2pp  -T—  +P*-i— • 
du  '^'^    du  du^ 


0 


^  Jacob  Bernoülli  bestimmte  in  den  Acta  Eruditorum,  Leipzig  1698,  die 
geodätischen  Curven  auf  einer  Rotationsfläche  und  gelangte  durch  Quadraturen 
zum  richtigen  Ziel,  obgleich  sein  Verfahren  fehlerhaft  war.  Alsdann  stellte 
Clairaüt  einen  wichtigen  Satz  über  die  geodätischen  Curven  auf  Rotations- 
flächen auf,  den  wir  ableiten  werden.  Siehe  seine:  „D^terminations  g^omö- 
trique  de  la  perpendiculaire  k  la  m^ridienne  trac^e  par  M.  Cassini 
■avec  plusieurs  m^thodes  d'en  tirer  la  grandeur  et  la  figare  de  li 
terre*^;  M^m.  de  TAcadL  de  Paris  pour  Tann^e  1788,  Paris  1736. 
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oder 

dur  \dul  p     du 

Man  kann  diese  Gleichung  geometrisch  deuten,  wenn  man  den  Winkel  a  ein- 
führt, den  die  gesuchte  geodätische  Curve  an  der  Stelle  (ti,  v)  mit  dem  Meridian 
(v)  dieser  Stelle  bildet  Da  längs  der  Meridiancurve  (v)  das  Verhältnia  dp: du 
gleich  Null,  längs   der  geodätischen  Linie  gleich   dem   in    der  vorstehenden 

Gleichung  auftretenden  Differentialquotienten  -z —  ist,  so  giebt  SatE  10,  8.  8S, 

wegen  (11) 

(18)  cos «  =  —  - , 

woraus  folgt: 

dv  tsa 

-—  =±  -!«_. 

du  p 

Wir  haben  hier  den  Factor  ±  hinzugefügt,  weil  wir  über  den  Sinn,  in  don 
der  Winkel  a  gemessen  werden  soll,  keine  bestimmte  Annahme  gemacht  haben. 
Längs  der  geodätischen  Curve  ist  nun  wie  v  auch  a  eine  Function  von  n, 
sodass  die  Differentiation  nach  u  den  folgenden  Wert  des  zweiten  DiffBrential- 
quotienten  von  v  liefert: 

d^v  1  da         tga        , 

du*  pcos'a     du         /)' 

Setzen  wir  diese  beiden  Werte  des  ersten  und  zweiten  Differentialqaotienten 
von  V  nach  u  in  (12)  ein,  so  kommt: 


oder 


tga     au        p 


sin  a        du  p 

woraus  folgt,  dass 

(14)  />  sin  a  =  w  (wi  ■=  Const.) 

ist.    Daher  ergiebt  sich,  da  p  der  Radius  des  Breitenkreises  ist,  der 

Satz  6:  Längs  einer  jeden  solchen  geodätischen  Curve  einer 
Rotationsfläche,  die  keine  Minimalcurve  ist,  ist  das  Produet  aus 
dem  jeweiligen  Radius  des  Breitenkreises  und  dem  Sinus  des 
Winkels,  den  die  Curve  mit  dem  Meridian  bildet,  constant.^ 

Dass  wir  die  Minimalcurven  ausnehmen  müssen,  folgt  daraus,   dass  man 
bei  ihnen  nicht  von  einem  Winkel  a  sprechen  kann. 

Da  nach  (13) 


sin*«  = 


JdvY 
'"-^Tdü) 

^  Dies  ist  der  Satz  von  Clairaut,  den  wir  in  der  letzten  Anm.  erwfthnten. 
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ist)  so  lässt  sich  die  Formel  (14)  so  schreiben: 

dv  m 


du        p  Yp^  —  m* 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  eine  Function  von  u  allein.  Eine  Quadratur 
liefert  also: 

(15)  V  —  m  I — -  —  n        (m,  n  ■■  Const.). 

J  p  yp^  —  m* 

Hiermit  aber  sind  die  geodfttiscben  Chirven  auf  der  Kotationsfläche  in  endlicher 
Form  gefunden. 

Nach  dem  Satze  6  oder  der  Formel  (14)  kann  man  sich  eine  allgemeine 
Vorstellung  von  dem  Verlaufe  einer  reellen  geodätischen  Gurve  auf  einer  reellen 
Rotationsfläche  machen:  Wir  können  uns  dabei  auf  einen  solchen  Teil  der 
Fläche  beschränken,  auf  dem  p  positiv  ist,  denn  p  =  0  giebt  die  zu  Punkten 
entarteten  Breitenkreise  an.  Ist  nun  z.  B.  für  eine  geodätische  Curve  die  Con- 
stante  m  auch  positiv,  so  ist  der  kleinste  Wert,  den  p  erreichen  kann,  der 

Wert  m,  für  den  o  =  —  ist.    Der  Breitenkreis  vom  Radius  m  wird  also  von 

der  geodätischen  Curve  berührt  Für  noch  kleinere  Werte  von  p  wird  fn:p>  l, 
sodass  die  Curve  den  Bereich  derjenigen  Breitenkreise  meidet,  deren  Radius 
kleiner  als  m  ist  Sie  wird  also  an  dem  Kreise  vom  Radius  m  zu  den  Kreisen 
von  grösseren  Radien  umkehren;  solange  p  wächst,  nimmt  a  ab,  d.  h.  die  Curve 
wird  weniger  steil  gegen  den  Meridian.  Wächst  der  Radius  bis  ins  Unend- 
liche, so  nähert  sich  die  Curve  der  Gestalt  einer  Meridiancurve. 

lu^besondere  wollen  wir  diese  Ergebnisse  auf  die  Rotationsflächen 
von  constanter  Krümmung  iC  anwenden.    Bei  ihnen  ist  nach  S.  122 

In  I  S.  98  hatten  wir  unter  (6)  dieselbe  Gi-leichung,  nur  stand  dort  x  statt  Py 
und  die  Veränderliche,  nach  der  differenziert  wurde,  war  nicht  mit  w,  sondern 
mit  8  bezeichnet     Wie  wir  in  (8),  I  S.  99,  sahen,  ist  also: 

p  ^  a  cos  YK  u  +  b  sin  j/iCw 

die  allgemeinste  Function  p  {u)^  für  die  die  Rotationsfläche  (10)  die  constante 
Krümmung  K  hat  Dabei  bedeuten  a  und  b  zwei  Constanten.  Wir  haben  nun 
von  u  nur  das  eine  vorausgesetzt,  dass  u  die  Bogenlänge  auf  den  Meridianen 
bedeute.     Ist  c  irgend  eine  Constante,  so  ist  auch 

(16)  ü  ^  u  —  c 

die  Bogenlänge  auf  den  Meridianen,  nur  von  einer  anderen  Stelle  an  gemessen. 

Dann  ist: 

p  =  a  cos  YK  (w  +  c)  +  6  sin  V^(w  +  o) 
oder: 

p  =■  (a  cos  }/ä^c  +  b  sin  y?c)  cosI/ä"  w  + 

+  (-  a  sin  ViCc  +  6  cos  Y^e)  sin  j/Zl? . 

Wir  können  die  Constante  c  so  wählen,  dass  die  zweite  Klammer  gleich  Null 
wird,  indem  wir  nämlich: 
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also 

(17)  cobYKc  =     ,_^ ,         sin  YYc  =     , 

wählen.     Dann  wird  

p  =  y«'  +  6*  cos  y  A*  ü  . 

Wir  können  ans  jetzt  vorstellen,  wir  hfttten  von  vornherein  schon  die  Bogen- 
Iftnge  durch  ü  statt  u  ausgedrückt ,  und  dürfen  daher  ohne  Beschrftnkiuig  der 
Allgemeinheit  annehmen,  dass  in  den  Formeln  (10)  die  Verftnderliche  u  diese 
passender  gewählte  Bogenlänge  sei,  sodass  wir 

(18)  p  =  äcosYKu 


setzen  dürfen,  indem  wir  y a*  +  b^  mit  Ä  bezeichnen. 
Alsdann  giebt  (15): 

m  du 


-h 


cos  yz^y  4«  cos«  yiTw  -  ui« 


—  n. 


Diese  Quadratur   lässt  sich  nun  dadurch  ausführen,   dass  man   ct^  V^t»  als 
neue  Veränderliche  t  benutzt     Dann  kommt  nämlich: 

sin  \'Ku  «  -— »         cos  VKu  -  - 

yi+t'  yr+7* 

und 

du  ^ —rr sin' VKu ,dt. 

yic 

sodass  sich  fiir  v  ergiebt: 

m       r  dt 

J    tVAU^-m^l+t*) 


r  =  — 


äYKJ    tyAU^-m^l+t*) 


oder  integriert: 


r  a -r  arc  sm  (    ^    ■  .  —    —  w 

Vl/^*-w«     tl 


1 


oder: 


> 


sin  U  YKv  +  «)  =     ~^^=^  .  - 

yA^  -  w«     ^ 

d.  h.,  wenn  wieder  ctg  yX  u  für  t  gesetzt  wird : 

(19)  sin  {A  yK  v  +  n)=         ^         tg  yKu . 

yj.*  —  w« 

Diese  Gleichung  zwischen  u  und  r,  die  ausser  den  durch  den  Wert  (18) 
von  p  bedingten  Constanten  K  und  A  noch  die  willkürlichen  Conatanten  m 
und  n  enthält,  stellt  also  die  oo*  geodätischen  Curven  der  zu  (18)  gehörigen 
Kotationsfläche  constanter  Krümmung  dar.  Wir  können  die  Gleichung  auch 
so  schreiben: 

cos  n  .  sin  ^  yA'  v  .  ctg  YKu  +  sin  n  .  cos  A  YK  v  .  ctg  yx u  = 


y^i'»- 


tn' 
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Wenn  wir  jetzt  die  neuen  Parameter  einfahren: 

ü  »  sin  J.  YK  V .  ctg  YKu  , 
f  -  cos -4  l/jft? .  ctg  ViTu , 

so  nimmt  die  Gleichung  der  geodätischen  Curven  die  Form  an: 


(20) 


cos  n .  tt  +  sin  n .  9 


wobei  n  und  m  die  willkürlichen  Constanten  sind.    Mit  m  ist  aber  auch  die 
rechte  Seite  eine  willkürliche  Constante,  etwa  /,  sodass  wir  haben: 

(21)  cos  » .  Ä  +  sin  n .  ^  =  /  (^> '  =  Const) . 

Also  hat  sich  ergeben: 

Satz  7:  Man  kann  auf  einer  Rotationsflftche  constanter  Krüm- 
mung solche  Parameter  ü  und  9  einführen,  mittels  deren  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Glei- 
chung 

Const  ü  +  Const.  9  =  Const. 

dargestellt  werden. 

§  2.    Geodätische  Abbildung  von  Flächen. 

Die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  einer  Fläche 
kann  man  nach  Satz  5^  S.  408,  aufstellen  ^  sobald  man  nur  die 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  Fläche  als  Functionen  der 
Parameter  kennt.  Hieraus  können  wir  einen  wichtigen  Schluss 
ziehen:  Wenn  es  möglich  ist,  eine  Fläche  auf  eine  andere  zu  ver- 
biegen, so  kann  man  entsprechenden  Punkten  beider  Flächen 
gleiche  Parameter  beilegen,  und  dann  stimmen  die  Fundamental- 
grössen erster  Ordnung  auf  beiden  Flächen  nach  Satz  5,  S.  275, 
mit  einander  überein,  folglich  auch  die  Differentialgleichungen  der 
geodätischen  Curven  auf  beiden  Flächen,  sodass  sich  ergiebt: 

Satz  8:  Verbiegt  man  eine  Fläche,  so  sind  ihre  geo- 
dätischen Curven  auch  nach  der  Verbiegung  geodätische 
Curven. 

Übrigens  leuchtet  dieser  Satz  für  die  kürzesten  Curven  wegen 
der  Längentreue  bei  der  Verbiegung  (vgl.  S.  273)  ohne  weiteres  ein, 
aber  nicht  jede  geodätische  Curve  ist  eine  kürzeste  Linie.  Freilich 
ist  der  Satz  auch  für  die  geodätischen  Curven  überhaupt  leicht  geo- 
metrisch einzusehen,  da  die  unendlich  kleine  Änderung  einer  Flächen- 
curve,  auf  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  Einführung  der  geo- 
dätischen Curven  stützten,  auf  der  verbogenen  Fläche  genau  zu 
demselben  Ergebnis  wie  auf  der  alten  Fläche  führt,  denn  die  Ver- 
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biegUDg  ist  ja  Dach  S.  274  eine  in  den  unendlich  kleinen  Teilen 
congruente  Abbildung. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  sich  der  Satz  8 
umkehren  lässt,  ob  also  alle  diejenigen  punktweisen  Abbildungen 
einer  Fläche,  bei  denen  jeder  geodätischen  Curve  der  einen  Fläche 
eine  geodätische  Curve  der  anderen  entspricht,  Verbiegungen  sind. 
Wir  werden  derartige  Abbildungen  geodätische  Abbildungen 
nennen.  Alsdann  können  wir  die  Frage  so  formulieren:  Ist  jede 
geodätische  Abbildung  eine  Verbiegung? 

Sicher  braucht  sie  es  für  eine  Rotationsfläche  Yon  con- 
stanter  Krümmung  nicht  zu  sein.  Denn  nach  dem  Satze  7  des 
vorigen  Paragraphen  lassen  sich  auf  einer  Rotationsfläche  constanter 
Krümmung  K  solche  Parameter  u,  v  einführen,  in  denen  die  geo- 
dätischen Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung 
in  u  und  v: 

(1)  Const.  u  +  Const.  v  =  Const. 

dargestellt  werden.  Wenn  man  nun  dem  Punkte  {u,  v)  der  Fläche 
denjenigen  Punkt  einer  Ebene  zuordnet,  der  die  rechtwinkUgen 
Coordinaten  u,  v  hat,  so  liegt  eine  punktweise  Abbildung  der  Fläche 
auf  die  Ebene  vor.  In  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten u,  V  ist  aber  (1)  die  Gleichung  einer  Geraden,  d.  h.  einer 
geodätischen  Curve.  Durchläuft  der  Punkt  («,  v)  auf  der  Fläche 
eine  geodätische  Curve,  so  thut  sein  Bildpunkt  {u,  v)  in  der  Ebene 
dasselbe,  d.  h.  die  Abbildung  ist  geodätisch.  Sie  ist  aber  keine 
Verbiegung,  sobald  das  constante  Krümmungsmaass  JT  4=  0  ist,  wegen 
Satz  7,  S.  275. 

Im  Falle  einer  Rotationsfläche  constanter  Elrümmung  ist  die 
aufgeworfene  Frage  demnach  zu  verneinen.  Dasselbe  gilt  überhaupt 
für  Flächen  constanter  Krümmung.  Denn  nach  Satz  18,  S.  301 
lässt  sich  jede  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  K  auf  eine 
Rotationsfläche  von  dieser  Krümmung  verbiegen,  sodass  sich  Satz  7 
wegen  Satz  8  so  verallgemeinem  lässt: 

Satz  9:  Auf  jeder  Fläche  von  constanter  Krümmung 
giebt  es  solche  Parameter,  in  denen  die  geodätischen 
Curven  der  Fläche  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung 
zwischen  den  Parametern  dargestellt  werden. 

Indem  wir  nun  dazu  übergehen,  die  aufgeworfene  Frage  all- 
gemein zu  beantworten,  bemerken  wir  gleich  vorweg,  dass  wir  er- 
kennen werden,  dass  die  Frage  zwar  im  allgemeinen,  bei  beliebigen 
Flächen,  zu  bejahen,  aber  nicht  nur  für  die  Flächen  von  constanter 
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Krümmung,  sondern  für  eine  sie  umfassende  grössere  Familie  von 
Flächen  zu  verneinen  ist 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  es  seien  zwei  Flächen  geodätisch 
auf  einander  abgebildet  Keine  der  beiden  Flächen  sei  aber  die 
Tangentenääche  einer  Minimalcurve,  auch  sei  die  Abbildung  nicht 
etwa  so  beschafifen,  dass  einer  und  nur  einer  Schar  von  Minimal- 
curven  der  einen  Fläche  eine  Schar  von  Minimalcurven  auf  der 
anderen  Fläche  entspreche.  Es  sind  dies  Voraussetzungen,  die  im 
Falle  der  reellen  Abbildung  zweier  reeller  Flächen  stets  erfüllt 
sind.  Nach  Satz  49,  S.  96,  giebt  es  auf  der  einen  Fläche  mindestens 
ein  (im  reellen  Falle  reelles)  Orthogonalsystem,  dem  auf  der  anderen 
wieder  ein  (im  reellen  Falle  reelles)  Orthogonalsystem  entspricht 
Wählen  wir  die  Curven  dieser  Orthogonalsysteme  als  Parameterlinien, 
indem  wir  einander  entsprechenden  Curven  beider  Systeme  gleiche 
Parameterwerte  u  bez.  gleiche  Parameterwerte  v  beilegen,  so  liegen 
also  folgende  Voraussetzungen  vor: 

Auf  beiden  Flächen  bilden  die  Parameterlinien  Orthogonal- 
systeme,  und  einander  entsprechende  Punkte  beider  Flächen  gehören 
zu  demselben  Wertepaare  der  Parameter  u,  v.  Nach  Satz  18,  S.  34, 
haben  die  Quadrate  der  Bogenelemente  der  beiden  Flächen  die 
Formen : 

(1)  ds^=^Edu^+  Gdv^,      ds^  =  Edu^  +  Odv^. 

Die  geodätischen  Curven  der  ersten  Fläche  genügen  nach  Satz  4, 
S.  407,  der  Gleichung: 

2  (tt'  v"  -  V  tt")  - 

Q  \     0         E  I  ^\0  E)  ^  E 

Bei  der  zweiten  Fläche  tritt  an  ihre  Stelle  die  in  E  und  0  ge- 
schriebene Gleichung.  Sollen  nun  die  geodätischen  Curven  beider 
Flächen  einander  entsprechen,  so  müssen  beide  Gleichungen  über- 
einstimmen.    Dies  führt  zu  den  vier  Bedingungen: 


(2) 


Qu  _  Eu 
0        ~E 


E.       E,. 

E        E' 

ö«      Eu 
0       'W 

Gv  Q  Er  ^*'  _  2 

G           E^O           E 

Die  beiden  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Gleichungen  lassen  sich 
80  schreiben: 

ScKBVfSRSy  Oeom.  l>\ftt.   II.  27 
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Der   erste   Numerus   ist   also   eine  Function   \p  von    v   allein ,   der 
zweite  eine  Function  q)  von  u  allein,  sodass 

(3)  i=^-^(^)'     ör  =  ö-^("^ 

ist.     Hieraus  folgt: 


denn  weder  9  noch  tp  ist  gleich  Null,  da  sonst  HJ  oder  ^  =  0  nnd 
also  die  erste  Fläche  gegen  die  Voraussetzung  die  Tangentenfläche 
einer  Minimalcurve  wäre.  Bezeichnen  wir  die  in  der  ersten  dieser 
beiden  Formeln  vorkommenden  dritten  Wurzeln  aus  tp  und  tf;  mit 

U{u)  und  F  (v),  80  kommt: 

wo  6  eine  dritte  Einheitswurzel,  d.  h.  e*  =  1  ist  Aber  wenn  wir 
diese  Werte  in  (3)  einsetzen,  so  ergiebt  sich  «  =  1.    Also  haben  wir: 

(4)  ^  =  ury  '        ^  =  ~ffv^ ' 

wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  F  eine  BWction  von  v  allein 
bedeutet. 

Jetzt  bleibt  noch  die  Befriedigung  der  in  (2)  in  der  ersten  Zeile 
stehenden  Gleichungen  übrig.  Setzen  wir  darin  die  Werte  (4)  ein, 
so  kommt: 

(5)  ^U-F)--^i^-^-f",       {U-n^^=I^'. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  es  sei   U  —  F  ^  0.     Alsdann  folgt: 

dXogE^  _   dlogiU-V)         d\ogO  ^   dlogiU-V) 
dv  d  r  du  du 

oder,  wenn  A  eine  Function  von  u  allein  und  fi  eine  Function  von  v 
allein  bedeutet: 

JS^X(U--F),       G  =  fjL{U-F), 

sodass  (4)  noch 

^      .  O-V         ^  U-V 
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liefert.     Nach  (1)  sind  demnach: 

ds^  =  {U'-F){ldu^  +  fAdv^, 

d,^^^[-^du^+^dv^) 

die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen.  Hätten  wir  nun 
von  vornherein  auf  beiden  Flächen  jyXdu  und  i'^fidv  als  Para- 
meter statt  u  und  v  benutzt^  was  erlaubt  ist,  so  hätten  wir  in 
diesen  Formeln  A  =  /u  =  1  gehabt.  Also  lassen  sich  die  Quadrate 
der  Bogenelemente  beider  Flächen  auf  die  einfacheren  Formen 
bringen: 

(6)  ds^  =  (U-n{du*+dv').     rf5»=(y--^)(^'  +  ^)- 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  ?7— r  =  0  ist  U^F  = 
Const,  weil  U  nur  von  u  und  F  nur  von  v  abhängt.  Dann  ist  (5) 
erfüllt,  und  (4)  lehrt,  dass 

(7)  E^cEy       O^cO  (c  =  Const) 

ist  Aber  wenn  wir  die  erste  gegebene  Fläche  ähnlich  vergrössem, 
etwa  vom  Anfangspunkt  aus,  sodass  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x, 
1/,  z  in  ax,  ay,  az  übergehen,  wobei  a  constant  ist,  so  treten  an 
die  Stelle  von  E  und  G  nach  XI  {Ä)  die  Grössen  a}  E  und  a^G. 
Wenn  wir  a  =  "j/c  setzen,  so  zeigt  (7),  dass  zu  den  Flächen,  die 
auf  die  erste  geodätisch  abgebildet  sind,  insbesondere  diejenigen 
gehören,  die  der  ersten  Fläche  ähnlich  sind,  und  nach  Satz  8  also 
alle  Flächen,  die  aus  diesen  ähnlichen  Flächen  durch  Verbiegung 
hervorgehen. 

Wir  erkennen  also,  dass  im  allgemeinen  jede  geodätische 
Abbildung  eine  Verbiegung,  eventuell  verbunden  mit  einer  ähnlichen 
Vergrösserung  ist.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  in  dem  Falle  ein,  wo 
sich  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Flächen  auf  die  Formen  (6) 
bringen  lassen. 

Dabei  haben  wir  oben  von  vornherein  die  Annahme  ausge- 
schlossen, dass  einer  Schar  von  Minimalcurven  der  einen  Fläche  — 
und  zwar  nur  einer  Schar  —  eine  Schar  von  Minimalcurven  auf 
der  anderen  Fläche  entspricht;  wie  gesagt  tritt  dieser  Fall  bei 
reeller  Abbildung  nie  ein,  weshalb  wir  auch  hierauf  nicht  weiter 
eingehen  wollen. 

Unser  Ergebnis  ist,  wenn  wir  in  (6)  noch  V  durch  —  T  er- 
setzen, dieses: 

27* 
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Satz  10:^  Soll  eine  Abbildung  einer  Fläche  anf  eine 
andere  Fläche  geodätisch  sein  und  wird  dabei  nicht  etwa 
eine  und  nur  eine  Schar  von  Minimalcurven  der  einen 
Fläche  als  ebensolche  Schar  auf  der  anderen  abgebildet, 
eine  Möglichkeit,  die  bei  reeller  Abbildung  nie  eintritt, 
so  ist  die  Abbildung  im  allgemeinen  eine  solche  Beziehung 
zwischen  beiden  Flächen,  bei  der  die  zweite  Fläche  aus 
der  ersten  durch  ähnliche  Vergrösserung  und  Verbiegung 
hervorgeht  Dies  ist  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die 
Flächen  so  beschaffen  sind,  dass  sich  die  Quadrate  ihrer 
Bogenelemente  gleichzeitig,  d.  h.  mittels  Parameter  u,  v, 
die  auf  beiden  Flächen  einander  entsprechenden  Punkten 
zugehören,  auf  die  Formen  bringen  lassen: 

ds*  =  {ü+F){du>  +  dv'),       ds^ (^  +  ^)(^_^^), 

wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  F  eine  Function 
von  V  allein  ist 

Dies  führt  uns  zur  Familie  derjenigen  Flächen,  bei  denen 
sich  das  Quadrat  des  Bogenelementes  auf  die  Form 

(8)  rf**  =  [U{u)  +  F{v)]  [du^  +  dv^] 

bringen  lässt^  Denn  auch  die  Fläche,  deren  Bogenelement- Quadrat 
die  im  Satze  angegebene  zweite  Form  ds^  hat,  lässt  sich  dieser 
Form  (8)  unterordnen.     Wenn  man  nämlich  bei  ihr 

j  yv  J  y^v 

als  Parameter  einführt,  sodass  ü  eine  Function  von  u  allein  und  f 
eine  Function  von  v  allein  ist,  so  kommt: 


rfs2  =  -(^  +  |)(e/ß^  +  rfi?^). 


^  Dieser  Satz  und  seine  Ableitung  rührt  her  von  Don,  „Sopra  un 
problema  che  si  presenta  nella  teoria  generale  delle  rappresen- 
tazioni  geografiche  di  una  superficie  su  di  an'  altra",  Annali  di 
Matern,  t.  III  (1869),  und  zwar  mit  der  in  ihm  ausgesprochenen  Einschrftnkung, 
die  DiNi  allerdings  nicht  ausdrücklich  erwähnt  hat,  weil  er  nur  reelle  Ab- 
bildungen ins  Auge  fasste. 

^  Man  nennt  diese  Flächen  LiouviLLE^sche  Flächen,  weil  Liouville  durch 
seine  Note  III:  ,,Th^oreme  concernant  Tint^gration  de  T^quation 
des  lignes  g^od^siques*'  zu  Monge's  „Application",  5.  Aufl.,  Paris  1850, 
zuerst  auf  diese  interessante  Flächenfamilie  aufmerksam  gemacht  hat. 
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Hierin  ist 


—  jj  bez.  —  Y 


als  eine  Function  U  von  ü  allein  bez.  eine  IHinction  F  Yon  e  allein 
darstellbar,  sodass  kommt: 

also,  abgesehen  von  der  Bezeichnung,  die  Form  (8). 

Zu  den  Flächen,  deren  Bogenelement-Quadrat  auf  die  Form  (8) 
gebracht  werden  kann,  gehören  insbesondere  die  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  K,  denn  nach  Satz  17,  S.  301,  lässt  sich  ihr 
Bogenelement-Quadrat  auf  die  Form: 

,  j  __        4    dudv 

bringen.     Wenn  wir  hierin 

u  =  ü  +  iv ,      t?  =  ö  —  i^ 
setzen,  so  kommt: 

ds* ^(dfii  +  rfc«), 

eine  Form,  die  als  Specialfall  in  (8)  enthalten  ist 

Auch  die  Botationsflächen  gehören  zu  den  durch  (8)  charak- 
terisierten Flächen,  denn  nach  S.  41  lässt  sich  ds^  bei  einer 
Rotationsfläche  auf  die  Form: 

ds*  =  du^  -^ p*(u)dv^ 
oder  also: 


■''*-f'w(^ +  '''•■) 


/ 


bringen,  die  sofort  als  ein  Specialfall  aus  (8)  hervorgeht,  sobald  man 

—  statt  u  als  den  einen  Parameter  benutzt. 
P 

Hieraus  schliessen  wir  nach  Satz  5,  S.  275,  dass  auch  die  auf 
Botationsflächen  verbiegbaren  Flächen  zu  denjenigen  Flächen 
gehören,  bei  denen  sich  ds^  auf  die  Form  (8)  bringen  lässt,  insbe- 
sondere also  nach  Satz  15,  S.  293,  die  Schraubenflächen. 

Liegt  eine  Fläche  vor,  deren  Bogenelement-Quadrat  die  Form  (8) 
hat,  so  ist  die  Differentialgleichung  ihrer  geodätischen  Curven  nach 
Satz  4,  S.  407,  wegen: 

(9)  jS=6'=C/+r,       F=zO 

diese: 

(10)  (U'v'^Fu){u^  +  v^  +  2(U+  F){u'v'  -  v' u")  =  0. 
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Wollen  wir  die  geodätischen  Curven  der  Fläche  bestimmen,  8o 
handelt  es  sich  um  die  Aufgabe,  u  und  v  so  als  EHmctionen  eines 
Parameters  t  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  ihren  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  der  Gleichung  (10)  für  alle  Werte  von  t  ge- 
nügen, wobei  zu  beachten  ist,  dass  U  als  Function  von  u  und  V  ah 
Function  von  v  auch  Functionen  von  t  sind.    Es  ist: 

du        jj,  du         Tit    r  dV        jT,    , 

dt  dt  'dt 

sodass  wir  (10)  auch  so  schreiben  können: 

^      '  u    dt  V     dt  ^  '     1*  ■  +  r  * 

Der  letzte  Bruch  hierin  ist  aber  der  Differentialquotient  nach  t  von 
arctg (r  : m').  Da  v:u  auch  in  den  beiden  ersten  Gliedern  auf- 
tritt, so  veranlasst  uns  dies,  den  Winkel  ay  dessen  Tangente  gleich 
V  :u   ist,  als  Hülfsgrösse  einzuführen.     Wir  setzen  also: 

(12)  u  =  Q  cos  a  y       V  =  Q  sin  a, 

wo  Q  und  a  noch  unbekannte  Functionen  von  t  sind.  Jetzt  nimmt 
(11)  die  Form  an: 

tg..4^ -ctg«. 4f  +  2(f/+F)  4^=0 

oder,  wenn  wir  mit  sin  a  cos  a  multiplicieren: 

sin^a--^- cos^cf.—  -  +  2(U+  F)smcccoBa-^  =  0. 

dt  dt  ^  '  at 

Es  ist  aber 

■    o         dU     .    r^  fj  '  da 

sin^  u '  -^—  +  2  c/ sin  a  cos  a  -j- 
df  dt 

der  Differentialquotient  von  sin*  cc .  U  nach  t  und 

9        dV        c\  rr   '  da 

cos^  a .  — Ti 2}  sin  a  cos  a  -^r 

dt  dt 

der  Differentialquotient  von  cos*  a ,  /'  nach  t^  sodass  sich  ergiebt,  dass 

(13)  sin* a ,  U  —  cos* a,  F  =  a  (a  =  Const.) 

sein  muss.     Aber  nach  (12)  ist: 

Sin*  a  =  —^—-Ti- »       cos*  a  =     ,,  -  7,  » 
sodass  folgt: 
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oder: 
oder  auch: 

U  V 


Da  links  nur  u  und  u    und  rechts  nur  v  und  v   auftritt,   so  folgt 
hieraus  durch  Quadraturen: 

(14)  f-^^  -  r    —    =  *  (^  =  Const) 

Hat  man  die  Quadraturen  ausgeführt,  so  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  zwischen  u,  v  und  den  beiden  willkürlichen  Constanten  a,  b. 
Sie  gilt  für  alle  geodätischen  Curven  der  Fläche,  deren  Bogenelement- 
Quadrat  die  Form  (8)  hat,  und  stellt  demnach  die  oo^  geodätischen 
Curven  der  Fläche  dar. 

Da  die  Parametercurven  {u)  und  {v)  zu  einander  orthogonal 
sind,  so  hat  der  vorhin  benutzte  Hülfswinkel  a  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Es  ist  nämlich ,  wenn  der  Punkt  (t^,  v)  zum 
unendlich  benachbarten  Punkte  {u  +  du,  v  +  dv)  oder  {u  +  udt, 
V  +  V  di)  auf  einer  geodätischen  Curve  fortschreitet,  der  Cosinus  des 
Winkels  dieser  Fortschreitungsrichtung  mit  der  Fortschreitungs- 
richtung  längs  der  Parametercurve  (t?)  nach  (9)  und  Satz  10,  S.  32, 
gleich: 


da  jetzt  in  jenem  Satze  k  =  v  :u  und  x  =  0  zu  setzen  ist  Die 
Tangente  dieses  Winkels  ist  also  gleich  ±v:u,  sodass  der  durch 
(12)  eingeführte  Winkel  a  einer  derjenigen  Winkel  ist,  den  die  geo- 
dätische Curve  im  Punkte  {u,  v)  mit  der  hindurchgehenden  Para- 
metercurve (r)  bildet. 

Ist  die  Fläche  insbesondere  die  Rotationsfläche  (vgl.  S.  41): 

X  =  p{u) cos V,       y  =  /? (m) sin ü,       z  ^  q (u) 
mit  der  Bogenlänge  u  auf  den  Meridianen,  sodass 

ist  oder,  wenn 


/ 


du  1 

—  und  V 


P 

als  neue  Parameter  ü  und  v  benutzt  werden,  wobei 

ds^:=p*(dü^  +  difl) 
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wird  und  /?*  eine  Function  von  ü  allein  ist,  so  giebt  die  Vergleichung 
mit  (8),  dass  jetzt  ü  und  e  statt  u  und  v  und  ausserdem  U  =  p\ 
F=  0  zu  setzen  ist,  somit  statt  (13)  kommt: 

/?*  sin*  a  =  a. 

Die  auf  S.  412  aufgestellte  Formel  (14)  ist  also  nur  ein  specielier 
Fall  der  jetzigen  Formel  (13).  Der  damals  formulierte  Satz  6  ist 
mithin  einer  Verallgemeinerung  auf  beliebige  solche  Flachen  fähig, 
deren  ds^  auf  die  Form  (8)  gebracht  werden  kann;  diese  Verall- 
gemeinerung ist  eben  die  Formel  (13). 

Unser  Ergebnis  wollen  wir  so  zusammenfassen: 

Satz  11:^  Kann  das  Quadrat  des  Bogenelementes  einer 
Fläche  auf  die  Form: 

gebracht  werden,  wo  U  eine  Function  von  u  allein  und  T 
eine  Function  von  v  allein  ist,  so  liefert  die  Ausführung 
der  Quadraturen  in: 

f    .i^  _  f.   i^_,  =  ^        ^a,b^  Const) 

die  Gleichung  der  oo*  geodätischen  Curven  der  Fläche. 

Wir  Wollen  jetzt  wieder  das  Problem  der  geodätischen  Abbil- 
dung aufnehmen,  indem  wir  die  allgemeinen  Ergebnisse  des  Satzes  10 
benutzen  und  uns  fragen,  welche  Flächen  sich  geodätisch  auf 
die  Ebene  abbilden  lassen. 

Zunächst  selbstverständlich  die  auf  die  Ebene  verbiegbaren 
Flächen,  d.  h.  die  sogenannten  abwickelbaren  Flächen.  Durch  ähn- 
liche Vergrösserung  gewinnen  wir  ans  ihnen  keine  neuen  Flächen. 

Um  diese  trivialen  Fälle  auszuschliessen,  fragen  wir  daher: 

Welche  nicht-abwickelbaren  Flächen  lassen  sich  geo- 
dätisch auf  die  Ebene  abbilden? 

Wenn  wir  wie  in  Satz  10  zunächst  von  dem  bei  reeller  Ab- 
bildung nie  vorkommenden  Fall  absehen,  dass  gerade  und  nur  der 
einen  Schar  von  Minimalgeraden  der  Ebene  eine  Schar  von  Minimal- 
curven  auf  der  Fläche  entsprechen,  so  bleibt  nach  Satz  10  nur  noch 
die  Annahme  übrig,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der 
Ebene  auf  die  Form 

(15)  ds^^{U+  F){du*  +  dv^ 

^  Satz  von  Lioüville,  vgl.  die  2.  Anm.  zu  S.  420. 
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und  auf  der  gesuchten  Fläche  auf  die  Form: 

(16,  .,.  -  (1  +  y)  (^  -  ^) 

gebracht  werden  kann.  Dass  das  Erstere  möglich  ist,  folgt  daraus, 
dass  die  Ebene  zu  den  vorhin  angeführten  besonderen  Flächenarten 
gehört. 

Wir  haben  nun,  um  die  fraglichen  Flächen  zu  bestimmen,  die 
für  die  Ebene  und  die  auf  sie  abwickelbaren  Flächen  charakteri- 
stische Eigenschaft  zu  benutzen,  dass  ihr  Erümmungsmaass  iT  =  0 
ist  (nach  Satz  90,  S.  214).  Das  Erümmungsmaass  lässt  sich  aus  den 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  die  aus  (15)  folgen: 

nach  XVU  [B)  leicht  berechnen,  da  U  nur  von  u  und  V  nur  von  v 
abhängt    Es  kommt: 

(17)        if  =  -^^^  [j7'i>+  r">-{u+  r){U"  +  n]- 

Da  sich  übrigens  das  Bogenelement-Quadrat  (16)  durch  Einführung 
der  neuen  Parameter 

du        _         r  dv 


/du         _  c  dv 

yu  J  w 


wie  schon  auf  S.  421  erwähnt  wurde,  auf  die  zu  (15)  anjjoge  Form: 

ds^=(Ü+  P)(dü^  +  dv^) 
bringen  lässt,  wo 

ist,  so  ist  analog  (17)  das  Erümmungsmaass  der  zu  (16)  gehörigen 
Fläche : 

K  =  -  _^  ■  \ü'^+  p»- ([^> f)(^"+ ni- 

Führen  wir  hierin  wieder  die  Parameter  u  und  v  ein,  so  kommt,  weil 

du       ^^*        dd       ^ 
ist: 

(18)  K  =  ~-^^[i{SÜ  +  F)nU"-\(ü+SF)U>F"  + 

+  UF(U+F){UF'-F  f")] . 

Weil  nun,  wie  gesagt,  A'  =  0  sein  muss,  so  folgt  aus  (17),  dass 

(19)  U'^ -  UU" -  (UF"  +  FU")  +  r» -  VF'  =  0 
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sein  mu88.  Wir  werden  also  versuchen,  die  Functionen  U  von  h 
und  F  von  v  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  sie  für 
alle  Werte  von  u  und  v  der  Bedingung  (19)  genügen,  aus  der  durch 
successive  Differentiation  nach  u  und  v  sofort  noch  folgt: 

Da  U  und  F  keine  Constanten  sind,  weil  sonst  K  nach  (18)  gleich 
Null,  die  gesuchte  Fläche  daher  gegen  die  Voraussetzung  abwickel- 
bar wäre  (nach  Satz  90,  S.  214),  so  können  wir  hierfiir  schreiben: 

(20)  ^, V . 

es  sei  denn,  dass  etwa  nur  U  ^  Const,  aber  F=^  Const  wäre.  Er- 
ledigen wir  daher  vorerst  die  Annahme: 

?/=«,       F^O        (a  =  Const.). 

In  diesem  Falle  giebt  (19): 

-aF'+F^-^FF'^O, 

woraus  folgt,  dass  die  Function  cp  =  F+  a  von  v  allein  die  Be- 
dingung: 

oder: 

erfüllt,  logqp  also  linear  in  v  oder  (p  von  der  Form: 

(f.=zb  e""^  (b,  c  =  Const) 

ist,  sodass  kommt: 

(21)  U=a,        F=  (f  ^  a  =  be^''—  a. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (18)  ein,  so  ergiebt  sich  für  K  ein  con- 
stanter  Wert  In  diesem  Falle  also  ist  die  fragliche  Fläche  von 
constanter  Krümmung.  Im  Falle  U'^O,  r=  Const  ergiebt 
sich  dasselbe. 

Dasselbe  ergiebt  sich  nun  aber  auch  im  allgemeinen  Falle,  in 
dem  (20)  gilt  und  weder  U'  noch  P  gleich  Null  ist  Denn  in 
diesem  Falle  lassen  sich  die  Formen  von  U  und  F  so  finden:  Da 
in  (20)  links  nur  v,  rechts  nur  u  auftritt  so  sind  beide  Seiten  ein 
und  derselben  Constanten  gleich,  die  wir  mit  c*  bezeichnen  wollen. 
Alsdann  haben  wir: 

6'"  =  -c2t'',       r"=c^r 
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oder: 


d^ü'  2  TT'  ^^'  tv 


du^  '        dv^ 

Die  Functionen  U'  von  u  und  7'  von  t;  haben  also  die  Eigenschaft, 
dass  sie  mit  ihren  zweiten  Differentialquotienten  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  —  c*  bez.  c*  übereinstimmen.  Eine  solche  Erschei- 
nung lag  vor  kurzem  auf  S.  413  vor,  und  wie  dort  benutzen  wir 
auch  hier  das  Ergebnis  in  I  S.  98,  99,  wo  es  sich  in  (6)  um  eine 
Function  x  von  s  handelte,  deren  zweiter  Differentialquotient  gleich 
—  Kx  {K  =  Const.)  war,  und  von  der  wir  sahen,  dass  sie  die  Form 
(8)  haben  muss.  Indem  wir  für  s  jetzt  u  bez.  v,  für  x  jetzt  U'  bez. 
P  und  für  K  jetzt  c*  bez.  —  c*  setzen,  erhalten  wir  also: 

U'  =  Const  cos   cu  +  Const  sin   c  w , 

F  =  Const.  cos  icu  +  Const  sin  i  c  m  , 

sobald  c-  =1=  0  ist,  woraus  durch  Integration  folgt: 

C  =  öj  cos   cu  +  b^sin    cu  +  m^, 
F  —  a^  cos icv  +  b^sinicv  +  m^, 

wo  a^,  b^,  a^,  b^,  c,  m^  und  m^  Constanten  sind.  Setzen  wir  diese 
Werte  in  (19)  ein,  so  kommt: 

{m^  +  TWg)  (oj  cos  c  w  +  ^j  sin  cu  —  a^  cos  icv  —  b^  sin  icv)  -f- 

Wäre  wij  +  m,  4=  ö,  so  müsste  a^  =  b^^  a^—  b^=  0,  also  ?/'=  /'=  0 
sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist     Mithin  kommt: 


(22) 


7n^  +  m^  =  0,       a^^+b^^  =  a^*  +  b 


2 


2 


Diese  Bedingungen '  erfüllen  wir,  indem  wir  neue  Constanten  iw,  n, 
a,  ß  einführen  und  setzen: 

mj  =      TW ,       a^  zsz  n  cos   a ,       b^  ^=^  n  sin   a , 

TWg  =  —  wi ,       Ojj  =  n  cos  ißt       b^  =  n  sin  iß y 

sodass  (22)  giebt: 

U  ^  n  cos   (c  w  —  cf)  +  m , 

F  =i  n  cos  i{cv  —  ß)  ^  m  (m,  n,  a,ß,c  =  Const). 


(23) 


Setzen  wir  diese  Werte  in  (18)  ein,  so  ergiebt  sich  für  K  eine  Con- 
stante,  d.  h.  die  fraglichen  Flächen  haben  constante  Krümmung. 
Im  Falle  c  =  0,  der  analog  und  leicht  zu  erledigen  ist,  ergiebt 
sich  dies  ebenfalls. 
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Oben  sahen  wir  schon  in  Satz  9,  dass  es  auf  jeder  Fläche 
constanter  Krümmung  solche  Parameter  u,  v  giebt,  in  denen  sich 
die  geodätischen  Ourven  durch  die  allgemeine  lineare  Gleichung  in  u 
und  Xf  darstellen,  was  —  wenn  u  und  v  als  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten  in  der  Ebene  gedeutet  werden  —  darauf  hinaus  kommt, 
dass  sich  die  Flächen  constanter  Krümmung  so  auf  die  Ebene  ab- 
bilden lassen,  dass  jeder  geodätischen  Ourve  eine  Gerade  in  der 
Ebene  entspricht,  unsere  letzten  Betrachtungen  gestatten  uns  nun 
diesen  Satz  umzukehren  und  zwar,  da  die  abwickelbaren  Flächen 
die  constante  Ejilmmung  Null  haben,  in  dieser  Weise: 

Satz  12:^  Die  Flächen  constanter  Krümmung  und  nur 
diese  Flächen  lassen  sich  geodätisch  auf  die  Ebene  ab- 
bilden. 

Wir  haben  in  diesem  Satze  gar  nicht  erwähnt,  dass  wir  die 
im  reellen  Falle  allerdings  nie  eintretende  Möglichkeit  ausgeschlossen 
hatten,  dass  die  eine  und  nur  die  eine  Schar  von  Minimal- 
geraden der  Ebene  als  eine  Schar  von  Minimalcurven  ab- 
gebildet werde.  Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  auch  in  diesem 
Falle  nur  Flächen  constanter  Krümmung,  nändich  abwickelbare 
Flächen  hervorgehen.  In  der  That:  Führen  wir  in  der  xy- Ebene 
die  Grössen  x  +  iy  und  x  —  iy  als  Parameter  u,  v  ein,  so  ist 

ds*  ^  dudv 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes.  Benutzen  wir  auf  der  Flädie. 
die  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  soll,  die  den  Minimalgeraden  («) 
und  {v)  der  Ebene  entsprechenden  Ourven  als  Parameterlinien,  so  sei 

ds^  =  Edu*+  2Fdudv  +  Odv^ 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes,  während  bei  der  Ebene  E^sß^O, 
f=\  ist  Da  nur  den  Minimalgeraden  der  einen  Schar,  etwa  den 
Geraden  (t^),  Minimalcurven  auf  der  Fläche  entsprechen  sollen,  so 
muss  dp  für  du  =  0  auch  verschwinden,  d.  h.  es  ist  ö  =  0.    Da- 


^  Das  Problem  der  geodätischen  Abbildung  einer  Fl&che  auf  die  Ebene 
wurde  von  Beltrami  gestellt  und  gelöst.  Siehe  seine  Abhandlung:  f,Biflo- 
luzione  del  problema:  Riportare  i  panti  di  ana  superfieie  sopri 
un  piano  in  modo  che  le  linee  geodetiche  vengano  rappresenttte 
da  linee  rette",  Annali  di  Matem.  t  VII  (1866).  Am  Schlosse  dieser  Arbeit 
warf  Beltrami  die  Frage  nach  der  geodätischen  Abbildung  einer  Fliehe  asf 
eine  andere  Fläche  auf,  eine  Frage,  die,  wie  wir  in  der  1.  Anm.  su  S.  420  seboo 
angaben,  alsdann  von  Dini  1869  beantwortet  wurde. 
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gegen  ist  E:^0,  F^O  anzunehmen,  weil  die  Fläche  sonst  abwickel- 
bar wäre.    Nach  Satz  4,  S.  407,  ist  wegen  ^«0  =  0,  f'«!  jetzt 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Gurven  in  der  Ebene,  und, 
da  ö  =  0  ist: 

F\v'u"--uv")  +  [E{F,-i  e,)  -  \FE;\u'^  + 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Gurven  auf  der  Fläche. 
Soll  die  Abbildung  geodätisch  sein,  so  müssen  beide  Differential- 
gleichungen übereinstimmen.  Hieraus  folgt  zunächst  wegen  des  letzten 
Gliedes,  dass  F  nur  u  enthalten  darf,  und  dann  weiterhin,  dass 

sein  muss.  Da  F  nur  u  enthält  und  (7  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  als 
Krümmungsmaass  K  der  Fläche  nach  XVII  {B): 

Soeben  aber  ergab  sich,  dass  E^  nur  von  u  abhängt,  sodass  K  =  0, 
die  Fläche  also,  wie  behauptet  wurde,  abwickelbar  sein  muss  (vgl. 
Satz  90,  S.  214). 

Daher  durften  wir  unser  Ergebnis  in  der  Form  des  obigen 
Satzes  12  ohne  Einschränkung  aussprechen. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  die  in  (23)  gewonnenen  beson- 
deren Formen  von  U  und  F  in  das  Bogenelement- Quadrat  (15)  der 
Ebene  einzusetzen  und  zu  untersuchen,  was  für  Gurven  in  der 
Ebene  die  Parameterlinien  (u)  und  (r)  sind ;  wir  gehen  darauf  nicht 
ein.  Wir  begnügen  uns  vielmehr  damit,  dass  wir  auf  S.  418 — 415 
die  geodätische  Abbildung  einer  Rotationsfläche  von  constanter  Krüm- 
mung auf  die  Ebene  direct  ausgeführt  haben. 

1.  Beispiel:  Die  Kugel  wird  dadurch,  dass  man  sie  von  ihrer  Mitte 
aus  perspectiv  auf  eine  Ebene  projiciert,  augenscheinlich  geodAtisch  auf  die 
Ebene  abgebildet.  Man  könnte  also  geographische  Karten  herstellen,  auf  denen 
die  grössten  Kreise  der  Kugel  als  Geraden  erscheinen,  doch  würden  sie  starke 
Verzerrungen  aufweisen. 

2.  Beispiel:  Die  allgemeinste  geodätische  Abbildung  der  Ebene 
auf  die  Ebene,  d.  h.  die  allgemeinste  Abbildung,  bei  der  jeder  Geraden  der 
einen  Ebene  eine  Gerade  in  der  anderen  Ebene  entspricht,  kann  man  in  ver- 
schiedenen Weisen  bestimmen,  so  z.  B.  rein  geometrisch.  Man  erkennt 
dann,  dass  sie  erzielt  wird,  wenn  man  die  Ebenen  in  passende  Lagen  gegen 
einander  bringt  und  nun  von  einem  passenden  Centrum  aus  die  eine  Ebene 
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perspectiv  auf  die  andere  Ebene  projiciert.  Man  nennt  deshalb  auch  die  geo- 
dätische Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  andere  Ebene  eine  projectiveAb- 
bildung.  Will  man  sie  aber  analytisch  bestimmen,  so  kann  man  so  ver- 
fahren :  ^  Sind  Uj  v  in  der  einen  Ebene  rechtwinklige  Coordlnaten  und  &88t 
man  längs  einer  Curve  v  als  Function  von  u  auf,  so  ist 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven,  d.  i.  der  Greraden,  da  sie  jt 
aussagt,  dass  v  linear  und  ganz  in  u  ist.  Ist  nun  derjenige  Pankt  der  zweiten 
Ebene,  der  dem  Punkte  (u,  v)  der  ersten  entspricht,  mit  denselben  Paj-ametem 
versehen,  so  seien: 

(25)  x  =  q>{u,v),      y  ^  ^/(u,v),      x  =  Q 

die  Gleichungen  der  zweiten  Ebene.    Hier  ist 

(2«)  ^  -  0 

die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  (Geraden),  da  sie  ja  aussagt, 
dass  y  linear  und  ganz  in  x  ist.  Aber  x  und  y  sind  die  durch  (25)  definierten 
Functionen  von  u  und  v.    Nach  (25)  ist: 

dy 

dy  _    du    _  V'«  +  V'i  ^' 
dx        dx        <Pu  -^  fJpr^'  ^ 
du 

wenn  wir  auch  auf  der  zweiten  Ebene  längs  der  geodätischen  Curven  (Greraden)  u 
als  Parameter  benutzen  und  der  Strich  die  Differentiation  nach  u  andeutet 
Weiter  folgt  hieraus: 

a* y  __       dx      dx  _  1  <JPm  +  <JPb f 

dx*  ~     du     '  du        <Ph  +  g>vv'  du 

Führen  wir  die  letzte  Differentiation  aus,  indem  wir  immer  dabei  t>  ala  Function 
von  u  betrachten,  so  finden  wir,  dass  die  Differentialgleichung  (26)  der  geo- 
dätischen Curven  (Geraden)  der  zweiten  Ebene  die  Form  hat: 

-  ig>uu  +  2qD„,  tj'  +  (p,,v'*  +  9.>r")(Vu  +  fpvv')  =  0. 

Soll  die  Abbildung  geodätisch  sein,  so  muss  sich  diese  Gleichung  auf  die 
Gleichung  (24)  oder  t?"  =  0  reducieren.  Dies  führt  auf  die  vier  Bedingungen 
—  indem  die  Coefficienten  von  p'',  f>'',  v'  und  das  von  t»'  freie  Glied  einsein 
gleich  Null  sein  müssen: 

V'ufi  <f>v  -  (Puu  Vf  +  2  %,.  <JPu  -   2  (Puv  V«  "  0  , 

V^r.  (jpu  -  gp,  1  V«  +  2  tpuv  gPi  -  2  gp«„  V'r  =  0  , 


(27) 


^  Wir  wenden  hier  dieselbe  Methode  an,  die  wir  in  dem  in  der  Anm. 
zu  I  S.  846  erwähnten  Werke  benutzt  haben. 
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und  zwar  ist  zu  verlangen,  dass  diese  G-leichungen  für  alle  Werte  von 
u  und  V  richtig  seien.    Die  erste  and  letzte  Gleichung  geben: 

d  log  ipu  _   ^  log  y«  6  log  y,  _  d  log  q>r 

du  Bu      '  du       ~'       du 

sodass  rpu  *•  <f>u  eine  Function  V  von  v  allein  und  ^^ :  <)pv  eine  Function  von  u 
HÜein  sein  muss,  woraus  folgt: 

(28)  ^„  =  ^^u,       V»  =*  ^<r«»' 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  beiden  mittleren  Gleichungen  (27)  ein,  so  kommt: 

(29)  {U-  V)  g>uu  9r  -  2  F'  g^J  =  0,       (U-  V) <p^„  9«  +  2  CT'  (jp,.*  =  0. 

Ferner  ei^ebt  sich,  wenn  wir  aus  jeder  der  Gleichungen  (28)  den  Wert  von 
fpuv  berechnen  und  beide  einander  gleich  setzen: 

(30)  (ü-  r)<JP«c-F>«+r7>,  =  0. 
Die  erste  Gleichung  (29)  giebt  partiell  nach  u  differenziert: 

oder,  wenn  hierin  die  Werte  von  q>u„y  q>ur  und  q>vr  aus  (29)  und  (30)  eingesetzt 
werden: 

<Puuu-  ^^_  K)«    q>?' 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  für  g>r  den  aus  der  ersten  Gleichung  (29)  folgenden 
Wert  einsetzen: 

8  cjp««*  —  2  <jp„  q>uuu  =  0 , 

was  nach  Satz  40,  S.  78,  aussagt,  dass  <p  in  u  linear  gebrochen  sein  muss.  Da 
die  Gleichungen  (27)  nur  unter  einander  vertauscht  werden,  wenn  u  mit  v  ver- 
tauscht wird,    so  folgt,   dass  q>  auch  in  v  linear  gebrochen  sein  muss.    Also 

kommt: 

Oj  +biU  -{-CiV  +  diuv 

a  -^  ßu-^fv  +  duv 

wo  au  bij  Ci,  d^  und  a,  ^,  ijr,  d  Constanten  sind.  Aus  der  Symmetrie  der 
Formeln  (27)  folgt,  dass  fp  dieselbe  allgemeine  Form  hat  und  aus  (28),  dass 
wir  die  Nenner  in  g)  und  ip  einander  gleich  annehmen  dürfen,  sodass  kommt: 

o,  +  b^u  +  e^v  +  <i^uv 


V 


a  +(iu  +^v  -k-öuv 


wo  o,,  &,,  c,,  d^  Constanten  sind.  Setzen  wir  diese  Werte  von  (p  und  7p  in 
die  beiden  mittleren  Gleichungen  (27)  ein,  so  folgt  sofort  (/|  «■  d^  »  d  a  0,  so- 
dass bleibt: 

a^  +  biU-^-  r^v                  a^  +  b^u-hCfV 
flp  =       — -pi »       w  »  ^ • 

a  •\-pu  +  ifv  a  +pu  +  Y^ 

Diese  Werte  erfüllen  alle  vier  Gleichungen  (27).     Somit  haben  wir  den 

Satz  13:  Sind  u,  v  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene, 
X,  y  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  zweiten  Ebene,  so  wird 
die  allgemeinste  punktweise  Abbildung  der  einen  Ebene  auf  die 
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andere,   bei  der  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  eine  G-erade  der 
anderen  entspricht,  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 


gegeben,  in  denen  a^  0^,  e^;   o,,  &,,  e,;  a,  ß,  f  Constanten   sind  und 
die  beiden  Nenner  übereinstimmen. 

Dies  ist  also  die  allgemeinste  projective  Abbildung  einer  Ebene 
auf  eine  andere  Ebene. 


§  3.    Orthogonale  Trajectorien  geodätischer  Curven. 

Mit  Hülfe  der'  geodätischen  Curven  lassen  sich  solche  besondere 
Parameter  auf  der  Fläche  einführen,  mittels  deren  manche  fiächen- 
theoretische  Probleme  besonders  bequem  behandelt  werden  können. 
Nun  ist  es,  wie  schon  hervorgehoben  wurde  (vgl.  S.  411),  allerdings 
im  allgemeinen  unmöglich,  die  geodätischen  Curven  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zu  bestimmen,  aber  fiir  viele  Probleme  genügt  es 
zu  wissen,  dass  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  ohne  dass  es  darauf 
ankommt,  sie  wirklich  in  endlicher  Form  dargestellt  vor  sich  zu 
haben. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  uns  auf  einer  Fläche  mit  den  Para- 
metern u^  V  und  dem  Quadrate  des  Bogenelementes 

ds^  =  Edv}  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

eine  Schar  von  oo^  geodätischen  Curven  bekannt,  die  durch 
eine  Gleichung 

fjL{u,v)  =  Const. 

zwischen  u  und  v  definiert  sei.  Dieser  Fall  tritt  bei  manchen 
Flächen  ein,  so  sind  z.  B.  auf  einer  Rotationsfläche  die  oo^ 
Meridiane  augenscheinlich  geodätische  Curven,  da  sie  eben  sind  und 
ihre  Hauptnormalen  also  in  ihren  Ebenen  liegen.  Liegt  eine  gerad- 
linige Fläche  vor,  so  sind  die  Geraden  der  Fläche  solche  be- 
kannte 00^  geodätische  Curven,  u.  s.  w. 

Längs  der  nach  Voraussetzung  bekannten  geodätischen  Curven 
fjL  =  Const  mögen  die  Incremente  der  Parameter  m,  v  mit  du  und 
Sv  bezeichnet  sein.     Dann  ist 

oder: 


(1) 


du  (i. 
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Die  zu  diesen  oo^  geodätischen  Curven  orthogonalen  Tra- 
jectorien haben  also  überall  solche  Fortschreitungsrichtungei^ 
{dv:du),  für  die  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  keine 
Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  sei,  nach  Satz  11,  S.  33: 

\du  u^i  du     (A^ 

oder: 

(2)  {E^^  -  FpL^)dü  +  {FiJL^  -  GfjLjdv  =  0 

ist.     Es   ist   dies  die  DifiFerentialgleichung   erster  Ordnung  für  die 

orthogonalen  Trajectorien.    Ist  X{u,  v)  ein  Integral  dieser  Gleichung 

(vgl.  I  S.  90),  so  ist 

X{u,  v)  ^  Const. 

die  endliche  Gleichung  der  oo^  orthogonalen  Trajectorien  der  oo^ 
geodätischen  Curven  ju  =  Const. 

Wenn  die  geodätischen  Curven  fjL  =  Const,  wie  wir  voraussetzen 
wollen,  keine  Minimalcurven  sind,  so  fällt  die  Schar  k  =  Const 
nicht  mit  ihnen  zusammen,  sodass  X  und  fi  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  u  und  v  sind  (vgl.  I  S.  82,  83)  und  daher  als  neue 
Parameter  benutzt  werden  können. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  in  den  Gleichungen: 

(3)  x  =  q>{u,v),      y=;ir(w,t7),       z  =  xlj(u,v) 

%der  Fläche  seien  u  und  v  schon  diese  neuen  Parameter,  d.  h.  es 
seien  die  Parameterlinien  {v)  geodätische  Curven,  aber  keine  Minimal- 
curven, und  die  Parameterlinien  (m)  ihre  orthogonalen  Trajectorien. 
Nach  Satz  13,  S.  34,  ist  dann  die  Fundamentalgrösse  F=  0.  Ausser- 
dem sind  die  geodätischen  Curven  {v)  in  der  Form  u  ^  t,  t?  =  Const 
darstellbar,  sodass  für  sie  «'  =  1,  «"  =  0,  t?'  =3  0,  r"  =  0  ist  und 
daher  nach  Satz  4,  S.  407,  auch  EE^  =  0  sein  muss.  Da  die 
Curven  {v)  keine  Minimalcurven  sind,  so  ist  J?4=0,  und  daher  er- 
giebt  sich,  dass  E  eine  von  Null  verschiedene  Function  von  u  allein 
sein  muss.     Also  ist  jetzt: 

(4)  ds^  =  E{u)du^  +  G{u,v)dv*. 

Wir  wollen  die  Bogenlänge  s  der  geodätischen  Curve  (v)  be- 
rechnen, etwa  gemessen  von  der  Trajectorie  (u  =5  0)  an  bis  zu  einer 
beliebigen  Trajectorie  («).  Längs  der  Curve  (t?)  ist  rft?  =  0,  also 
ds  =  ^Edu,  sodass  für  die  Bogenlänge  der  Wert  kommt: 


(5)  s=fYEdu. 


0 

Scheffers,  Oeom.  Dlffr.    II.  2S 


484 


Vierter  Ähschnitt:    Ourven  auf  der  Fläche, 


Da  E  von  v  frei  ist,  so  ergiebt  sich  derselbe  Wert  auf  jeder  geo- 
dätischen Curve  (v);  also: 

Satz  14^:  Zwei  orthogonale  Trajeetorien  einer  Schar 
von  00^  geodätischen  Curven  auf  einer  Fläche,  die  keine 
Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist,  schneiden  auf 
allen  diesen  geodätischen  Curven  dieselbe  Bogenlänge  ab, 
vorausgesetzt,  dass  die  geodätischen  Curven  keine  Mini- 
malcurven  sind. 

Dieser  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  40,  I  S.  64, 
über  Parallelcurven , in  der  Ebene,  denn  in  der  Ebene  sind  ja  die 
Geraden  die  geodätischen  Curven.  Man  nennt  daher  die  cx)^  ortho- 
gonalen Trajeetorien  von  oo^  geodätischen  Curven  eine  Schar  von 
Parallelcurven  auf  der  Fläche. 

Nachdem  wir  diesen  Satz  gewonnen  haben,  wollen  wir  noch 
einmal  zu  der  vorhergehenden  Betrachtung  zurückgehen  und  die 
Frage,  wie  man  die  Differentialgleichung  (2)  der  orthogonalen  Tra- 
jeetorien X  =  Const  einer  Schai*  von  oo  ^  gegebenen  geodätischen 
Curven  n  =  Const.  integriert,  näher  erörtern.  Unser  Satz  14  wird  uns 
nämlich  dabei  helfen. 

Angenommen,  es  seien  y^^  y^^  T's  •  •  •  eine  Schar  von  oo  *  ge- 
gebenen geodätischen  Curven.  Femer  seien  c  und  c  zwei  unendlich 
benachbarte  orthogonale  Trajeetorien  dieser  Schar.    (Siehe  Fig.  78.) . 

Nach  Satz  14  schneiden  sie  auf  allen  Curven  y 
denselben  unendlich  kleinen  Bogen  8  s  ab. 
Aus  einer  orthogonalen  Trajectorie  c 
können    wir    daher   leicht   eine   unendlich 
benachbarte  c'  ableiten:    Wir  coustruieren 
in   allen  Punkten  von  c  die  zu  den  Tan- 
genten   von  c  senkrechten  Tangenten   der 
Fläche,  d.  h.  die  Tangenten  der  Curven  y, 
und   tragen    auf  ihnen   dieselbe  unendlich 
kleine  Strecke  8  s  ab.     Der  Ort  der  End- 
punkte ist  die  Curve  c. 
Dies   wollen   wir   analytisch  verfolgen:   Im   Punkte   («,  v)    der 
Curve  c   hat   die  Tangente  der  Curve  /  die   durch  (1)   bestimmte 


Fig.  78. 


*  Satz  von  Gauss,  der  überhaupt  in  seinen  „Disquisitiones**  (siehe  die 
Anm.  zu  S.  5)  eingehende  Untersuchungen  über  die  geodätischen  Curven  auf 
einer  Fläche  angestellt  hat,  wie  sie  bis  dahin  (1828)  von  keiner  Seite  versucht 
worden  waren. 
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Fortschrei tungsrichtung  {3v:Su),  und  es  soll  die  Strecke  Ss  auf 
diese  Tangente  aufgetragen  werden,  d.  h.  es  soll  sein: 

ESu*  +  2FduSv+G8v*=z  Ss^. 
Hieraus  und  aus  (1)  folgt: 

(6)    OM  =     ,—  ^  >        ov  =  —=  ^  -, 

wo  in  beiden  Formeln  für  die  Quadratwurzel  derselbe  Wert  zu 
nehmen  ist 

Die  Differentialgleichung  (2)  der  orthogonalen  Trajectorien  der 
geodätischen  Gurven  fx  =  Const  hat  demnach  die  Eigenschaft ,  dass 
jede  ihrer  Integralcurven  i(?/,  r)  =  c  in  eine  unendlich  benachbarte 
Integralcurve  übergeht,  sobald  man  u  und  v  die  Incremente  (6)  er- 
teilt, wenn  3  s  längs  der  ganzen  Curve  dieselbe  unendlich  kleine 
Grösse  bedeutet.  Nach  Satz  62,  I  S.  98,  können  wir  daher  einen 
Multiplicator  der  Differentialgleichung  (2)  angeben  und  diese 
Gleichung  folglich  durch  eine  Quadratur  integrieren. 

Ja  noch  mehr:  Die  Differentialgleichung  (2)  und  die  Werte  (6) 
enthalten  fi^  und  fi^  nur  in  ihrem  Verhältnis.  Wir  brauchen  also  ju 
gar  nicht  zu  kennen,  sondern  nur  ju^:ju^  als  Function  von  u  und  v. 

Wir  brauchen  also  nach  (1)  nur  die  Fortschreitungsrichtungen 
(SviSu)  längs  der  geodätischen  Curven  ju  =  Const.  zu  kennen. 
Dies  aber  ist  der  Fall,  wenn  die  oo^  geodätischen  Curven  nicht 
durch  ihre  endliche  Gleichung  u  =  Const,  sondern  durch  ihre  Dif- 
ferentialgleichung 

a{u,v)du  +  ß{u,v)dv  =  0 

gegeben  sind,  weil  dann 

dv   a 

also  nach  (1)  auch  fJf'^'fi„  =  cc:ß  ist  Ersetzen  wir  dann  ju^  und  /u^ 
in  (2)  und  (6)  durch  a  und  ß,  so  liegt  in  (2)  die  Differential- 
gleichung der  orthogonalen  Trajectorien  und  in  (6)  eine  solche  un- 
endlich kleine  Ortsänderung  vor,  die  jede  dieser  Trajectorien  wieder 
in  eine  Trajectorie  überführt,  sodass  der  citierte  Satz  des  ersten 
Bandes  ergiebt: 

Satz  15:  Kennt  man  die  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  einer  Schar  von  oo^  geodätischen  Curven  auf 
einer  Fläche,  so  verlangt  die  Bestimmung  der  ortho- 
gonalen Trajectorien  dieser  Schar  nur  eine  Quadratur. 

28* 
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Wir  wollen  zeigen,  wie  man  die  Rechnung  dorchführen  kann. 
Dabei  wollen  wir  bei  der  früheren  Voranssetzang  bleiben,  dass  die 
Schar  der  oc^  geodätischen  Curven  durch  ihre  endliche  Gleichung 
fjL  =  Const  gegeben  sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  liegt  vielmehr  nur 
ihre  Differentialgleichung  adu  +  ß dv  =^0  vor,  so  ersetze  man  in 
dem  Folgenden  einfach  fi^  und  ^^  durch  a  und  ß.  Wenn  man  will, 
kann  man  übrigens  die  Gleichungen  (6)  mit  Hülfe  des  Differential- 
parameters erster  Ordnung  von  ju  nach   XX  (Ä)  so   schreiben: 

(7)  8u^ — 7^=-**,       *t;= ^^8s, 


wo  natürlich  D  =  ^HG-F*  sein  soll. 

Soll  nun  X{u,  v)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  sein, 
so  muss  sich  (2)  mit 

X,du  +  Xdv==0 
decken,  woraus  folgt: 

(8)  {Ffi^  -GfiJX„-{Efi,-  F^J  ^,  =  0 . 

Femer  muss  aus  jeder  Curve 

durch  Ausübung  der  in  (6)  oder  (7)  angegebenen  Änderung  wieder 
eine  Integralcurve 

A  (tt  +  du,  V  +  Sv)  =  Const 

hervorgehen,  d.  h.  es  muss 

X{u,  v)  +  X  Su  +  X  Sv 


oder  also 


^    du        .    öv 
\s  -TT  -r  K 


«    3»       '         ^    ÖS 

nach  I  S.  83  eine  Function  von  X  sein.     Also  fordern  wir  noch 

^    du    .    ^    dv  ,.v 

oder,  wenn  wir  hierin  die  Werte  (6)  einsetzen: 


(9) 


Ve\ 


fi,.  1,-/1,1 


*-2F(i,(i.  +  0,K* 


übrigens  ist  m[X)  nicht   etwa  gleich  Null,   weil  sonst  aus   (8) 
und  (9)  folgen  würde: 
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was  aussagen  würde,  dass  die  Curven  fi  =  Const  gegen  die  Voraus- 
setzung Minimalcurven  wären^  nach  Satz  41,  S.  385. 

Die  Integralcurven  k  =  Const.  kann  man  nun  auch  durch  irgend 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

(p  (w,  v)  =  Const. 

darstellen^  sobald  nur  (p  eine  Function  von  X  allein  ist: 

(p  =  i2{X). 
Dann  ist: 

Setzen  wir  die  hieraus  folgenden  Werte: 

in  (8)  und  (9)  ein,  so  kommt: 

f^<Pu-f^9>, a,{X)i2'{X). 

Wenn  wir  also: 

fl'(A)  =  -!--,     d.h.     ß=r-^ 


annehmen,  was  wir  thun  dürfen,  da  co  4=  0  ist>  so  erkennen  wir: 

Die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  (2)  lassen  sich  in 

einer  solchen  Form 

q)  (w,  v)  =  Const 
schreiben,  dass: 

(FfA^  -  GfJLjtp^  -  {FfJL^  -  FfAjtp^  =  0, 


f^  <f>u  —  f*u  <Pv 


=  1 


wird.    Hieraus  lassen  sich  q>^  und  9)^  sofort  berechnen.    Es  kommt: 
__  Ffiv  —  Ffiu  __  1^/u,  —  Ofiu  

sodass  eine  Quadratur: 

J  yFfi,*-'2Ffi^fi,  +  GfjLj 

die  00^  orthogonalen  Trajectorien  9p  ==  Const  liefert,  wie  in  Satz  15 
behauptet  wurde. 
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Thatsächlich  enthält  die  Formel  für  q>  die  Differentialquotienten 
fi^  und  fjL^  nur  in  ihrem  Verhältnis.  Ersetzen  wir  fjL^  und  fi^  durch  a 
und  ß  wie  oben,  so  finden  wir  also: 

Satz  16:   Ist 

a{u,  v)du  +  ß{u,  v)dv  =:  0 

die  Differentialgleichung  einer  Schar  von  cx)^  geodätischen 
Curven,  die  keine  Minimalcurven  sind^  so  ist 

(Eß  "  Fa)du  +  (Fß  -  Qa)dv 
y/Eß^  -  2Faß  +  Oa* 

das   vollständige  Differential   einer   Function  (p{u,v),    und 
die  Gleichung 

<p{u,  v)  =  Const. 

stellt  die  oo^  orthogonalen  Trajectorien  jener  Schar  dar. 

Beispiel:  Auf  einer  geradlinigen  Flftche  sind  die  Greraden  geo- 
dätische Curyen.  Nach  Satz  15  oder  16  findet  man  also  die  orthogonalen 
Trajectorien  der  Geraden  durch  eine  Quadratur.  In  der  That  haben  wir  sie 
so  auf  S.  217,  218  bestimmt.  Der  damalige  Satz  92  ist  ein  speci eller  Fall 
unseres  Satzes  14. 

Statt  in  der  Form  qp  =  Const.  hatten  wir  die  orthogonalen 
Trajectorien  zuerst  in  der  Form  X  =  Const.  geschrieben;  (p  war  eine 
Function  von  X.  Für  X^  und  X^  gelten  die  Gleichungen  (8)  und  (9). 
Mittels  (8)  können  wir  fjL^'.fi^  aus  (9)  fortschaffen,  da  (8)  ergiebt: 

sodass  (9)  die  Form  annimmt: 

wofür  wir  auch  nach  XX  (A)  schreiben  können: 

Diese  Eigenschaft  ist  nun  charakteristisch  für  die  orthogonalen 
Trajectorien  X  =  Const.  von  Scharen  geodätischer  Linien.  Wir 
können  nämlich  umgekehrt  beweisen,  dass  eine  Schar  von  co^  Curven 

X  (?/,  v)  =  Const 

orthogonale  Trajectorien  einer  Schar  von  oo^  geodätischen   Curven 
sind,  wenn  An  eine  Function  von  X  allein  ist 

Es  sei  also  eine  Function  X(u,  v)  gegeben,  die  keine  Constante 
sein  soll  und  für  die  J;i;i  eine  Function  von  X  allein  ist: 

^xi^nX). 
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Alsdann  stellt  X  =  Const  eine  Schar  von  oo^  Curven  auf  der  Fläche 
dar.  Wäre  Axi,  =  0^  so  wären  es  Minimalcarveny  nach  Satz  47, 
S.  385,  sodass  ihre  orthogonalen  Trajeetorien  mit  ihnen  zusammen- 
fielen und  der  zu  beweisende  Satz  trivial  würde.  Also  sei  Axx  4=  0* 
Sind  ju(w,  t?)  =  Const.  die  orthogonalen  Trajeetorien  der  Curven 
A  =  Const,  so  sind  "k  und  ju  von  einander  unabhängige  Functionen, 
und  es  ist  nach  Satz  11,  S.  33,  und  nach  XX  {B)  der  Zwischen» 
Parameter 

Führen  wir  nun 

A  (w,  ü)  =  ö ,       ju  (tt,  t?)  =  fJ 

als  Flächenparameter  ein,  so  nehmen  die  Fundamentalgrössen  nach 
Satz  49,  S.  389,  und  wegen 

die  Werte  an: 

sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  in  der  Form  erscheint: 
(10)  ds^  =,-L^dü^+G{ü,  ^)di)K 

Diese  Form  ordnet  sich  aber  der  früheren  Form  (4)  unter,  bei 
der  die  Curven  (v)  geodätische  Curven  waren.  Also  sind  die  Curven 
(«)  oder  jU  =  Const.  geodätisch.  Somit  sind  die  Curven  l  =  Const 
orthogonale  Trajeetorien  von  oo^  geodätischen  Curven.     Daher: 

Satz  17:^   Damit  die  Curvenschar 

X{u,  v)  =  Const 

aus  den  orthogonalen  Trajeetorien  von  oo^  geodätischen 
Curven  der  Fläche  bestehe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  der  Differentialparameter  erster  Ordnung  Jn  von  k 
eine  Function  von  k  allein  sei: 

Die  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  keine  Tangentenfläche  einer 
Minimalcurve  sei,  ist  schon  dadurch  eingeführt,  dass  Jxx  sonst  nicht 
definiert  wäre. 

Insbesondere  ist  in  (10)  der  Parameter  ü  direct  die  Bogenlänge 
der  Curven  (U),  gemessen  von  der  Curve  (ü  =  0)  an,  wenn  f{ü)  =  1 

^  Vgl.  die  in  der  Anm.  zu  S.  883  genannte  Abhandlung  von  Beltbaxi  im 
Giomale  di  Matern. 


440  Vierter  Ähschmtt:    Ourven  auf  der  Fläche. 


ist  —  ebenso  wie  in  (4)  der  Parameter  u  direct  die  Bogenlänge  der 
Curven  (r),  gemessen  von  der  Cnrve  [u  =  0)  an,  darstellt ,  wenn 
J^=  1  ist,  wie  die  Formel  (5)  zeigt    Daher  können  wir  noch  sagen: 

Satz  18:^   Damit  die  Gurvenschar 

A(tt,  v)  =  Const 

aus  den  orthogonalen  Trajectorien  von  oo^  geodätischen 
Curven  der  Fläche  bestehe  und  gleichzeitig  X  die  Länge 
dieser  geodätischen  Curven,  gemessen  von  der  Curve  il  =  0 
an,  angebe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  der  erste 
Differentialparameter  Axx  gleich  Eins  sei. 

Wenn  wir  insbesondere 

du 


f 


VM 


als  neuen  Parameter  u'  statt  ü  einführen,  so  nimmt  das  Quadrat 
des  Bogenelementes  (10)  gerade  die  eben  erwähnte  einfachere  Ge- 
stalt an: 

Dies  lässt  sich  umkehren:  Nehmen  wir  an,  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  der  Fläche  sei  durch  geeignete  Parameter  Uj  v  in 
der  Form: 

ds^  =  du^  +  G{u,  v)dv* 

dargestellt  Alsdann  sind  die  Parameterlinien  {u)  und  {v)  zu  ein- 
ander orthogonal  nach  Satz  13,  S.  34.  Ausserdem  ist  dann  u  die 
Bogenlänge  der  Curven  {v\  die  von  den  Curven  {u  =  0)  und  (u)  ab- 
geschnitten wird.  Ferner  sind  dann  die  Curven  (r)  geodätisch, 
denn  analog  der  in  Satz  5,  S.  408,  ausgedrückten  Bedingung  für  den 
Fall  geodätischer  Parameterlinien  (u)  haben  wir  für  den. Fall  geo- 
dätischer Parameterlinien  (v)  die  Bedingung: 

FJS^-  2IIF^  +  FF^^^O. 

Diese  ist  aber  hier,  da  jE=  1,  F=0  ist,  erfüllt 
Mithin  gilt  der 

Satz  19:  Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Parameterlinien 
(t)  geodätische  Curven  und  die  Parameterlinien  (ti)  ihre 
orthogonalen  Trajectorien  sind,  kann  man  die  Parameter 


^  Dies  findet  man,   wenn  auch  nicht  ausdrücklich  formuliert,  schon  in 
Gauss'  „Disquisitiones^^ 


§  4.     Systeme  von  geodätiaehen  Parametern. 


80  wäbleD,  das8  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die 
Form:' 

anDimmt  Älsdabn  ist  zugleich  u  die  Länge  aller  geodä- 
tischen Curveu  {v)  zwischen  den  Trajectorieo  (u  =  0}  und  (u). 
Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dasB  die  Fläche  keine  Tangen- 
tenfläche einer  Minimalcurve  sei. 


§  4.    Systeme  von  geodätischen  Parametern. 

Die  letzten  Betrachtungen  haben  zu  einer  besonderen  Art  der 
Parameterdarstellung  einer  beliebigen  Fläche,  die  keine  Tangenten- 
Säche  einer  Minimalcurve  ist,  geführt: 

Als  die  Parameterlinien  (o)  wählen  wir  eine  Schar  von  oo^  geo- 
dätischen Linien,  als  die  Parameterlinien  (u)  ihre  orthogonalen 
Trajectorieo.  Nach  unseren  letzten  Ergeb- 
nissen können  wir  dabei  den  Parameter  u  so 
wählen,  dass  u  die  Bogenlänge  vorstellt,  die 
auf  allen  Parameterlinien  [v)  von  den  Trajec- 
torieo (u  =  0}  und  (u)  abgeschnitten  werden. 
(Siehe  Fig.  79.)  Wir  haben  femer  gesehen,  'OyOy'yO^^^^^ 
dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  alsdann 
die  Form  annimmt: 

(1)  rf**  =  du*  4-  £?(«,  v)dv^.  ^■"■ 

In  diesem  Falle  sagen  wir,  dasa  die  Fläche  auf  ein  System 
von  geodätischen  Parametern  oder  anf  ein  System  von  geo- 
dätischen Coordinaten  bezogen  sei. 

Legen  wir  diese  Parameter  zn  Grunde,  so  nimmt  die  Differen- 
tialgleichung der  geodätischen  Cnrren  nach  Satz  4,  3.  407,  da  jetzt 
1)  =  y^  und  zwar  im  reellen  Falle  die  positire  Wurzel  aus  Q  ist, 
die  Form  an: 

(2)  i>(«'r"-r'«")  +  2i>_  «'»«■+  2J^K't>'*+  i)»i)^r''  =  0. 

Dabei  hat  man  sich  vorzastellen,  daas  u  und  t>  Functionen  irgend 
eines  Hülfsparameters  t  seien.     Wählen  wir    als   diesen   Parameter 


'  Diese  Form  des  Qn&dTates  dee  Bogenelemeutea  wurde  von  Gaub«  ia 
.  „Disquiiitionea"  eiugefQhrt  nnd  zd  Betrachtungen  verwendet,  die 
\  n&cbaten  Paragraphen  wiedergeben. 
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insbesondere  die  Grösse  v,  sodass  nur  die  geodätischen  Curven  (v) 
selbst  ausgeschlossen  bleiben^  so  ist  v  =  1,  v'  =  0,  während 

f        du  „       d*u 

dv  dv^ 

wird.     Alsdann  kommt  statt  (2): 

d.  h.:  der  Punkt  [u,  v)  beschreibt  eine  geodätische  Curve,  sobald  die 
Bogenlänge  u^  die  sie  auf  den  Parameterlinien  (v)  abschneidet  — 
gemessen  von  der  Trajectorie  (m  =  0)  an  — ,  eine  solche  Function 

von  V  ist,  die  der  Differentialgleichung 
(3)  für  alle  Werte  von  v  genügt. 

Im  reellen  Falle  wollen  wir  alsdann 
die  geodätische  Curve  im  Sinne  des 
wachsenden  Parameters  v  durchlaufen. 
Es  sei  a  der  Winkel,  den  eine  durch 
den  Punkt  (u,  v)  gehende  geodätische 
Fig.  80.  Curve  mit  der  hindurchgehenden  Para- 

meterlinie  (ü)  bildet,  siehe  Fig.  80.  Längs 
der  ersteren  Curve  nehmen  u  und  v  um  du  und  dv  zu,  längs  der 
letzteren  ist  dagegen  rfü  =  0,  sodass  wegen  (1)  aus  Satz  10,  S.  32, 

folgt: 

I 
cos  a  =  — -==:==^ , 

also: 

Da  I)  im  reellen  Falle  positiv  und  cc^^  ist,  je  nachdem  u  auf 

der  geodätischen  Curve  wächst  oder  abnimmt,  so  ist  das  obere  Vor- 
zeichen zu  wählen: 

A  T\  dv 

tga  =  B-^—, 
du 

sodass: 

(4)  -^  =  i>ctga 

wird.     Längs  der  geodätischen  Curve  ändert  sich  a\  wächst  v  um 
6^v,  so  nehme  a  um  da  zu.     Dann  ist: 

d^u         dB     .  D        da 

or'  dv       °  8in*ff     dv 
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wobei  nach  (4) 


^r  =  ^-47  +  ^.  =  ^^>«  +  ^. 


ist,  sodass  kommt: 

d*u 


(5) 


dv' 


=^DDctg^a+Dciga-- 


JD       da 


sin* «     dv 


Aber  für  geodätische  Curven  besteht  die  Gleichnng  (3).  Setzen  vrir 
darin  die  Werte  (4)  nnd  (5)  ein^  so  kommt  einfach: 

(6)  ±!L^^D  ^ 

was  wir  so  aussprechen: 

Satz  20:^  Ist  eine  Fläche  auf  geodätische  Parameter  u^v 
bezogen^  sodass 

ds^^du^+  Gdv^ 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  ist,  so  ändert  sich  der 
Winkel  a,  unter  dem  irgend  eine  geodätische  Curve  die 
geodätischen  Parameterlinien  (v)  durchsetzt,  in  Gemäss- 
heit  der  Formel: 

dn 


dv 


=  -i>„, 


WO  D  =  yo  im  reellen  Falle  positiv  ist  und  der  Fort- 
ächreitungssinn  der  betrachteten  geodätischen  Curve  im 
Sinne  des  wachsenden  Parameters  v  festgesetzt  worden  ist 

Es  ist  häufig  bequemer,  statt  der  Differentialgleichung  (2)  oder 
(3)  der  geodätischen  Curven  die  viel  einfachere  Gleichung  (6)  zu 
benutzen.  Wir  werden  dies  gelegentlich 
thun.  — 

Insbesondere  ist  nun  eine  noch  spe- 
ciellere  Wahl  der  Parameterlinien  mög- 
lich: Als  Parameterlinien  (i?)  wählen  wir 
nämlich  oo^  geodätische  Curven  durch 
einen  gemeinsamen  Punkte  (siehe Fig. 81). 
Alsdann  ist  von  den  orthogonalen  Trajec- 
torien  (w)  eine,  etwa  (m^),  ausgeartet,  näm- 
lich in  den  Punkt  A  selbst  zusammengeschrumpft,  während  jede 
andere   orthogonale  Trajectorie  (m)   von   allen   von  A   ausgehenden 


Fig.  81. 


^  Satz  20  und  21  von  Gauss,  in  den  „Disquisitiones^^ 
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geodätischen  CurveD  {o)  dieselbe  Bogenlänge  u  —  u^  abschneidet  nnd 
daher  als  eine  Curve  eonstanter  geodätischer  £ntfernnng 
vom  Punkte  Ä  bezeichnet  werden  kann.  Dabei  verstehen  wir  unter 
geodätischer  Entfernung  des  Punktes  {u,  v)  vom  Punkte  A  eben  die 
Bogenlänge  der  durch  den  Punkt  {u,  v)  gehenden  geodätischen  Curve 
(v)  von  J  bis  zum  Punkte  {u,  v). 

Allerdings  ist  hier  ein  Einwand  zu  erheben:  Es  ist  wohl  denk- 
bar, dass  von  A  mehr  als  eine  geodätische  Curve  zum  Punkte  (ti,  v) 
geht.  Wir  haben  ja  in  einem  Beispiel  auf  S.  409  gesehen ,  dass 
sogar  unendlich  viele  geodätische  Curven  von  einem  Punkte  nach 
einem  anderen  gehen  können,  vgl.  die  Fig.  77,  S.  410.  Man  kann 
aber  unter  gewissen  functionentheoretischen  Voraussetzungen  doch 
den  Beweis  fuhren,  dass  es  um  den  Punkt  A  herum  stets  ein  solches 
Stück  der  Fläche  giebt,  innerhalb  dessen  nur  eine  geodätische  Curve 
von  A  nach  irgend  einer  Stelle  hin  geht.  Ein  solches  Gebiet  kann  man 
z.  B.  leicht  in  dem  angezogenen  Beispiel  des  Rotationscjlinders  da- 
durch abgrenzen,  dass  man  zwei  Mantellinien  und  zwei  Kreise  als 
den  Band  des  Gebietes  vorschreibt  Wir  gedenken  jedoch  auf  die 
angeregte  Frage  nicht  weiter  einzugehen  und  formulieren  daher  das 
Ergebnis  so: 

Satz  21:  Kann  man  um  einen  Punkt  A  einer  Fläche, 
die  keine  Tangentenfläche  einer  Minimalcurve  ist,  ein 
solches  Gebiet  abgrenzen,  innerhalb  dessen  oo^  geodätische 
Curven  von  A  derart  ausgehen,  dass  durch  jeden  Punkt 
des  Gebietes  nur  eine  von  ihnen  läuft,  so  sind  die  ortho- 
gonalen Trajectorien  dieser  oo^  geodätischen  Curven  die 
Curven  eonstanter  geodätischer  Entfernung  von  dem 
Punkte  A. 

Diese  orthogonalen  Trajectorien  sind  daher  eine  naturgemässe 
Verallgemeinerung  der  Kreise  um  einen  Punkt  als  Mittelpunkt  in 
der  Ebene  und  können  als  geodätische  Kreise  mit  der  Mitte  A 
bezeichnet  werden.  Doch  wollen  wir  gleich  hier  anmerken,  dass 
der  Begriff  des  Kreises  noch  eine  zweite  naturgemässe  VeraU- 
gemeinerung  fUr  den  Fall  einer  Fläche  hat,  die  sich  mit  dieser 
nicht  deckt    Wir  werden  sie  aber  erst  in  §  7  angeben.  — 

Sind  die  Parameterlinien  (v)  von  einem  Punkte  A  ausgehende 
geodätische  Curven  und  die  Parameterlinien  (u)  ihre  orthogonalen 
Trajectorien,  sodass 

ist,    so    kann   man   es    insbesondere   so   einrichten,    dass   die    zum 
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Punkte  A  degenerierte  orthogonale  Trajectorie  (u^)  gerade  die  Curve 
{u  =  0)  ist,  indem  man  nämlich  einfach  u  —  u^  als  Parameter  statt  u 
einfuhrt  Alsdann  ist  u  die  geodätische  Entfernung  des  Punktes  {u,  v) 
von  der  Stelle  Ä.  Man  nennt  ein  solches  Parametersystem  ^  ein 
System  von  geodätischen  Polarcoordinaten  mit  dem  Pole  A, 
da  es  die  natürliche  Verallgemeinerung  des  Systems  der  Polar- 
coordinaten in  der  Ebene  (vgl.  I  S.  107)  ist.  Wie  bei  den  ebenen 
Polarcoordinaten,  so  ist  auch  hier  der  Pol  selbst  in  Hinsicht  auf 
die  Parameterdarstellung  ein  singulärer  Punkt,  da  für  ihn  die  auf 
S.  6  getroffenen  Festsetzungen  nicht  gelten.  Denn  zu  diesem  Punkte  A 
gehört  zwar  nur  der  eine  Wert  Null  des  Parameters  u,  aber  der 
Parameter  i;  bleibt  für  ihn  unbestimmt,  weil  alle  Curven  (r)  durch 
ihn  hindurchgehen.  Da  die  Curve  (w  =  0)  zu  einem  Punkte  degene- 
riert, so  ist  ihre  Bogenlänge  gleich  Null,  d.  h.  es  ist  jetzt 


(7) 


G{u,  v) 


=  0. 


In  vielen  Problemen  der  Flächentheorie  bieten  sich  solche  geo- 
dätische Polarcoordinaten  naturgemäss  dar,  so  z.  B.  auf  den  Ro- 
tationsflächen. 

Wenn  die  Meridiancurven  einer  Rotationsfläche  die  Axe  der 
Fläche  in  einem  Punkte  A  treffen,  so  sind  die  von  ihm  ausgehenden 
Meridiancurven  unsere  geodätischen  Curven  {v)  und  die  Parallel- 
kreise  unsere  geodätischen  Kreise  (u)  (vgl.  S.  432). 

Wenn  die  Meridiancurven  der  Rotationsfläche  die  Axe  nicht  in 
reellen  Punkten  treffen,  wenn  man  aber  doch  eine  reelle  Parameter- 
darstellung benutzen  will,  so  wird  man  zu  dem  oben  erwähnten 
allgemeineren  System  von  geodätischen  Coordinaten  zurückgreifen,  also 
die  Meridiancurven  zwar  wieder  als  Curven  (r)  wählen,  aber  als 
orthogonale  Trajectorie  (u  =  0)  irgend  einen  Parallelkreis  der  Fläche 
wählen,  von  dem  aus  also  die  Bogenlängen  u  gerechnet  werden. 
Man  sieht,  dass  wir  auf  S.  41  und  später  oft  gerade  dies  Para- 
metersystem für  die  Rotationsflächen  benutzt  haben.  Insbesondere 
ist  auch  der  Satz  6,  S.  412,  nur  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  20 
für  beliebige  Flächen,  denn  dort  war  D*  =  p^(u),  sodass  Satz  20 
liefert:  , 

sodass 

-j^  (psina)  =  psina-^  ^^pp'coscc 

^  Zuerst  von  Gauss  benutzt,  von  dem  anch  die  übrigen  Sätze  dieses  Para- 
graphen herrühren. 
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oder  wegen  (4): 

-j—  (p  sin  ä)  =  0, 

also  /?  sin  c^  =  Const  ist,  was  eben  der  erwähnte  Satz  6  aussagt. 

Auch  auf  beliebigen  Flächen  können  wir  geodätische  Coor- 
dinaten  einführen  und  zwar  explicite,  sobald  wir  eine  Schar  von 
00^  geodätischen  Curven  kennen^  die  keine  Minimalcurven  sind.  Als- 
dann stellt  sich  auch  das  Erümmungsmaass  K  der  Fläche,  da  j^=  1, 
F  =  0  nach  (1)  ist,  infolge  von  XVII  {B)  besonders  einfach  dar, 
nämlich  so: 

(8)  K=-^^^; 

in  dieser  Formel  tritt  das  Wurzelzeichen  übrigens  nur  schein- 
bar auf. 

Ein  Hauptvorteil  der  geodätischen  Coordinaten  ist  der,  dass  das 
Quadrat  des  Bogenelementes  bei  ihrer  Anwendung  nur  eine  Function 
G{u,  v)  enthält,  und  diesen  Vorteil  teilt  es  mit  dem  Parametersystem 
der  Minimalcurven,  für  das  sich  ja  nach  XVIII  (J)  ergiebt: 

ds^  =  2  F(u,  v)dudv. 

Das  System  der  Minimalcurven  hat  den  Nachteil,  imaginär  zu  sein, 
dagegen  gegenüber  dem  geodätischen  Parametersystem  den  Vorteil, 
bei  wirklicher  expliciter  Anwendung  nur  die  Integriation  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich  der 
Gleichung  XI  {0)  zu  verlangen,  während  die  geodätischen  Curven 
nach  Satz  5,  S.  408,  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  bestimmt  werden  und  man  kein  Mittel  hat,  bei 
beliebigen  Flächen  gerade  oo^  geodätische  Curven  zu  finden. 

Man  kann  die  geodätischen  Coordinaten,  insbesondere  die 
Formel  (6),  benutzen,  um  die  Sätze  über  die  Verbiegung  von 
Flächen  constanter  Krümmung  abzuleiten,  die  wir  in  §  5  des 
3.  Abschnittes  unter  Zugrundelegung  der  Minimalcurven  als  Para- 
meterlinien ableiteten,  und  dies  ist  die  Methode,  die  jetzt  in  den 
Lehrbüchern  der  Flächentheorie  meistens  benutzt  wird.  Wir  wollen 
hierauf  nicht  näher  eingehen  und  nur  das  Eine  bemerken:  Soll  die 
Fläche  constante  Krümmung  A'  haben,  so  muss  nach  (8): 

i;i/|  =  _  A'  fa 

du*  ' 

sein,  d.  h.  der  zweite  Differentialquotient  von  Yg  nach  u  ist  gleich 
']/G,  multipliciert  mit  dem  constanten  Factor  —JC.    Wie  wir  schon 
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in  einigen  Fällen  (auf  S.  413  und  S.  427)  auf  die  Betrachtung  in 
I  S.  98,  99  verweisen  konnten,  so  auch  hier.  Es  ergiebt  sich,  dass 
YG  die  Form  hat: 

y^=  F^{v)coByKu  +  F^{v)smyKu, 

wo  Fj  und  F^  Functionen  von  v  allein  sind.  — 

Im  Falle  geodätischer  Polarcoordinaten  kann  man  dem  Para- 
meter V  noch  eine  specielle  geometrische  Deutung  unterlegen.  Zu- 
nächst nämlich  betrachten  wir  die  zu  einem 
beUebigen  Werte  von  u  gehörige  orthogonale 
Trajectorie  der  von  dem  Pole  A  ausgehen- 
den geodätischen  Curven  (v),  also,  wie  wir 
kurz  sagen  können,  den  geodätischen  Kreis 
mit  dem  (geodätisch  gemessenen)  Radius  u. 
(Siehe  Fig.  82.)  Es  sei  Pq  sein  Schnittpunkt 
mit  einer  bestimmten  geodätischen  Curve 
(r),  etwa  der  Curve  (r  =  0),  und  P  sein 
Schnittpunkt  mit  einer  beliebigen  geodä- 
tischen Curve  (v).    Sein  Bogen  P^P  drückt 

sich  nach  (1),  da  längs  der  Curve  (u)  der  Parameter  u  constant  ist, 
so  aus: 


Fig.  82. 


V 


p.p 


^J]fßdv, 


0 


WO  die  Wurzel   im   reellen  Falle   positiv   ist. 
dem  Bogen  P^ P  und  dem  Radius  AP^  =  AP 


Das  Verhältnis   aus 
:  u  ist  also: 


u 


-ifro 


Gdv. 


Wählen  wir  u  unendlich  klein,  so  ist  der  Kreis  («/)  als  unendlich 
kleiner  Kreis  in  der  Tangentenebene  von  A  mit  der  Mitte  A  und 
dem  Radius  u  aufzufassen;  daher  ist  das  soeben  betrachtete  Ver- 
hältnis dann  gleich  dem  Winkel  w,  den  die  geodätische  Curve  (r) 
mit  der  Curve  (v  =  0)  an  der  Stelle  A  bildet.     Alsdann  kommt: 

V 

fVädv 

0 


w  =  lim  — 


u=0 


u 


Nach   bekannter  Regel  bestimmt  man  den  Grenzwert,   indem  man 
Zähler   und  Nenner   nach  u   differenziert  und  dann  u   gleich  Null 
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setzt    Das  Differenzieren  und  das  Nullsetzen  von  u  darf  im  Zähler 
unter  dem  Integralzeichen  geschehen,  sodass  kommt: 


(9) 


w 


J    L    du    J^^o 


0 


Dies  also  ist  der  Winkel  u?,  den  die  Curve  (t;)  im  Punkte  Ä 
mit  der  Curve  (i?  =  0)  bildet  Direct  konnte  er  deshalb  nicht  be- 
rechnet werden  9  weil  der  Punkt  Ä  im  System  der  geodätischen 
Polarcoordinaten  singulär  ist 

Aus  (9)  wird  sich  für  w  eine  Function  von  v  ergeben,  umge- 
kehrt kann  man  dann  v  als  Function  von  w  auffassen  und  also 
auch  w  statt  v  als  Parameter  benutzen. 

Man  kann  also  insbesondere  bei  den  geodätischen  Polarcoordi- 
naten als  Parameter  v  den  Winkel  benutzen,  den  die  Parameter- 
linie {v)  mit  der  Parameterlinie  (t?  =  0)  im  Pole  Ä  bildet  Auch 
dann  hat  das  Quadrat  des  Bogenelementes  eine  solche  Form  wie 
in  (1);  aber  wegen  der  besonderen  Bedeutung  von  v  ist  dann  nach  (9): 


V 


d]/G 
du 


dv  =  ü, 

tt  =  ü 


woraus  durch  Differentiation  nach  v  folgt: 


du 


=  1. 

tt  =  0 


Diese  Gleichung  deckt  sich  mit  der  vorigen,  sodass  wir  mit  Rück- 
sicht auf  (1)  und  (7)  den  Satz  aufstellen  können: 

Satz  22:  Sind  u,v  zu  einem  System  geodätischer  Polar- 
coordinaten gehörige  Parameter  u,  Vy  d.  h.  sind  die  Curven 
(v)  die  von  einem  Punkte  Ä  ausgehenden  geodätischen 
Curven,  die  Curven  («)  ihre  orthogonalen  Trajectorien  und 
ist  u  die  von  Ä  an  gemessene  Bogenlänge  der  geodätischen 
Curven  (t?)  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Trajectorie 
(u),  sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  die  Form 

ds^  =  du^  +  G{ujv)dv* 
hat,  wobei 


G(u,  v) 


=  0 


oder 


D 


=  0 


ist,   so   stellt   der   Parameter   v  insbesondere   den  Winkel 
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vor,    den   die   Curve   (v)   im    Pole   Ä   mit   der   Curve   (t?  =  0) 
bildet,  wenn  überdies 


du 


ist. 


=  1 

u  =  0 


oder 


B 


u 


=  1 

UrrO 


Wir  machen  eine  Anwendung  hiervon  zur  Berechnung  der  so- 
genannten Totalkrümmung  eines  Flächenstückes. 

Unter  der  Totalkrümmung  T  eines  abgegrenzten  Flächenstückes 
versteht  man  den  Inhalt  desjenigen  Flächenstückes,  das  ihm  bei 
der  sphärischen  Abbildung  auf  der  Kugel  entspricht     Sind 

(tt,  ü),       (m  +  rftt,  »),       (tt,  V  +  dv)j       (u  +  du,  V  +  dv) 

die  Ecken  eines  unendlich  kleinen  Netzvierecks  der  Parameterlinien 
auf  der  Fläche,  so  entsprechen  ihnen  bei  der  sphärischen  Abbildung 
vier  Punkte  auf  der  Kugel,  nach  S.  204,  und  dabei  ist  der  Inhalt 
des  Bildvierecks  nach  S.  212  gleich 

B^dudv, 

wenn  wir  ihn  positiv  oder  negativ  rechnen,  je  nachdem  die  Fläche 

an  der  Stelle  (?^,  v)  elliptisch  («  =  +  1)  oder  hyperbolisch  («  =  —  1) 

ist.     Aber   nach   der  Definition  des  Krümmungsmaasses  K  ebenda 

ist  dieser  Inhalt  gleich 

KD  dudv. 

Mithin  ist  die  Totalkrümmung  T  eines  abgegrenzten  Flächenstückes 
gleich  dem  Doppelintegral; 

(10)  T  =  JfÄJ)dudv, 

hinerstreckt  über  alle  innerhalb  des  abgegrenzten  Gebietes  gelegenen 
Punkte  {u,  v). 

Jetzt  wollen  wir  insbesondere  ein  geo- 
dätisches Dreieck  ABC  auf  der  Fläche  ab- 
grenzen, d.  h.  ein  Dreieck,  das  von  drei  geo- 
dätischen Curven  begrenzt  ist  (siehe  Fig.  83). 
Wir  können  dann  die  Ecke  A  als  Pol  geo- 
dätischer Polarcoordinaten  benutzen,  bei  denen 
die  von  A  ausgehenden  geodätischen  Curven 
die  Parametercurven  (t?)  sind.  Dabei  sei  (v  =  0) 
die  Curve  AB  selbst,  und  die  Amplitude  v  werde  so  gemessen, 
dass  der  Schnittpunkt  Q  der  Parametercurve  (v)  mit  der  Seite  BC 
des  Dreiecks  von  B  nach  C  geht,  wenn  v  von  Null  an  wächst.    Für 


Fig.  83. 


S0HEFFKR8,  Geom.  Diff^.    II. 
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die  Seite  AC  sei  die  Amplitude  v  gleich  o.  Ferner  seien  d  und  c 
die  absolut  gemessenen  Innenwinkel  des  Dreiecks  ABC  bei  ^  und  C. 
Der  Parameter  u  bedeutet  die  Bogenlänge  auf  den  Curven  (v),  und 
wir  können  voraussetzen,  sie  sei  auf  der  allgemeinen  Curve  (o)  im 
Sinne  von  A  nach  Q  positiv  gemessen. 

Die  getroffenen  Voraussetzungen  sind  nur  dann  nicht  erfüllbar, 
wenn  die  geodätische  Curve  BC  ihren  Fortschreitungssinn,  wie  er 
weiter  oben  durch  die  wachsende  Amplitude  v  bestimmt  war,  ändert, 
d.  h.  wenn  die  Curven  BC  eine  solche  Wendung  macht,,   dass   die 

von  A  ausgehenden  geodätischen  Curven 
sie  öfters  treffen,  wie  die  punktierte 
Curve  in  Fig.  84  es  thut.  Wir  werden 
in  einem  solchen  Falle  das  geodätische 
Dreieck  durch  von  A  ausgehende  geo- 
Pig.  84.  dätische    Curven   in   einzelne    Dreiecke 

zerlegen,  för  die  die  gemachte  Voraus- 
setzung zutrifft,  und  alsdann  die  Totalkrümmungen  der  einzelnen 
Dreiecke  berechnen,  denn  die  Totalkrümmung  eines  Flächenstückes 
ist  ihrer  Definition  nach  gleich  der  Summe  der  Totalkrümmungen 
ihrer  Teile. 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  die  Totalkrümmung  T 
des  geodätischen  Dreiecks  ABC  nach  (10): 


u 


T^fljKBdujdv, 


ü        0 


wo  die  obere  Grenze  u  die  Länge  des  Bogens  AQ  der  allgemeinen 
Parametercurve  {v)  von  A  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  Q  mit  BC 
bedeutet  (siehe  wieder  die  frühere  Fig.  83).  Nach  (8)  ist  aber,  weil 
y(?  =  i>  ist: 

Ü  ü 

also  nach  Satz  22: 


M 


[KDdu^l  -  J9^, 


0 

sodass  kommt: 


a  a 


Ü 
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Hierfür  können  wir  nach  Satz  20  schreiben: 


a 


r=.+/|f... 


ü 


wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Curve  £C  mit  der  Parameter- 
linie (r)  bildet  Das  unbestimmte  Integral  hat  den  Wert  a  +  Const 
Für  ü  =  0  wird  a  =  ;r  —  ä,  für  v  =  a  dagegen  wird  a  =  c,  wie 
Fig.  83,  S.  449,  zeigt,  sodass  kommt: 

Um  dies  einfache  Ergebnis  auch  für  geodätische  Dreiecke  zu 
beweisen,  die  den  gestellten  Anforderungen  nicht 
genügen,  haben  wir  sie  nur  noch  für  ein  geodä- 
tisches Dreieck  ABC  nachzuweisen,  das  durch 
eine  geodätische  Curve  AD  in  zwei  einzelne  zer- 
legt ist,  wie  in  Fig.  85.  Sind  die  Winkel  des 
Dreiecks  A£D  mit  a^,  ö^,  d^,  die  des  Dreiecks 
ADC  mit  a^,  d^,  c^  bezeichnet,  so  sind  die  Total-  «. 

krümmungen  der  beiden  einzelnen  Dreiecke  gleich 

«1  +  ^1  +  ^1  —  TT       und       «2  +  ^2  +  ^2  ""  ^ » 

sodass  die  Totalkrümmung  des  Dreiecks  ABC  den  Wert  hat: 

(«1   +  *i   +  ^1   -  TT)  +  (flg  +  d^+  C^  —  7l). 

Es  ist  aber  d^  +  d^  =  tIj  sodass  der  Wert  gleich 

(«1  +  «a)  +  ^1  +  Cj  —  TT 

wird.  Da  nun  a^  +  a^,  ^i  und  c^  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC 
sind,  80  folgt  wieder  das  alte  Ergebnis,  sodass  wir  erkennen:  Wenn 
das  geodätische  Dreieck  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  für  die  einzeln 
die  gemachten  Voraussetzungen  gelten,  so  ist  das  Ergebnis  bezüg- 
lich der  Totalkrümmung  auch  für  das  ganze  Dreieck  richtig.  Da 
sich  nun  jedes  geodätische  Dreieck  durch  geeignete  geodätische 
Querlinien  in  solche  zerteilen  lässt,  für  die  die  Voraussetzungen  er- 
füllt sind,  so  haben  wir  den 

Satz  23:  Die  Totalkrümmung  eines  geodätischen  Drei- 
ecks ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  ver- 
mindert um  n. 

Man  hat  zu  beachten,  dass  die  Totalkrümmung  ihrer  Definition 
nach  sehr  wohl  im  reellen  Falle  negativ  sein  kann,  da  wir  die  Inhalte 
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der  Flächenelemente  auf  der  Bildkugel  positiv  oder  negativ  gerechnet 
haben  (vgl.  S.  212),  je  nachdem  die  zugehörige  Stelle  der  sphärisch 
abgebildeten  Fläche  selbst  elliptisch  oder  hyperbolisch  gekrümmt 
ist  Hieraus  folgt,  dass  auf  einer  überall  hyperbolisch  gekrümmten 
Fläche,  wie  z.  B.  auf  dem  einschaligen  Hyperboloid  und  auf 
jeder  reellen  Minimalfläche  (vgl.  8.  241),  die  Winkelsamme  eines 
geodätischen  Dreiecks  kleiner  als  n  ist.  Auf  dem  einschaligen 
Rotationshyperboloid  kann  man  ein  solches  Dreieck  z.  B.  durch 
zwei  einander  schneidende  Geraden  und  den  Kehlkreis  begrenzen. 

Ist  nun  aber  die  Krümmung  K  der  Fläche  constant,   so 
ist  die  Totalkrümmung  eines  Flächenstückes: 


T  =  ff  KD  du  dv  =  J^ff^  du  dv, 


also  nach  Satz  14,  S.  35,  gleich  dem  JC-fachen  Inhalt  des  Flächen- 
stückes.    Daher  schliessen  wir  aus  Satz  23: 

Satz  24:  Der  Flächeninhalt  /  eines  geodätischen  Drei- 
ecks auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  K  ist  gleich 
der  um  n  verminderten  Winkelsumme  a  +  b  +  c  des  Drei- 
ecks,  dividiert  durch  K,  also: 

^        a+6  +  c  —  TT 
J  --        -^ 

Hierbei  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  wir  die  Fläche  J 
als  Doppelintegral  über  Ddudv  im  reellen  Falle  positiv  aas- 
gemessen haben,  da  D  positiv  ist  und  sich  u  und  v  beide  in  posi- 
tivem Sinne  änderten,  u  von  Null  bis  zur  Länge  des  Bogens  AQ 
und  alsdann  t;  von  Null  bis  a  >  0,  sodass  du  und  dv  beide  positiv 
waren. 

Ist  ir=0,  d.  h.  liegt  eine  abwickelbare  Fläche  vor,  nach 
Satz  90,  S.  214,  so  ist  der  Nenner  in  dem  Ausdruck  des  Flächen- 
inhaltes gleich  Null,  aber  auch  der  Zähler,  denn  wenn  man  die 
Fläche  auf  die  Ebene  ausbreitet,  so  wird  das  geodätische  Dreieck 
zu  einem  geradlinigen  Dreieck,  dessen  Winkelsumme  a  +  b  +  c 
gleich  71  ist. 

Auf  jeder  anderen  Fläche  constanter  Krümmung  K  dagegen 
besteht  zwischen  der  Winkelsumme  a  +  b  +  c  und  dem  Inhalte  / 
der  Fläche  eines  geodätischen  Dreiecks  die  Beziehung: 
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Die  Winkelsumme  ist  also  auf  einer  Fläche  constanter 
positiver  Krümmung  grösser  als  n,  auf  einer  Fläche  con- 
stanter negativer  Krümmung  kleiner  als  n. 

Erinnern  wir  uns  nun  an  den  Satz  9,  S.  416,  und  an  Satz  12, 
S.  428;  wir  sahen,  dass  von  allen  reellen  Flächen  nur  die  Flächen 
<;onstanter  Krümmung  geodätisch  auf  die  Ebene  abgebildet  werden 
können,  d.  h.  dass  nur  auf  ihnen  solche  Parameter  u,  v  vorhanden 
sind,  in  denen  sich  die  geodätischen  Curven  durch  die  allgemeine 
lineare  Gleichung: 

Const.  u  +  Const  v  =  Const 

ausdrücken  lassen.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene  gründet 
sich  darauf,  dass  einerseits  die  Geraden  durch  lineare  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  x,  y  dargestellt  werden,  andererseits  auf 
die  Annahme,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  geradlinigen  Drei- 
ecks gleich  n  sei.  Wie  man  sieht,  gilt  das  erstere  auch  fiir  die 
geodätischen  Curven  auf  den  reellen  Flächen  constanter  Krümmung, 
•das  letztere  jedoch  nicht.  Alle  diejenigen  Sätze  aus  der  Geo- 
metrie der  Geraden  in  der  Ebene  also,  die  nur  darauf  beruhen, 
•dass  die  Geraden  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt  werden, 
haben  ihr  Analogon  auf  den  reellen  Flächen  constanter  Krümmung, 
indem  die  geodätischen  Curven  an  die  Stelle  der  Geraden  treten, 
nicht  aber  diejenigen  Sätze,  die  auf  jener  Annahme  über  die  Winkel- 
summe des  Dreiecks  berahen. 

Es  lässt  sich  also  auf  jeder  reellen  Fläche  constanter 
Krümmung  eine  Geometrie  der  geodätischen  Curven  analog 
unserer  ebenen  (euklidischen)  Geometrie  der  Geraden  ent- 
wickeln, in  der  jedoch  die  Voraussetzung,  dass  jedes 
Dreieck  die  Winkelsumme  n  habe,  nicht  gilt  Man  nennt 
«ine  solche  Geometrie  eine  nicht-euklidische.  Dass  solche  Geo- 
metrien auf  den  Flächen  constanter  Krümmung  entwickelt  werden 
können,  steht  damit  in  Einklang,  dass  sich  der  Satz  von  der 
Winkelsumme  der  geradlinigen  Dreiecke  nicht  mittels  der 
übrigen  Axiome  der  euklidischen  Geometrie  beweisen  lässt 

§  5.    Centraflächen. 

Während  wir  in  der  Theorie  der  ebenen  Curven  im  ersten 
Bande  schon  frühzeitig,  in  §  11  des  ersten  Abschnittes,  den  Ort 
der  Krümmungsmittelpunkte,  die  Evolute,  besprochen  haben,  haben 
wir  in  der  Flächentheorie  bisher  die  Betrachtung  derjenigen  Fläche, 
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die  von  den  Hauptkrümmungsmittelpunkten  einer  gegebenen  Fläche 
erfüllt  wird,  absichtlich  unterlassen  und  zwar  deshalb,  weil  hierbei 
die  geodätischen  Curven  eine  KoUe  spielen.  Daher  können  wir  erst 
jetzt  dazu  übergehen. 

Wir  betrachten  eine  Fläche 

(1)  x  =  (p{u,v),      y  =  r(tt,  t?),       z  =  xp{u,v), 

die  in  ihren  Punkten  von  allgemeiner  Lage  Hauptkrümmungskreise 
hat,  also  keine  Schar  von  cx)^  Minimalgeraden  enthält,  vgl.  Satz  11, 
S.  118.  Jeder  allgemeine  Punkt  P  oder  {u,  v)  der  Fläche  hat  z^ei 
auf  seiner  Normalen  gelegene  Hauptkrümmungsmittelpunkte,  die  wir 
wie  in  §  8  des  2.  Abschnittes  mit  C^  und  C^  bezeichnen  wollen. 
Der  Ort  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  heisst  die  Centrafläche 
der  gegebenen  Fläche  (1)  oder  auch  die  Evolutenfläche  der 
gegebenen  Fläche  (1).^ 

Vor  allem  ist  hier  zu  beachten,  dass  die  Centrafläche  aus  zwei 
verschiedenen  Mänteln  besteht,  denn  wenn  wir  bei  einem  Flächen- 
punkte P  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  als  ersten  und 
zweiten,  C^  und  C^,  bezeichnen,  so  ist  damit  für  alle  Punkte  der 
Fläche  die  Unterscheidung  von  ersten  und  zweiten  Hauptkrümmangs- 
mittelpunkten  festgelegt.  In  der  That:  Die  Hauptkrümmungsrich- 
tungen der  Qo^  Flächenpunkte  sind  ja  die  Tangenten  der  beiden 
Scharen  von  Krümmungscurven,  deren  Differentialgleichung  XII  (T) 
als  quadratische  homogene  Gleichung  in  du  und  dv  zerlegbar  ist 
in  zwei  in  du  und  d v  lineare  homogene  Gleichungen.  Die  Richtung 
{dvidu)  der  zu  C^  gehörigen  Hauptkrümmungsebene  des  betrach- 
teten bestimmt  gewählten  Punktes  P,  die  Richtung  also,  in  der 
die  Ebene  des  Hauptkrümmungskreises  mit  der  Mitte  C^  die  Tau- 
gentenebene von  P  schneidet,  genügt  nun  einer  von  diesen  beiden 
linearen  Gleichungen.  Folglich  hat  man  alle  dieser  einen  Gleichung 
genügenden  Richtungen  {dvidu)  für  beliebig  gewählte  Flächenpunkte 
(u,  v)  als  die  ersten  Hauptkrümmungsrichtungen  zu  bezeichnen  und 
die  zugehörigen  Hauptkrümmungsmittelpunkte  entsprechend  als  die 
ersten.  Sie  bilden  den  ersten  Mantel  der  Centrafläche»  die  anderen 
den  zweiten  Mantel. 

Da  die  Fläche  (1)  insgesamt  cx)*  Punkte  P  hat,  so  wird  sie  im 
allgemeinen  auch  oo*  Hauptkrümmungsmittelpunkte  Cj  undoo*Haapt- 
krümmungsmittelpunkte  C^  haben,  d.  h.  die  Punkte  C^  bez.  C^  werden 

*  Sie  wurde  von  Monge  in  seiner  ,, Application'*^  siehe  die  Anm.  zq 
8.  110,  zuerst  untersucht. 
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im  allgemeinen  wirklich  je  eine  Fläche  erfüllen;  aber  es  kann  vor- 
kommen, dass  es  nur  oo^  Punkte  C^  oder  6^  giebt,  ja  sogar  nur 
einzelne  Punkte.  Die  Mäntel  der  Centrafläche  können  also  zu  Cunren 
oder  zu  Punkten  verkümmern. 

1.  Beispiel:  Die  Kugel  gehört  freilich  zu  den  Flächen  mit  Scharen  von 
Minimalgeraden,  aber  wie  wir  auf  S.  119,  120  bemerkten,  können  wir  sie  doch 
zu  den  Flächen  mit  Hauptkrümmungscentren  rechnen.  Die  Mittelpunkte  C^ 
und  Ca  fallen  hier  beide  in  die  Kugelmitte,  d.  h.  beide  Mäntel  der  Centrafläche 
degenerieren  in  einen  und  nur  einen  Punkt 

2.  Beispiel:  Bei  einer  Rotationsfläche  ist  der  eine  Mantel  der  Centra- 
fläche nach  Satz  18,  S.  122,  in  die  Drehaxe  ausgeartet,  während  der  andere 
Mantel  diejenige  Rotationsfläche  mit  derselben  Axe  ist,  deren  Meridiancurve 
die  Evolute  der  Meridiancurve  der  gegebenen  Fläche  ist. 

3.  Beispiel:  Bei  einer  Röhrenfläche,  vgl.  das  2.  Beispiel  auf  S.  181, 
ist  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  in  die  Curve  der  Mittelpunkte  des  er- 
zeugenden Kreises  ausgeartet. 

4.  Beispiel:  Bei  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  der  eine  Haupt- 
krümmungsradius unendlich  gross,  also  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  un- 
endlich fern  imd  zwar,  wie  man  sagen  kann,  eine  unendlich  ferne  Curve,  keine 
Fläche.  Die  eine  Schar  der  Krümmungscurven  besteht  nämlich  hier  aus  den 
Geraden  der  Fläche  (nach  S.  177),  und  längs  jeder  Geraden  der  Fläche  hat  die 
Flächennormale  constante  Richtung,  sodass  die  unendlich  fernen  Hauptkrüm- 
mungscentren nach  im  Ganzen  nur  oo^  Richtungen  liegen,  entsprechend  dem 
Vorhandensein  von  oo^  Erzeugenden. 

Nach  Satz  53,  S.  171,  schneidet  die  Normale  des  Punktes  P 
der  Fläche  (1)  eine  unendlich  benachbarte  Normale  nur  dann,  wenn 
der  Fusspunkt  dieser  zweiten  Normale  auf  einer  der  beiden  Haupt- 
krümmungstangenten von  P  liegt,  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt 
alsdann  der  zugehörige  Hauptkrümmungsmittelpunkt  Die  Normalen 
längs  einer  Krümmungslinie  der  Fläche  (1)  bilden  also  'eine  ab- 
wickelbare Fläche,  wie  wir  schon  auf  S.  175  auseinandersetzten, 
und  die  Gratlinie  dieser  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Ort  der  zu- 
gehörigen Hauptkrümmungscentren.     Also  sehen  wir: 

Satz  25:  Der  eine  Mantel  der  Centrafläche  einer  ge- 
gebenen Fläche  wird  von  den  Gratlinien  derjenigen  ab- 
wickelbarenFlächen  gebildet,  die  von  den  Flächennormalen 
längs  einer  jeden  Krümmungscurve  der  einen  Schar  der 
gegebenen  Flächen  erzeugt  werden,  der  andere  Mantel  von 
den  Gratlinien  der  zur  zweiten  Schar  von  Krümmungs- 
curven gehörigen  abwickelbaren  Flächen  von  Flächen- 
normalen. 

Da  die  Flächennormalen  längs  einer  Krümmungscurve  der 
Fläche  (1)  die  Tangenten  der  Gratlinie  ihrer  abwickelbaren  Fläche 
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sind  uDd  diese  Gratlinie  auf  dem  einen  Mantel  der  Centrafläche 
liegt,  eo  folgt  weiter,  daas  jene  Flächennormalen  auch  TaDgenten 
dieses  Mantels  der  Centraääche  sind,  sodass  wir  sagen  können: 

Sats  26:  Die  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  einer  ge- 
gebenen Fläche  werden  von  den  Normalen  dieser  Fläche 
berührt,  nnd  zwar  berOhrt  die  Normale  des  Punktes  P  die 
beiden  Mäntel  in  den  beiden  zu  P  gehörigen  Hauptkrüm- 
mungs  mittel  punkten. 

Diese  ^tze  sollen  durch  die  Fig.  86  erläutert  werden,  in  der 
die  gegebene  Fläche  (1)  mit  einem  Netz  von  KrUmmungscurven 
überzogen  ist  und  zu  zweien  dieser 
KrUmmungscurven,  A,  und  k^,  die 
abwickelbaren  Flächen  der  Flä< 
chennormalen  sowie  die  zugehö- 
rigen Gratlinien  ;>,,  y^  augegeben 
sind.  Die  beiden  Mäntel  der 
Ceutrafläche  sind  schematisch  an- 
gedeutet. ' 

Ist  die  Fläche  (1)  reell  und 
in  P  elliptisch  gekrümmt,  so  liegen 
die  zugehörigen  Stellen  C,  und  C^ 
der  Ceutrafläche  nach  S.  140  auf 
derselben  Seite  von  P,  ist  die 
Fläche  (1)  in  P  hyperbolisch  ge- 
krümmt, so  liegen  sie  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  P.  Für 
ein  reelles  Flächenstück  also,  das 
durchaus  hyperbolisch  gekrümmt 
ist,  sind  die  zugehörigen  Stücke 
der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  durch  das  Flächenstack  selbst 
Ton  einander  getrennt     Dies  ist  z.  B,  in  Fig.  86  der  Fall 

Wir  wollen  mit  Zj,  y^,  z^  die  rechtwinkligen  Goonlinaten  des 
zu  P  gehörigen  Hauptkrümmungscentrums  C^,  mit  x^,  y^,  x^  die  des 
Punktes  C^  bezeichnen.    Alsdann  ist,  wenn  B^  und  li^  die  Haupt- 


Fig.  86. 


'  Im  BBiLL'Bcbcn  Verlage,  jetzt  bei  Schilliro  in  Haue,  lind  Modelle  der 
Ceotraflächeu  dee  EllipaoidB  nod  des  ciaschaligen  Hyperboloids  erschienen, 
heTgeBt«Ilt  von  bcuwiRZ  nnd  Dtck.  Man  findet  in  dieser  Sammlong  Ober- 
hanpt  eine  R«ibe  von  Modellen,  die  ftlr  das  Studium  der  Fläcbentheoric  nüti- 
lieh  rind. 
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krümmungsradien  des  Punktes  F  oder  (ar,  y,  z)  der  Fläche  (1)  und 
Xj  ¥j  Z  die  Eichtungscosinus  der  Normale  von  P  bedeuten: 

<2)  x^^x+R^X,       fj,^y  +  R^r,       z,=^z-{-B,Z 

und 

(3)  x^^x  +  B^X,      y2=y  +  ^2^>      z^^z-^-E^Z. 

Da  X,  y,  z,  7?^,  iP^  und  X,  T,  iZ^  Functionen  von  u  und  ü  sind, 
80  liegen  hierin  Parameterdarstellungen  der  beiden  Mäntel  der  Centra- 
fläche  vor.  Zu  jedem  Wertepaar  (u,  v)  gehört  ein  Punkt  P  der 
Fläche  (1),  ein  Punkt  C^  des  ersten  Mantels  (2)  und  ein  Punkt  C^ 
des  zweiten  Mantels  (3)  der  Centrafläche. 

Es  wird  sich  nun  offenbar  empfehlen^  als  Parameterlinien  {u) 
und  (r)  auf  der  Fläche  (l)  die  Krümmungscurven  zu  wählen. 
Es  seien  alsdann  die  Gurven  {o)  die  Krümmungscurven  der  ersten 
Ari^  die  Gurven  (u)  die  der  zweiten  Art,  sodass  also  die  Punkte  C^ 
die  Schnittpunkte  unendlich  benachbarter  Normalen  längs  der  Gurven 
{v)  sein  sollen.     Auch  gelten  dann  die  Formeln  der  Tafel  XIX. 

Wir  wollen  die  auf  die  beiden  Mäntel  der  Gentrafläche  bezüg- 
lichen Elemente  berechnen;  es  seien  S^,  F^,  G^,  Z^,  M^,  N^  die 
Fundamentalgrössen  des  ersten  Mantels  und  X^,  Y^,  Z^  die  Rich- 
tungscosinus seiner  Normalen.  Beim  zweiten  Mantel  wenden  wir 
•den  Index  2  an.     Zunächst  folgt  aus  (2): 

1^  =  :r„  +  7?,  X„+  Z-^,       -p-=^^„  +  R,  X,  +  XA^ 

du  **  1       U    '  Qf^  Q  f^  V     '  IV'  Qf} 

«der  nach  XIX  (/^: 

t A\  öiCi         -KT  d  Rx  dxt         ^  d  Ri     ,    R^  —  Ri 

^'  du  du  ov  ov  Rf         ^ 

Hierin  darf  x  mit  y  oder  z  und  X  mit  Y  oder  Z  vertauscht  werden. 
Hieraus  folgt  nach  XI  {F),  dass 

X,:Y,:Z,=  {Yz^  -  %,):(^^,  -  XzJ:(Xy^  -  Yx^) 

oder  also  nach  XI  (K)  und  wegen  F=  0,  nach  XIX  {J): 
<5)  X,:Y^:Z,r=x^:y^:z^. 

Oanz  entsprechend  ergiebt  sich: 

Diese  Formeln   haben  eine  einfache  geometrische  Bedeutung: 

Es   seien   nämlich  die  beiden  durch  den  Punkt  P  oder  (u,  v) 

der  gegebenen  Fläche  (1)   gehenden  Krümmungscurven  (r)  und  (u) 
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mit  Aj  und  k^  bezeichnet.  Die  Normale  n  von  P  (siehe  Fig.  86  auf 
S.  456)  enthält  die  Punkte  C^  und  C^  der  beiden  Mäntel  der  Centra- 
fläche  und  berührt  in  ihnen  die  beiden  Mäntel.  Die  Normalen  der 
gegebenen  Fläche  längs  k^  umhüllen  eine  Curve  y^  auf  dem  ersten 
Mantel,  die  Normalen  längs  k^  eine  Curve  y^  auf  dem  zweiten 
Mantel.  Die  Curve  y^  hat  als  Gratlinie  diejenige  Ebene  zur 
Schmiegungsebene,  die  die  Normale  n  und  die  Tangente  ^  von  k^ 
in  P  enthält,  d.  h.  die  Ebene  des  ersten  Hauptkrümmungskreises 
von  P.  Ebenso  hat  y^  ^^  ^2  ^^®  Ebene  durch  die  Normale  n  und 
durch  die  Tangente  t^  von  k^  zur  Schmiegungsebene.  Nun  sagt  (5)' 
aus,  dass  diejenige  Normale  v^  des  ersten  Mantels  der  Centrafläche, 
die  von  C^  ausgeht,  zur  Tangente  t^  parallel  ist,  und  aus  (6)  folgt, 
dass  diejenige  Normale  v^  des  zweiten  Mantels,  die  von  C^  ausgeht» 
zur  Tangente  t^  parallel  ist     Also: 

Satz  27:  Sind  C^  und  C^  die  zu  einem  Flächenpunkte  P 
gehörigen  Punkte  der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche,  so 
ist  die  Normale  der  Centrafläche  in  C^  bez.  C^  der  be- 
treffenden Hauptkrümmungstangente  von  P  paralleL 

Aber  noch  mehr,  wir  sehen,  dass  die  Normale  Vj  in  der 
Schmiegungsebene  von  y^  liegt,  also  die  Hauptnormale  von  y^  ist 
Die  Curve  y^  ist  folglich  nach  S.  402  eine  geodätische  Curve  des 
ersten  Mantels.  Ebenso  ist  die  Normale  v^  des  zweiten  Mantels 
Hauptnormale  von  y^,  sodass  y^  eine  geodätische  Curve  des  zvireiten 
Mantels  ist.     Also: 

Satz  28:  Diejenigen  Curven,  die  von  den  Normalen 
einer  Fläche  längs  je  einer  Krümmungscurve  umhüllt  wer- 
den, sind  geodätische  Curven  auf  der  Centrafläche. 

Nach  Satz  27  berührt,  wie  noch  ausdrücklich  erwähnt  sein 
möge,  jeder  der  beiden  Hauptkrümmungsschnitte  eines  Flächen- 
punktes P  denjenigen  Mantel  der  Centrafläche,  der  ihm  nicht  zu- 
gehört, in  demjenigen  Hauptkrümmungsmittelpunkt,  der  ihm  eben- 
falls nicht  zugehört. 

Ehe  wir  weitergehen,  wollen  wir  die  Frage  beantworten,  wann 
einer  der  beiden  Mäntel  der  Centrafläche  ausartet  Dabei 
werden  wir  die  Gleichung  benutzen,  die  aussagt,  dass  die  Strecke^ 
PCj  gleich  i?j  ist,  nämlich: 

(7)  (X  -  X,)»  +  (y  -  !/,?  +  {z-  z,)'  =  Jf,'.  . 

Aus  ihr  geht  durch  Differentiation  nach  v  hervor: 
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oder,  da  ^  —  ^i ,  y  —  yj ,  ^  —  ^i  proportional  X,  T,  Z  sind  und  also 
8(x  —  x^)x^  nach  XI  (7)  gleich  Null  ist: 

eine  Formel,  die  wir  auch  mittels  (2),  (4),  XI  {H)  und  XI  (/)  veri- 
ficieren  können. 

Der  erste  Mantel  der  Centrafläche  enthält  nun  oo^  Curven  y^ 
Jeder  Curve  y^  entspricht  eine  Krümmungscurve  k^  oder  (ü)  der 
gegebenen  Fläche.  '  Bei  der  Parameterdarstellung  (2)  des  ersten 
Mantels  sind  also  die  Parameterlinien  (v)  die  geodätischen  Curven  y^ 
Soll  der  erste  Mantel  in  eine  Curve  degenerieren,  so  ist  dies  auf 
zwei  Arten  denkbar:  Entweder  schrumpft  jede  einzelne  Curve  y^  in 
einen  Punkt  zusammen  oder  alle  Curven  y^  fallen  in  eine  einzige 
zusammen.  Aber  die  zweite  Möglichkeit  ist  deshalb  ausgeschlossen, 
weil  alle  Tangenten  aller  Curven  y^  identisch  sind  mit  allen  Nor- 
malen der  gegebenen  Fläche,  sodass  die  Fläche  (1)  dann  nur  co^ 
Normalen  hätte.  Es  bleibt  also  nur  die  eine  Möglichkeit,  dass  sich 
jede  Curve  y^  oder  {v)  des  ersten  Mantels  (2)  auf  einen  Punkt 
reduciert.  Alsdann  müssen  x^,  j/^,  z^  unverändert  bleiben,  wenn  sich 
nur  u  ändert,  d.  h.  sie  sind  dann  Functionen  von  v  allein.  Aus 
der  ersten  Gleichung  (4)  und  den  beiden  analogen  Gleichungen  für  y 
und  z  folgt  femer,  da  X,  Y,  Z  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind,  dass 
auch  7?j  eine  Function  von  v  allein  sein  muss. 

Halten  wir  jetzt  v  fest  und  variieren  nur  m,  d.  h.  beschreibt 
der  Punkt  P  oder  (x,  y,  z)  eine  Krümmungscurve  ä^,  so  sind  in  (7) 
und  (8)  nur  ar,  y,  z  veränderlich.  Aber  (7)  stellt  für  die  Punkte 
{x,  y,  z)  eine  Kugel,  (8)  eine  Ebene  dar,  d.  h.  jede  Curve  k^  ist  ein 
Kreis.  Die  Normalen  n  längs  k^  gehen  beständig  nach  der  Mitte 
{^vVv  ^i)  ^^^^  ^1  ^^^  betreffenden  Kugel,  anders  ausgesprochen:  Die 
Fläche  (1)  wird  längs  des  Kreises  k^  von  einer  Kugel  berührt. 

Insgesamt  haben  wir  oo^  Kugeln,  da  die  Coordinaten  x^,  y^,  r^ 
der  Mitten  und  die  Radien  B^  Functionen  der  Grösse  v  sind. 

Wird  umgekehrt  eine  Schar  von  oo^  Kugeln  gegeben,  so  kann 
dies  analytisch  dadurch  geschehen,  dass  wir  die  Coordinaten  x^,  y^  z^ 
der  Mitten  und  die  Eadien  R^  der  Kugeln  als  Functionen  eines 
Parameters  v  geben.  Soll  alsdann  eine  'Fläche  yorhanden  sein, 
die  jede  dieser  Kugeln  längs  einer  Curve  berührt,  so  müssen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^y,  z  der  Punkte  der  Fläche  ausser 
von  V  noch  von  einem  Parameter  abhängen,  sodass  die  Parameter- 
linie (v)  der  fraglichen  Fläche  auf  der  zu  t;  gehörigen  Kugel  liegt 
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und  die  Kugel  die  Fläche  längs  dieser  Curve  berührt  Also  ist  zu 
fordern,  dass  einerseits 

(9)  (X  -  x,Y  +  {y-  y,y  +  (z  -  z,)»  =  R,* 

sei  und  andererseits  die  Tangentenrichtungen  der  Fläche  auf  der 
Kugel  liegen,  also: 

(10)  (x  -  X,)  x^  +  (y  -  !/,)y^  +iz  -  z,)  z^  =  0 
und 

(11)  (X  -  x,)x^  +  (y  -  y,)y^  +  (r  -  z,)2^  =  0 

sei.    Aber  (9)  giebt  wie  oben  nach  t;  differenziert : 

also  wegen  (11): 

(12)  _S(.-x,)|^=Ä,.^^-. 

was  wieder  aussagt»  dass  die  Parameterlinien  {v)  der  fragUchen 
Fläche  in  Ebenen  liegen,  also  Kreise  sind. 

Jetzt  können  wir  so  sagen:  Wir  verstehen  unter  x,  y,  z  drei 
Functionen,  die  den  Gleichungen  (9)  und  (12)  genügen,  also,  da 
dies  nur  zwei  Bedingungen  sind,  ausser  v  noch  eine  Veränder- 
liche u  enthalten  können,  sodass  sie  die  analytische  Darstellung 
einer  Fläche  geben,  die  wir  auch  durch  Elimination  von  v  aus  (9) 
und  (12),  wo  V  in  Xj,  y^,  z^  und  ß^  und  ihren  Ableitungen  auftritt 

in  der  Form 

F{x,  y,  2)  =  0 

erhalten  würden.  Diese  Fläche  erfüllt  ausser  den  Gleichungen  (9), 
(12)  alle  durch  DiiFerentiation  nach  u  und  v  daraus  hervorgehenden 
Gleichungen.  Aber  die  Differentiation  von  (9)  nach  u  giebt  (10), 
da  Xj,  ^j,  jTj,  Äj  von  u  frei  sind,  und  die  Differentiation  von  (9) 
nach  V  giebt  mit  Rücksicht  auf  (12)  gerade  (11).  Die  gefundene 
Fläche  hat  also  die  gewünschte  Eigenschaft:  Sie  berührt  jede  der 
oo^  Kugeln  längs  einer  Curve,  und  wir  haben  überdies  gesehen, 
dass  die  Curven  Kreise  sein  müssen.  Wir  wollen  zunächst  dies  Er- 
gebnis formulieren: 

Satz  29:  Eine  stetige  Schar  von  oo^  Kugeln  erzeugt 
stets  eine  Fläche,  die  von  jeder  Kugel  der  Schar  längs 
einer  Curve  berührt  wird.  Diese  Berührungscurven  sind 
Kreise.     (Siehe  Fig  87,  S.  461.) 
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Man  sagt,  dass  diese  Fläche  die  Umhüllende,  Einhüllende 
oder  Enveloppe  der  oo^  Kugeln  sei.  Man  kann  nämlich,  wenn 
eine  stetige  Schar  von  oo^  beliebigen  Flächen 
vorliegt,  ebenfalls  beweisen,  dass  es  eine  solche 
Fläche  giebt,  die  jede  Fläche  der  Schar  längs 
einer  Curve  berührt,  worauf  wir  jedoch  nicht  ein- 
gehen wollen.  Der  Beweis  ist  —  abgesehen  davon, 
dass  sich  vorhin  insbesondere  Kreise  ergaben  — 
ganz  analog  dem  obigen.^ 

Insbesondere  nennt  man  die  Umhüllende  einer 
Schar  von  oc^  Kugeln  eine  Canal fläche.*  Die 
00^  Kreise,  in  denen  sie  von  den  oo^  Kugeln  be- 
rührt wird,  sind  ihre  Krümmungscurven  der  einen 
Schar,  da  die  Normalen  längs  jedes  dieser  Kreise 
zugleich   Normalen    der  betreffenden   Kugel   sind  Fig.  87. 

und  also  eine  Kegelfläche  bilden,  sodass  Satz  54, 
S.  176,  angewandt  werden  kann.  Zu  den  Canaläächen  gehören  ins- 
besondere die  in  dem  2.  Beispiel  auf  S.  181  erwähnten  Röhren- 
flächen. Jede  Rotationsfläche  ist  augenscheinlich  auch  eine 
Ganalfläche;  hier  sind  die  Kugelmitten  die  Schnittpunkte  der  Nor- 
malen mit  der  Drehaxe  und  die  Kugelradien  diese  Normalen  selbst 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  den  Centraflächen  zurück,  so  können 
wir  sagen: 

Satz  30:  Ein  Mantel  der  Centrafläche  artet  nur  dann 
in  eine  Curve  aus,  wenn  die  Fläche  eine  Ganalfläche  ist. 
In  diesem  Falle  ist  der  Ort  der  Mitten  derjenigen  Kugeln, 
die  von  der  Ganalfläche  umhüllt  wird,  der  ausgeartete 
Mantel. 

Eine  andere  Ausartung  tritt  ein,  wenn  der  eine  Mantel  der 
Centrafläche   unendlich   fern   ist,   d.  h.   wenn    die   Normalen   längs 


^  Während  man  in  der  Ebene  nur  oo*  Curven  zu  betrachten  hat,  wenn 
man  die  UmüUungstheorie  aufstellen  will,  hat  man  dagegen  im  Räume  zwei 
Ffille  zu  unterscheiden:  £s  können  oo^  oder  c3o^  Flächen  vorliegen.  Eine  er- 
schöpfende Behandlung  der  Umhüllungstheorie  im  Räume  führt  naturgemäss 
zn  der  Theorie  der  partieeilen  Differntialgleichungen  erster  Ordnung,  auf  die 
wir  grundsätzlich  nicht  eingehen  wollen,  und  deshalb  hauptsächlich  unterlassen 
wir  es,  die  Umhüllenden  von  Flächenscharen  zu  untersuchen.  Wir  wollen  aber 
anmerken,  dass  Monge  ihre  Theorie  in  seiner  „Application^^  geschaffen  hat, 
wodurch  er  zugleich  in  die  von  Laobange  herrührende  analytische  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  anschauliche  geometrische 
Vorstellungen  hineinbrachte. 

'  Sie  wurden  zuerst  von  Monge  in  seiner  „Application^^  untersucht. 
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jeder  Curve  A^  einander  parallel  sind,  die  Curven  k^  also  Geraden 
sind  und  die  Fläche  abwickelbar  ist.  Diesen  Fall  erwähnten  wir 
schon  oben  in  dem  4.  Beispiele.  Man  kann  die  abwickelbaren 
Flächen  als  CanalHächen  auffassen,  deren  erzeugende  Kugeln  un- 
endlich ferne  Mitten  haben,  also  zu  Ebenen  geworden  sind,  nämlich 
zu  den  oo^  Tangentenebenen  der  abwickelbaren  Fläche. 

Da  der  erste  Mantel  der  CentraÜäche  nur  dann  ausartet,  wenn 
sich  jede  Curve  y^  auf  einen  Punkt  reduciert,  also  i?j  längs  jeder 
Curve  Äj  oder  {v)  constant  ist,  und  da  umgekehi-t  daraus,  dass  B^ 
nur  von  v  abhängt,  nach  (4)  folgt,  dass  ar^,  y^,  z^  nur  von  v  ab- 
hängen, also  jede  Curve  y^  nur  ein  Punkt  ist,  so  können  wir  auch 
diesen  Satz  formulieren: 

Satz  31:  Die  Flächen,  bei  denen  der  eine  Hauptkrüm- 
mungsradius längs  jeder  zugehörigen  Krümmungscurve 
constant  ist,  sind  die  Canalflächen;  auf  ihnen  bilden  die 
Kreise  diese  eine  Schar  von  Krümmungscurven. 

Es  können  auch  beide  Mäntel  der  Centrafläche  ausarten;  doch 
hierauf  wollen  wir  erst  weiter  unten  gelegentlich  zurückkommen, 
um  jetzt  nicht  zu  weit  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Centra- 
flächen  fortgeführt  zu  werden.     (Siehe  S.  473,  474.) 

Kehren  wir  jetzt  zur  Aufstellung  allgemeiner  Formeln  für  die 
Centraflächen  zurück.  Aus  (4)  können  wir  nach  XI  {A)  sofort  die 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  E^y  F^,  0^  des  ersten  Mantels 
ableiten.     Wegen  XI  (H)  und  XI  (/)  kommt: 

„3,  A-(4f-)'.  ".-^it^  "^ - m' ^ [H^)' o- 

Ferner  ist 

i>,..i'.<?,-v-(f-rp^)"«. 

Also  setzen  wir  in  Gemässheit  der  Bestimmung  auf  S.  18: 

WO  6j  =  ±  1  ist  und  im  reellen  Falle  so  gewählt  werden  soll,  dass 
D^  positiv  wird.  Dabei  sei  dann  im  reellen  Falle  unter  yc^die 
positive  Quadratwurzel  verstanden. 

Wie  wir  schon  oben  fanden,  ist  nach  (4): 


dy^    dx. 

dx. 

dy,        B,-B, 

dB, 

du     dt 

du 

dv              B, 

du 
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oder  nach  XI  (Ä'),  da  J^=  0  ist: 

du     dv'        du     dr    ^  B^      '   du  '  D^^' 

Wegen  (14)  ergiebt  sich  deshalb  aus  XI  (J^  für  den  Richtungscosinus 
Ji^  der  Normalen  des  ersten  Mantels: 

^1   —  —  «1     l)^u' 

Es  ist  aber  D  =  ^E*  ^G,  wo  wir  im  reellen  Falle  beide  Wurzeln 
positiv  wählen;  also  kommt: 

^15)     ^.=-^'.  ^^=->^^-  '^—M- 

Mithin  ist: 


8^«» 


«odass  hieraus  und  aus  (4)  nach  XII  ((7)  für  die  Fundamentalgrössen 
Zj,  Jfj,  iS^j  des  ersten  Mantels  folgt: 

1         1      \,|/J5    «•        2|/¥'    "/         du 

Eechnet  man  diese  Summen  mit  Hülfe  von  XII  {J),  XI  (I),  XVI  (C) 
aus,  so  kommt,  weil  überdies  F=  M  ==  0  nach  XIX  {Ä)  ist: 

oder  nach  XIX  {J)) : 

^  B,        du  ^  ^       ^Ye        i?,  " 

Der  Wert  von  Ä\  lässt  sich  noch  umformen,  denn  nach  XIX  (C)  ist: 

j   G^t,   Bi  d  -Rj 

*  "ö" "  B^B^^^Bi)  ~nr ' 

sodass  wir  schliesslich  finden: 
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Aqb  M^  -  0  folgt  nach  Satz  TO,  S.  186,  dass  die  CnrTen  ->t 
nnd  (t>)  aaf  dem  ersten  Maotel  der  Gentrafläche  zd  einander 
coDJugiert  sind.  Die  Cuiren  {v)  sind  die  oben  mit  /,  bezeieb- 
neten  Cnrven.  Eine  Curre  (u)  wird  von  denjenigea  HaoptkrOaunmi^ 
centren  C,  gebildet,  die  auf  den  Normalen  der  ttrsprQaglichen  Flidte 
ISngs  einer  Krämmungscurve  A,  liegen.  Da  Entsprechendes  for  des 
zweiten  Kantel  der  Gentrafläche  gilt,  so  folgt: 

Satz  32:  Auf  jedem  Mantel  der  Gentrafläche  sind  die 
Cnrven,  in  deren  Pnnkten  er  von  den  Normalen  der  or- 
sprilnglichen  Fläche  längs  der  Krammungscurren  berflhrt 
wird,  zn  einander  conjagiert. 

Die  zn  den  Curven  Y\  des 
ersten  Mantels  conjugierten  Carren 
unterscheiden  sich  wesentlich  von 
den  Curven  /,:  Die  Cnrven  y,, 
die  geodätisch  sind,  haben  die  Nor> 
malen  der  ursprünglichen  Fläche 
zu  Tangenten,  die  anderen  Ctureo 
nicht,  obgleich  ihre  I*unkte  Be- 
rührnngspunkte  der  Normalen  mit 
dem  Mantel  sind.  Diea  soll  durch 
Fig.  88  erläutert  werden,  in  der 
eine  Curve  der  zweiten  Art  auf 
dem  ersten  Mantel  der  Centra- 
ääche  dargestellt  ist 

Nach  (13)  ist  das  Quadrat  des 
Bogenelementea  d  s^  des  ersten 
Mantels  der  Gentrafläche: 


Fig.  8ä. 


(17)    rf. 


,    IBJi,y,  ,  ,  ^aii.dit-,,    .    ,  |/öif,v  ,  /■S,--R,\»„i  ,  . 


wofür  wir  auch  schreiben  kdnnen: 

(18)  ds,^  =  dli^^+i--"'~"'-\'OdvK 


(.^^.. 


Ist  dieser  Mantel  der  Gentrafläche  nicht  ausgeartet,  so  ist  R^  längs 
der  KrümmungBcurven  (v)  oder  k^,  wie  wir  oben  sahen,  nicht  con- 
stant,  d.  h.  Ky  ist  eine  von  v  unabhängige  Function  von  u  und  o. 
Wir  können  daher  statt  u  nnd  v  auch 
(19)  e=-ffj,         »=o 
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als  Parameter  auf  diesem  Mantel  einführen.  Alsdann  stellt  sich 
ds^*  nach  (18)  so  dar: 

(20)  ds^^  =  dü^  +  l?l^yGd€^, 

wo  wir  natürlich  den  Factor  von  rf«;*  als  Function  von  ü  und  fJ 
auffassen  können.  Nach  Satz  19,  S.  440,  folgt  hieraus ,  dass  die 
Curven  (U)  geodätische  Curven  und  die  Curven  [ü)  ihre  orthogonaleh 
Trajectorien  auf  dem  ersten  Mantel  der  Centrafläche  sind.  Dass  die 
Parameterlinien  (D),  die  ja  nach  (19)  die  Linien  (o)  oder  y^  sind, 
geodätisch  sind,  wird  also  hier  aufs  Neue  bewiesen.  Die  Curven  {ü) 
sind  nach  (19)  diejenigen  Curven,  für  die  B^  constant  ist  Man  er- 
hält sie,  wenn  man  auf  der  ursprünglichen  Fläche  (1)  längs  einer 
solchen  Curve  fortschreitet,  für  deren  Punkte  der  erste  Haupt- 
krümmungsradius  B^  constant  ist,  und  zwar  sind  sie  dann  die  Örter 
der  Berührungspunkte  C^  der  Normalen  mit  dem  ersten  Mantel  der 
Centrafläche. 

Entsprechendes  gilt  auf  dem  zweiten  Mantel.    Also: 

Satz  33:  Beschreibt  man  auf  einer  Fläche  eine  Curve, 
für  deren  Punkte  der  erste  oder  zweite  Hauptkrümmungs- 
radius constant  ist,  so  ist  der  Ort  der  zugehörigen  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte eine  solche  Curve  auf  dem  ersten 
bez.  zweiten  Mantel  der  Centrafläche,  die  jene  geodätischen 
Linien  orthogonal  schneidet,  die  den  Krümmungscurven 
der  ersten  bez.  zweiten  Art  entsprechen. 

Wir  sehen  aber  noch  mehr:  Nach  Satz  19,  S.  440,  ist  fem  er  ü 
in  (20)  oder  also  Äj  die  Bogenlänge  der  geodätischen  Curven  y^ 
zwischen  den  Curven  (ft  =  0)  und  (ß).  Da  der  Fall,  dass  «  =  Ä^  =  0  ist, 
im  allgemeinen  nicht  eintritt,  ist  es  besser,  so  zu  sagen:  Die  Differenz 
der  beiden  Werte,  die  B^  für  zwei  Punkte  einer  Erümmungscurve  ä^ 
hat,  ist  gleich  dem  Bogen  des  zugehörigen  Stückes  der  geodätischen 
Curve  Yy     Also: 

Satz  34:  Beschreibt  ein  Punkt  eine  Krümmungscurve 
der  ersten  oder  zweiten  Art  auf  einer  Fläche,  so  ist  die 
Bogenlänge  der  Curve  des  zugehörigen  Hauptkrümmungs- 
mittelpunktes auf  dem  ersten  bez.  zweiten  Mantel  der 
Centrafläche  gleich  der  Differenz  der  Werte  des  ersten 
bez.  zweiten  Hauptkrümmungsradius  für  die  beiden  End- 
punkte des  Weges. 

Zur  Erläuterung  diene  die  Fig.  89,  S.  466,  für  eine  Krümmungs- 
curve Äj. 

Schiffers,  Geom.  DifDr.   IL  80 
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Dieser  Satz  34  ist  in  gewissem  Sinne  als  eine  Verallgemeineruug 
des  Satzes  über  Evoluten  und  Evolventen  in  der  Ebene  aufzufasseo, 

nach  dem  die  Bogenlänge  der  Evolute 
gleich  der  Differenz  der  Normalen  der 
Evolvente  in  den  Endpunkten  ist  (vgl. 
Satz  39,  I  S.  63,  und  (4),  I  S.  295). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  das 
Krümmungsmaass  A'^  für  den  ersten 
Mantel  der  Centraflilche  berechnen 
Nach  XII  (A)  ist: 


A,= 


/A* 


sodass  aus  (14)  und  (16)  folgt: 

du 

Ein  entsprechender  Wert  ergiebt  sich  für  das  Krümmungs- 
maass A3  des  zweiten  Mantels,  wie  ja  überhaupt  aus  den  auf  den 
ersten  Mantel  bezüglichen  Formeln  die  für  den  zweiten  gültigen 
Formeln  einfach  dadurch  hervorgehen,  dass  man  überall  die  In- 
dices  1  und  2,  femer  u  und  v,  daher  auch  E  und  G  und  endlich  / 
und  N  vertauscht,  also  z.  B.  JS^  durch  G^  ersetzt  u.  s.  w. 

In  den  entwickelten  Formeln  kommen  einige  Nenner  vor,  deren 
Verschwinden  Anstoss  erregen  könnte;  aber  wenn  wir  von  den 
Fällen,  in  denen  der  eine  oder  andere  Mantel  der  Centrafläche  aus- 
artet, ganz  absehen,  so  hat  dies  nichts  auf  sich,  denn  dann  sind 

JL,  i?o  und  -£— ,  -ä-^  von  Null  verschieden,  sodass  nur  die  Formel 
^'     ^  du  '    ov 

(21)  noch  zu  einer  Bemerkung  nötigt:  Hier  würde  sich  für  A'j  ein 
unendlich  grosser  Wert  ergeben,  wenn  i?j  =  i?,  wäre.  Dann  aber 
hätte  die  Fläche  lauter  Nabelpunkte  und  wäre  eine  Kugel,  nach 
Satz  12,  S.  120,  die  zu  den  ausgeschlossenen  Canalfiächen  gehört 
Wegen  der  Werte  (16)  und  nach  XII  (J)  lässt  sich  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Haupttangentencurven  des  ersten  Mantels  in 
der  symmetrischen  Form  schreiben: 


(22) 


,öß, 


diZ, 


'au  »     OM 


Analog  gilt  auf  dem  zweiten  Mantel  die  Gleichung: 
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(23)  E  R. « t^-  du*-  Gli*  -i*'-  rf  »*  =  0 

für  die  Haupttangentencurven. 

Zum  Schluss  wollen  wir  die  Formeln  über  Centraflächen  auf 

eine  besonders  interessante  Flächenfamilie  anwenden,  nämlich  auf 

diejenigen  Flächen,  die  wir  schon  in  §  11  des  3.  Abschnittes  be- 
trachtet haben. 

Beispiel:    Es   bestehe  anf  der  ursprünglichen  Flftche  (1)  eine 
Kelation 

(24)  Ä(Ä.,Ä,)  =  0 

zwischen  ihren  Hauptkrümmnngsradien.  Alsdann  sind  R^  nnd  R^  von 
einander  abhängige  Functionen  von  u  und  v^  für  die  also  die  Functionaldeter- 
minante  (vgl.  I  S.  81)  gleich  Null  ist: 

^^'^  -TuTTv — dir-dr  =  ^' 

Da  nun  das  Krümmungsmaass  K^  des  zweiten  Mantels  der  Centrafläche  analog 
(21)  den  Wert 

jr  ^ 1_ _dv 


dv 
hat,  so  folgt  aus  (25),  dass 

ist  In  (22)  und  (23)  haben  wir  femer  die  Differentialgleichungen  der  Haupt- 
tangentencurven  auf  beiden  Mänteln  der  Centrafläche  aufgestellt  Nach  (25) 
sind  diese  beiden  Gleichungen  jetzt  mit  einander  identisch.  Daher  haben 
wir  den 

Satz  35:  Resteht  auf  einer  Fläche  eine  Kelation  zwischen  ihren 
Hauptkrümmungsradien,  so  ist  das  Product  der  Krümmungen  ihrer 
beiden  Centraflächenmäntel  in  solchen  Punkten,  die  auf  derselben 
Normalen  der  Fläche  liegen,  gleich  dem  reciproken  Wert  der 
vierten  Potenz  der  Differenz  der  beiden  Radien.  Ausserdem  liegen 
die  Haupttangentencurven  auf  beiden  Mänteln  so,  dass  diejenigen 
Normalen,  die  nach  den  Punkten  einer  Haupttangentencurve  des 
einen  Mantels  gehen,  auch  auf  dem  anderen  Mantel  eine  Haupt- 
tangentencurve bestimmen. 

Wir  sahen  femer,  dass  wir  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds^  des 
ersten  Mantels  der  Centrafläche  durch  Einführung  der  in  (19)  angegebenen 
Parameter  ü,  d  auf  die  Form  (20)  bringen  können.  Wegen  (24)  ist  aber  jetzt 
l?j  eine  gewisse  Function  von  B^: 

(26)  B,  =  q>(B,), 

30  ♦ 
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und  ausserdem  kann  nach  (9),  S.  360,  O  als  Function  von  ß^  and  R^,  abo 
auch  als  Function  von  R^  allein  aufgefasst  werden,  sodass  wegen  R^  ^  ü  ans 
(20)  folgt: 

(27)  rf«!«- rfü*  + V'(w)^^"- 

Nun  gehören  zu  ein  und  derselben  Belation  (24)  unendlich  viele  Flächen.  Aber 
bei  allen  ist  die  Function  qt  dieselbe,  also  lässt  sich  für  alle  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  des  ersten  Mantels  der  Centrafläche  auf  eine  gemeinsame  Form 
(27)  bringen.  Nach  Satz  5,  S.  275,  sind  daher  diese  ersten  Mäntel  der  Centra- 
flächen  aller  jener  unendlich  vielen  Flächen  auf  einander  verbiegbar.  Dasselbe 
gilt  natürlich  für  die  zweiten  Mäntel.    Demnach  folgt 

Satz  36:  Besteht  auf  zwei  Flächen  dieselbe  Relation  zwischen 
ihren  Hauptkrümmungsradien,  so  sind  ihre  Centraflächen  auf  ein- 
ander  verbiegbar,  und  zwar  entsprechende  Mäntel  auf  einander. 

Aber   noch   mehr:    Die  Form  (27)  erinnert   an   das  Quadrat  des   Bogen- 
elementes einer  Rotationsfläche.    Sind  nämlich: 

X  =  p  (ü)  cos  f ,        y  =  />  (tt)  sin  » ,        *  =  /  V^  ""  P'  (*0  ^  «* 
die  Gleichungen  einer  Rotationsfläche  wie  in  Satz  16,  S.  296,  so  ist 

das  Quadrat  ihres  Bogenelementes  d  i.    Wir  können  nun  p  (ü)  so  wählen : 


Alsdann  stimmt  die  Form  (27)  von  ds^*  mit  der  von  ds^  überein,  sodass  der 
schon  einmal  citierte  Satz  5,  S.  275,  ergiebt: 

Satz  37:  Besteht  auf  einer  Fläche  eine  Relation  cwischen 
ihren  Hauptkrümmungsradien,  so  ist  jeder  der  beiden  Mäntel  ihrer 
Centrafläche  auf  je  eine  Rotationsfläche  verbiegbar.  Dabei  gehen 
die  geodätischen  Curven  des  ersten  Mantels,  die  den  Krümmnngs- 
curven  erster  Art  der  Fläche  entsprechen,  in  die  Meridiane  und 
diejenigen  Curven  des  ersten  Mantels,  die  den  Orten  gleichen 
Wertes  des  ersten  Hauptkrfimmungsradius  zugehdren,  in  die 
Breitenkreise  der  einen  Rotationsfläche  über;  und  für  den  zweiten 
Mantel  lässt  sich  Entsprechendes  aussagen.^ 

Denn  man  hat  nur  zu  bedenken,  dass  die  Curven  (u)  nach  (19)  denjenigen 
Curven  der  ursprünglichen  Fläche  entsprechen,  ftir  die  Ri  =  Const  ist,  md 
dass  die  Curven  (0)  nach  (19)  die  geodätischen  Curven  (v)  des  ersten  Mantels 
sind,  die  wir  als  die  Curven  ^i  bezeichnet  hatten. 


^  Theorem  von  Weingarten,  von  dem  überhaupt  die  angegebenen  Sätze 
über  diese  sogenannten  WEiNOARTEN'schen  Flächen  herrühren.  Vgl.  die  Anm. 
zu  S.  855. 
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§  6.    Geradenscharen,  die  als  Normaienscharen  aufgefasst 

werden  können. 

In  gewissem  Sinne  ist  die  Centrafläche  einer  Fläche  die  natür- 
liche Verallgemeinerung  des  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven 
geläufigen  Begriffes  der  Evolate  einer  Curve.  In  der  Ebene  haben 
wir  damals  auch  die  ümkehrung  untersucht:  Zu  einer  gegebenen 
Evolute  die  Evolvente  zu  finden.  (Vgl  I  S.  65.)  Entsprechend  giebt 
es  auch  in  der  Flächentheorie  eine  Umkehrung: 

Zu  einer  gegebenen  Centrafläche  die  zugehörige  Ur- 
fläche  zu  bestimmen. 

Doch  dies  Problem  lässt  sich  verschiedenartig  fassen:  Da  näm- 
lich die  Centrafläche  aus  zwei  Mänteln  besteht,  so  kann  man  ent- 
weder annehmen,  beide  Mäntel  seien  gegeben,  oder  man  kann  an- 
nehmen, dass  nur  ein  Mantel  gegeben  sei. 

Wir  betrachten  zunächst  das  erste  Problem:  Es  seien  beide 
Mäntel  der  Centrafläche  gegeben,  gesucht  wird  die  Ur- 
fläche.  In  diesem  Falle  kann  man  ohne  Mühe  die  Normalen  der 
Urfläche  finden,  da  sie  beide  Mäntel  der  Centrafläche  berühren 
müssen.  Wir  wählen  nämlich  auf  dem  einen  Mantel  einen  Punkt  C^ 
beliebig.  Dann  muss  es  eine  Normale  der  Urfläche  geben,  die  den 
Mantel  in  C^  berührt,  also  in  der  Tangentenebene  von  Cj  liegt. 
Diese  Tangentenebene  schneidet  den  zweiten  Mantel  in  einer  Curve, 
und  die  gesuchte  von  C^  ausgehende  Normale  muss  auch  den  zweiten 
Mantel,  mithin  diese  Curve  berühren.  Von  C^  wird  nun  im  all- 
gemeinen eine  Tangente  oder  eine  endliche  Anzahl  von  Tangenten 
an  die  Curve  gehen.  Unter  ihnen  muss  die  gesuchte  Normale 
enthalten  sein. 

Man  sieht  so,  dass  es  leicht  ist,  diejenigen  Geraden  zu  be- 
stimmen, die  Normalen  der  gesuchten  Fläche  sein  könnten.  Da  der 
«ine  Mantel  oo^  Punkte  C^  enthält,  erhalten  wir  gerade  oo*  Geraden, 
ebenso  viele  wie  es  Normalen  geben  müsste.  Die  Frage  ist  also 
jetzt  auf  die  andere  Frage  zurückgeführt: 

Unter  welchen  Bedingungen  ist  eine  stetige  Schar  von 
oo^  Geraden  als'die  Schar  der  Normalen  einer  Fläche  auf- 
zufassen? 

Hätten  wir  diese  Frage  beantwortet,  so  würden  wir  die  Be- 
dingungen auf  die  soeben  construierte  Geradenschar  anwenden. 
Wären  sie  erfüllt,  so  würden  wir  die  Flächen  zu  suchen  haben,  die 
die  Geraden  der  Schar  senkrecht  schneiden. 


470  Vierter  Abschnitt:    Curven  auf  der  Fläc/ie, 


Man  sieht  hieraus,  dass  die  Schwierigkeit  des  Problems  einmal 
in  der  soeben  formulierten  Frage  und  dann  in  der  zweiten  Frage 
liegt,  wie  man  die  Flächen  bestimmt,  die  die  oo^  Geraden  zu  Nor- 
malen haben.     Wir  legen  uns  daher  das  Problem  vor: 

Gegeben  sei  eine  stetige  Schar  von  oo*  Geraden;  ge- 
fragt wird,  ob  sie  die  Normalen  einer  Fläche  sein  können 
und,  wenn  sie  es  sind,  wie  man  diese  Fläche  findet. 

Eine  stetige  Schar  von  oo^  Geraden  nennt  man  auch  (vgL  I 
S.  141)  ein  Strahlensystem. ^  Wir  fragen  also  nach  den  Be- 
dingungen, unter  denen  ein  Strahlensystem  das  Normalen- 
system einer  Fläche  ist.  Dabei  sehen  wir  von  vornherein  selbst- 
verständlich von  dem  Falle  ab,  dass  die  Geraden  des  Strahlensystems 
Minimalgeraden  seien. 

Eine  Gerade  mit  der  ßichtungscosinus  f,  g^  h  kann,  wenn  (j,  ij,  j) 
ein  bestimmter  Punkt  auf  ihr  ist,  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z 
mittels  eines  Parameters  t  so  dargestellt  werden: 

(1)  x=^i+ft,      7/  =  lj+y^       z=^i  +  ht. 

In  (1)  liegen  cx)*  Geraden,  also  ein  Strahlensystem,  vor,  sobald 
wir  unter  5,  5,  j,  f,  g,  h  Functionen  von  zwei  Parametern  u 
und  V  verstehen.  Denn  dann  gehören  zu  jedem  Wertepaar  ir,  tr 
bestimmte  Werte  von  j,  5,  j,  f,  g,  h,  also  auch  eine  bestimmte 
Gerade  (1).    Da  wir  insbesondere  unter  f,  g,  h  die  Richtungscosinus 


^  Die  Strahlensysteme  wurden  zuerst  von  Malus  systematisch  antersucht, 
siehe  seine  Note:  ,,Optique'^  in  der  Correspondance  de  T^cole  polyt  I  (1806) 
and  seine  Abhandlung:  ,,Optique'^  im  Journal  de  TEcole  polyt.,  14^  c&h. 
(1808).  Insbesondere  fand  er,  dass  sich  die  Geraden  eines  Strahlensystems  in 
zwei  Weisen  zu  Scharen  von  je  00^  Geraden  zusammenfassen  lassen,  die  ab- 
wickelbare Flächen  erzeugen,  also  so,  wie  es  bei  der  Normalen  einer  Flftche 
der  Fall  ist,  wenn  man  die  Normalen  längs  je  einer  Krümm ungscurve  heraus- 
greift (vgl.  die  Fig.  86  auf  S.  456).  Die  Gratlinien  dieser  abwickelbaren  Flächen 
bilden  auch  bei  beliebigen  Strahlensystemen  zwei  Flächenmäntel,  die  soge- 
nannten Brenn  flächen.  Malus  fand  so,  dass  die  Geraden  eines  jeden 
Strahlensystems  Doppeltangenten  einer  aus  zwei  Mänteln  bestehenden  Fläche 
sind.  Wenn  insbesondere  jene  beiden  Scharen  von  abwickelbaren  Flächen 
einander  senkrecht  schneiden,  so  liegt  ein  Strahlensystem  vor,  das  das  Kor^ 
malensystem  einer  Fläche  ist.  Man  könnte  dem  Satze  88  auf  S.  472  diese  be- 
griffliche Deutung  geben.  Sie  wurde  ebenfalls  von  Malus  erkannt,  aber  erat 
von  Bertrand,  „Memoire  sur  la  th^orie  des  surfaces'%  Joum.  de 
Math,  pures  et  appl.,  1.  s^rie  t.  IX  (1844),  vollständig  ausgesprochen  und  be- 
wiesen. 
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der  Geraden  verstehen  wollten,  so  können  wir  uns  dabei  auf  solche 
Functionen  /',  p,  h  von  u  und  v  beschränken,  für  die 

(2)  p  +  g^  +  h^^\ 

ist. 

Soll  es  eine  Fläche  geben,  die  die  cx)^  Geraden  (1)  zu  Nor- 
malen hat,  so  muss  auf  jeder  Geraden  (1)  ein  Punkt  der  Fläche 
liegen.  Nun  wird  ein  Punkt  [x,  y,  z)  auf  der  Geraden  (1)  durch 
die  Angabe  des  Wertes  des  Parameters  t  festgelegt,  der  nebenbei 
bemerkt  den  Abstand  des  Punktes  (x,  y,  z)  vom  Punkte  (j,  ^,  g)  vor- 
stellt. Die  Gerade  (1)  selbst  wird  durch  ein  Wertepaar  w,  v  fest- 
gelegt. Für  jede  einzelne  der  oo^  Geraden  (1),  d.  h.  für  jedes 
einzelne  Wertepaar  tt,  v,  wird  jener  Abstand  t  für  den  fraglichen 
Fusspunkt  [xy  y,  z)  der  Normalen  einen  besonderen  Wert  haben; 
mit  änderen  Worten:  Wir  haben  unter  t  eine  noch  unbekannte 
Function  von  u  und  v  zu  verstehen,  sodass  x,  y,  z  in  (1)  Functionen 
von  u  und  ü  allein  werden. 

Die  Frage  ist  jetzt  diese:  Können  wir  für  t  eine  Function 
von  u  und  v  setzen,  sodass  alle  durch  (1)  bestimmten  Punkte  (ar,  y,  z) 
eine  solche  Fläche  in  den  Parametern  w,  v  erfüllen,  deren  Normalen 
die  gegebenen  Eichtungscosinus  /*,  y,  A  haben?  Wenn  t  in  (1)  als 
Function  von  u  und  v  aufgefasst  wird,  so  ist  also  zu  fordern,  dass 

sei,  wo  sich  die  Summenzeichen  natürlich  auch  auf  die  cyklische 
Vertauschung  von  /*,  y,  h  beziehen.     Nun  aber  ist  nach  (1): 

^u  =  f«  +  fK  +  ^^    ^.  =  E«  +  fK  +  /;^ 

sodass  die  Bedingungen  diese  werden: 

Es  ist  jedoch  nach  (2)  sowohl  8/^  =  1  als  auch  %ff^  ^%ff^^  0, 
sodass  bleibt: 

(3)  '„  =  -Sf„/-,     K  =  -^lJ- 

In  diesen  beiden  Gleichungen  stehen  rechts  gegebene  Functionen 
von  u  und  r,  links  die  partiellen  Ableitungen  einer  Function  t  von 
u  und  ü,  deren  Vorhandensein  gefordert  wird  und  die  dann  und 
nur  dann  wirklich  vorhanden  ist,  wenn  die  Werte  (3)  von  t^  und  t^ 
der  Bedingung 

dv'^'du 
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genügen,  d.  h.  wenn 

(4)  -A-Se^z-^-^^Se,/- 

ist     Ist  diese   Bedingung  für  alle  Werte  von  u   und   v   erfüllt,   so 
folgt  aus  (3)  durch  Quadratur: 

(5)  /  =  -  J(S  E^  fdu  +  S  E,  fdv)  +  Const. 

Wird  dieser  Wert  in  (1)  eingesetzt,  so  giebt  (1)  die  Gleichung  einer 
Fläche,  die  die  gegebenen  oo^  Geraden  zu  Normalen  hat. 

Da  in  (5)  noch  eine  additive  willkürliche  Constante  auftritt,  so 
giebt  es,  wenn  überhaupt  eine  Fläche  der  gewünschten  Art  vor- 
handen ist,  deren  sogar  o:>\  die  aus  der  einen  Fläche  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  auf  ihren  Normalen,  den  Geraden  (1),  noch 
ein  constantes  Stück  aufträgt,  also  Flächen,  die  die  Parallelflächen 
der  einen  Fläche  sind.   Dies  war  nach  Satz  83,  S.  205,  vorauszuseheD. 

Die  Bedingung  (4),  die  Bedingung  dafür,  dass  die  in  (3)  an- 
gegebenen Werte  von  t^  und  t^  so  beschaffen  sind,  dass  t^du  +  t^dc 
ein  vollständiges  Differential  in  u  und  v  ist,  kann  auch  so  ausge- 
sprochen werden:  Es  muss  der  in  (5)  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  Ausdruck  ein  vollständiges  Differential  sein.  Und  dieser 
Ausdruck  lässt  sich  kürzer  so  schreiben: 

Also  haben  wir  den 

Satz  38:^  Ist  eine  Schar  von  oo'  Geraden,  die  keine 
Minimalgeraden  sind,  dadurch  gegeben,  dass  in  den  Glei- 
chungen einer  Geraden  mit  den  laufenden  Coordinaten 
X,  y,  z  und  dem  Parameter  t: 

die  Coordinaten  j,  t),  j  eines  Punktes  der  Geraden  und  die 
Richtungscosinus  f,  ff,  h  der  Geraden  als  Functionen  zweier 
Parameter  u  und  v  angenommen  werden,  wobei  also 

P  +  ff^  +  h^=\ 

ist,  so  ist  die  Schar  dann  und  nur  dann  die  Schar  der 
Normalen  einer  Fläche,  wenn  der  Ausdruck 

fdi  +ffdtj  +  hdi 

^  Satz  von  Hamiltok,  y^Supplements  to  an  essay  on  the  theory  of 
Systems  of  rays",  Transactions  of  the  R.  Irish  Acad.,  vol.  16  (1830). 
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«in  vollständiges  Differential  in  u  und  t;  ist  Es  giebt 
dann  oo^  parallele  Flächen,  die  alle  jene  oo'  Geraden 
senkrecht  schneiden.  Analytisch  werden  sie  in  den  laufen- 
den Coordinaten  x,  y,  z  mittels  der  Parameter  u,  v  dar- 
gestellt, wenn  der  durch  Quadratur   hervorgehende    Wert 

t  =  -fif^i  +  9ät)  +  hdi)  +  Const. 

in  die  Gleichungen  der  Geraden  eingesetzt  wird. 

Wir  erinnern  beiläufig  daran,  dass  wir  schon  auf  S.  168  hervor- 
gehoben haben,  dass  nicht  jede  Schar  von  oo'  Geraden  als  die 
Schar  der  Normalen  einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann. 

Heispiel:  Vorgelegt  seien  oo*  Geraden,  die  sftmtlich  eine  Carve 
treffen,  die  keine  Minimalcurve  ist  Die  Gleichungen  der  Curve  seien  in 
den  laufenden  Coordinaten  ;,  Q,  3  and  mittels  der  Bogenlänge  u  gegeben: 

(C)  f  -  <jp(i*),        i)  -  /(tt),        3  -  tp{u). 

Von  jüdem  Punkte  (u)  dieser  Carve  sollen  also  <x>^  gegebene  Geraden  ausgehen, 
deren  Richtungscosinus  f  g^  h  also  ausser  von  u  noch  von  einem  zweiten  Para- 
meter V  abhängen.  Wählen  wir  fjQ^h  als  Functionen  von  u  und  v  so,  dass 
die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist,  so  stellt  (1)  die  oo*  Geraden  dar,  vorausgesetzt, 
dass  darin  f&r  ;,  t),  3  die  Werte  (6)  eingesetzt  werden.  Jetzt  sind  ;l'„,  l)»,  3„ 
die  Richtungscosinus  oe,  |9,  ^^  der  Tangente  der  Curve  (6),  nach  III  {B),  während 
{t  ^  \)r  "■  3i<  *  0  ist,  sodass  die  Bedingung  (4)  so  lautet: 

-/-8„r-0. 

Nun  ist  Sa/' der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  zu  u,  v  gehörige  Gerade  mit 
der  Tangente  der  Curve  (6)  in  ihrem  Ausgangspunkte  (u)  auf  der  Curve  bildet. 
£r  soll  hiemach  frei  von  v  sein,  d.  h.  die  von  ein  und  demselben  Punkte  {u) 
der  Curve  (6)  ausgehenden  00*  Geraden  der  Schar  sollen  sämtlich  mit  der 
Tangente  dieses  Punktes  denselben  Winkel  bilden.  Dieser  Winkel  darf  sich 
aber  ändern,  wenn  der  Punkt  {u)  auf  der  Curve  (6)  fortschreitet  Die  Geraden 
des  Strahlensystems  müssen  demnach  oo^  Rotationskegel  bilden,  deren  Spitzen 
eine  Curve  (6)  und  deren  Azen  die  zugehörigen  Tangenten  der  Curve  (6)  sein 
müssen.  Nur  dann  giebt  es  Flächen,  die  jene  Geraden  zu  Normalen  haben 
Da  die  Rotationskegel  abwickelbar  sind,  so  sind  ihre  Schnittcurven  mit  den 
Flächen  nach  Satz  54,  S.  176,  Krümmungscurven.  Der  eine  Mantel  der  Centra- 
fläche  ist  daher  die  Curve  (6).  Wir  kommen  somit  zu  den  auf  S.  461  be- 
trachteten Canalflächen. 

Wenn  die  Schar  der  00'  Geraden  aus  allen  denjenigen  Geraden 
besteht,  die  zwei  gegebene  Curven  treffen,  so  folgt  hieraus,  dass  die 
von  einem  Punkt  einer  jeden  der  beiden  Curven  ausgehenden  Geraden,  die 
die  andere  Curve  treffen,  einen  Rotationskegel  bilden  müssen,  wenn  anders  das 
Strahlensjrstem  ein  Normalensystem  sein  soll.  Jede  der  beiden  Curven  liegt 
dann  auf  unendlich  vielen  Rotationskegeln  und  ist  folglich  ein  Kegelschnitt. 
Um  also  alle  Flächen  zu  finden,  die  in  doppelter  Weise  Canalflächen  sind,  hat 
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man  zwei  Kegelschnitte  c  und  k  eo  zu  bestimmen,  dass  jeder  der  Kegel,  der 
von  irgend  einem  Punkte  der  einen  Curve  ausgeht  und  die  andere  Curve  ent- 
hält, ein  Rotationskegel  wird.     Solche  Paare  von  Kegelschnitten  giebt  es  be- 
kanntlich,   wie  in  der  analytischen  Geometrie  gelehrt  wird.      Ist  z.  B.  c  eine 
Ellipse,  so  ist  k  diejenige  Hyperbel,  deren  Ebene  die  Ebene  der  Ellipse  senk- 
recht längs   der   grossen  Axe   der  Ellipse  schneidet,   deren   Brennpunkte  die 
Hauptscheitel  der  Ellipse  und  deren  Scheitel  die  Brennpunkte  der  Ellipse  sind. 
Die  Geraden,  die  zwei  solche  Kegelschnitte,  sogenannte  FocalkegelschnittCf 
treffen,  sind  also  die  Normalen  derjenigen  Flächen,  die  in  doppelter  Weise  als 
Canalflächen  aufgefasst  werden  können  oder  deren  beide  Centraflftchenmäntel  iu 
Curven  ausgeartet  sind.    Nach  Satz  30  und  31,  S.  461, 462,  werden  diese  Fläcbeu 
von  zwei  Scharen  von  je  oo*  Kugeln  umhüllt,  und  die  Krümmungscurven  jeder 
Schar  sind  Kreise.    Die  Kugeln  haben  ihre  Mitten  auf  den  beiden  Focalkegel- 
schnitten.    Man  nennt  diese  Flächen,  die  in  doppelter  Weise  als  Canalflächen 
aufgefasst  werden  können,    Cykliden.  ^    Ist  der  eine  Kegelschnitt  ein  Kreis, 
so  ist  der  andere  das  Mittellot  zur  Kreisebene,  die  Flächen  sind  dann  solche 
Flächen,  die  je  eine  um  jenes  Mittellot  rotierende  Kugel  umhüllen,  die  soge- 
nannten   Ring  flächen.     Sie  können  auch  als  die  Rotationsflächen   definiert 
werden,    die    durch  Drehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende 
Gerade  hervorgehen.     Wir  wollen  auf  die  Theorie  der  Cykliden  nicht  weiter 
eingehen  und  nur  noch  bezüglich  der  Gestalt  der  Cykliden  bemerken,  dass  sie 
allgemein  ringförmig  sind,    wenn  auch  keine  Rotationsflächen,    und    dass  die 
Stärke   des  Canals  an  einer  Stelle  des  Ringes  ein  Maximum,   gegenüber  ein 
Minimum  hat. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  oben  angedeuteten  Problem 
wenden : 

Es  liege  nur  eine  Fläche  gegeben  vor;  gefragt  wird, 
ob  es  Flächen  giebt,  für  die  diese  eine  Fläche  der  eine 
Mantel  der  Centrafläche  ist. 

Nach  Satz  28,  S.  458,  müssen  den  Krümmungscurven  der  einen 
Schar  der  gesuchten  Fläche  geodätische  Curven  auf  der  gegebenen 
Fläche  entsprechen.  Wir  werden  daher  annehmen,  es  sei  auf  der 
gegebenen  Fläche  eine  Schar  von  geodätischen  Curven  ausgewählt 
und  das  zugehörige  geodätische  Parametersystem  (vgl.  S.  441)  ein- 
geführt, sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  gegebenen 
Fläche  die  Form: 

(7)  ds^=^du^  +  G{u,v)dv^ 

habe.     Die  Curven  (v)  sind   dann   die   geodätischen   Curven.     Ihre 
Tangenten  müssten  nun  die  Normalen  der  gesuchten  Fläche  sein. 

Umgekehrt  ist  es  klar,  dass,  wenn  es  eine  Fläche  giebt,  die 
diese  Tangenten  zu  Normalen  hat,  alsdann  die  gegebene  Fläche  der 


^  Die  Cykliden  wurden  von  Dupin  entdeckt  und  untersucht.  Siehe  seine 
„Applications  de  g^om^trie  et  de  m^chanique  ä  la  marine  et  auz 
ponts  et  chauss^es'S  Paris  1822. 
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eine  Mantel  der  Centrafläche  ist^  denn  dann  bilden  ja  die  Normalen 
längs  einer  solchen  Curve  der  fraglichen  Fläche,  die  einer  der 
geodätischen  Curven  (v)  entspricht,  eine  abwickelbare  Fläche,  sodass 
die  Curve  nach  Satz  54,  S.  176,  eine  Krümmungscurve  ist,  für  die 
die  Hauptkrümmungscentra  der  einen  Art  die  geodätische  Curve 
bilden. 

Unser  Problem  kommt  also  auf  das  in  Satz  38  erledigte  Problem 
zurück.  Um  es  mit  Hülfe  dieses  Satzes  zu  beantworten,  wollen  wir 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  der  gegebenen  Fläche 
°ii^  E>  9>  i  bezeichnen.  Die  vom  Punkte  (m,  v)  oder  (f ,  5,  j)  aus- 
gehende Tangente  der  geodätischen  Curve  (v)  habe  dann  die  Richtungs- 
cosinus f,  ff,  h.     Es  ist: 

also,  da  i^  +  t)^  +  }^  als  Fundamentalgrösse  erster  Ordnung  nach 
(7)  gleich  Eins  ist,  direct: 

sodass  die  Bedingung  des  Satzes  38  oder  (4)  so  lautet: 


öi^      ^»         du 

Die  Summe  links  ist  aber,  wie  schon  soeben  gesagt  wurde,  gleich 
Eins  und  die  Summe  rechts  nach  (7)  als  Fundamentalgrösse  erster 
Ordnung  gleich  Null.     Also  ist  die  Bedingung  erlullt.    Daher  folgt; 

Satz  39:  Eine  beliebige  Fläche  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  als  der  eine  Mantel  der  Centrafläche  einer  anderen 
Fläche  aufgefasst  werden.  Wenn  man  nämlich  auf  der 
Fläche  eine  Schar  von  oo^  geodätischen  Curven  beliebig 
auswählt,  so  sind  ihre  00^  Tangenten  die  Normalen  von 
00^  Parallelflächen,  für  die  die  gegebene  Fläche  der  eine 
Mantel  der  Centrafläche  ist.  Die  Krümmungscurven  der 
einen  Schar  auf  den  Parallelflächen  sind  die  Filarevol- 
venten  der  ausgewählten  geodätischen  Curven. 

Das  Letztere  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Filar- 
evolventen  in  I  S.  295,  296. 

§  7.    Krümmung  und  Torsion  einer  Fiächencurve. 

Nachdem  wir  bisher  eine  Reihe  von  besonderen  Curvenarten 
auf  einer  Fläche  besprochen  haben,  nämlich  die  Minimalcurven,  die 
Krümmungscurven,   die   Haupttangentencurven   und  schliesslich  d: 
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geodätischen  Curven,  wollen  wir  jetzt  als  Abschluss  unserer  flächen- 
theoretischen  Betrachtungen  beliebige  Curven  auf  der  Fläche 
ins  Auge  fassen. 

Es  seien  u,  v  die  Parameter  auf  der  Fläche,  £,  I\  G,  L,  31,  N 
ihre  Fundamentalgrössen  und  X,  T,  Z  die  Richtungscosinus  der 
Normale.  Wenn  wir  nun  u  und  t?  als  Functionen  eines  neuen  Para- 
meters t  irgendwie  wählen,  so  wird  dadurch  nach  S.  11  eine  Curve 
auf  der  Fläche  definiert  Das  Bogenelement  ds  dieser  Curve  von  der 
Stelle  (^)  bis  zur  Stelle  (^  +  £/^)  wird  dann  aus 

ds^  =  Edu^  +  "IFdudv  +  Gdv^ 

bestimmt,  wo  (/k  und  t/v  die  Incremente  der  Functionen  u  und  r 
von  t  bedeuten,  die  zu  dem  Zuwachs  dt  von  t  gehören.  Es  ist 
also  die  Bogenlänge  der  Curve  vom  Punkte  {f  =  0)  bis  zu  einem 
beliebigen  Punkte  {it)\ 

0 

Hierbei  hat  man  sich  in  JS^,  F^G^tu  und  t?  immer  die  Functionen 
von  t  gesetzt  zu  denken.  Durch  diese  Formel  wird  s  als  Function 
von  t  definiert  Denken  wir  uns  die  Quadratur  ausgeführt  und  die 
Gleichung  dann  nach  t  aufgelöst,  so  wird  sich  t  als  Function  von  s 
darstellen.  Setzen  wir  diese  Function  t  von  .«  in  u  und  t?  für  t 
ein,  so  ergeben  sich  u  und  v  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  der 
Curve. 

Man  sieht,  dass  der  Parameter  t  selbst  die  Bogenlänge  ist,  so- 
bald das  Integral  den  Wert  ±  t  hat,  d.  h.  sobald  fQr  alle  Werte 
von  t 

\dtl    ^  dt     dt    ^      \dt] 

ist 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  wir  hätten  u  und  v  in  der  an- 
gegebenen Weise  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  der  Curve  be- 
stimmt Alsdann  soll  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  durch 
Striche  angedeutet  werden.  Wir  haben  dann  nach  der  letzten  Formel: 

(2)  Eu^  +  2Fu  ü'  +  G ü «  =  1 

für  alle  Werte  von  s.  Indem  wir  wie  in  der  Curventheorie  im 
ersten  Bande  die  Curve  im  reellen  Falle  im  Sinne  wachsender 
Bogenlänge  s  durchlaufen,  sind  die  Richtungscosinus  a,  ßy  y;  l,  m,  n; 
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ly  fi,  V  ihrer  Tangente^  Haupt-  und  Binormale  an  der  Stelle  (s)  oder 
(w,  v)  völlig  definiert  (vgl.  I  S.  174  u.  f.).  Wie  in  I  S.  179  rechnen 
wir  dabei  die  Krümmung  l:r  der  Curve  stets  positiv. 

Dies  scheint  in  Widerspruch  mit  der  Festsetzung  zu  stehen, 
die  wir  auf  S.  104  trafen.  Aber  damals  kam  es  uns  mehr  darauf 
an,  die  Art  der  Krümmung  der  Fläche  an  einer  Stelle,  nicht  die 
Art  der  Krümmung  der  Curven  auf  der  Fläche  zu  erkennen,  und 
deshalb  war  es  damals  zweckmässig,  die  in  der  Curventheorie  ge- 
troffene Festsetzung  für  den  Augenblick  aufzuheben.  Oder  auch 
so:  Damals  haben  wir  mit  r  nicht  den  Krümmungsradius  der  Curve 
bezeichnet,  der  eben  in  der  Curventheorie  als  stets  positiv  ange- 
nommen wurde,  sondern  den  Abstand  des  Krümmungsmittelpunktes 
vom  betrachteten  Curvenpunkte,  und  zwar  rechneten  wir  dabei  diesen 
Abstand  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungsmittel- 
punkt auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Tangentenebene 
der  Fläche  lag.  Ja,  wir  haben  es  damals  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, dass  in  den  abzuleitenden  Formeln  r  nur  seinem  absoluten 
Werte  nach  den  Krümmungsradius  bedeute. 

Jetzt  also  soll  r  wieder  wie  in  der  Curventheorie  den  absolut 
genommenen  Krümmungsradius  der  Curve  vorstellen.  Femer  sei  (o 
der  Winkel  der  (positiven)  Hauptnormale  der  Curve  mit  der  (posi- 
tiven) Flächennormale  und  zwar  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  Hauptnormale  zur  Binormale  hin.  Die  Formel  (4),  S.  103, 
gilt  auch  jetzt;  sie  wurde  ja  vor  jener  besonderen  Festsetzung  auf- 
gestellt.    Sie  kann  nach  XII  {A)  so  geschrieben  werden: 

coso)   __  Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv'^ 
r       ""   Edu'^  +  2Fdudv  +  0  dv* 

oder  auch,  da  u  und  v  Functionen  von  s  sind,  für  die  (2)  gilt, 
(3)  _^  =  Lu^  +  2Mu'  r'  +  Nv'l 

Dieser  Ausdruck  hat  eine  geometrische  Bedeutung,  die  bisher 
noch  nicht  zur  Sprache  gekommen  ist.  Um  diese  Bedeutung  abzu- 
leiten, stellen^  wir  jedoch  vorher  einen  Satz  über  die  Krümmung 
der  Projection  einer  Curve  auf:  Sind 

die' Gleichungen  einer  Raumcurve  c,  ausgedrückt  mittels  der  Bogen- 
länge 8,  so  hat  die  senkrechte  Projection  s  der  Curve  auf  eine  Ebene, 
z.  B.  auf  die  ary-Ebene,  die  Gleichungen: 

x  =  (p(s),      y  =  r(^),      5  =  0, 
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in  denen  der  Parameter  s  aber  nicht  mehr  die  Rolle  der  Bogen- 
länge spielt  Sind  a,  /9,  y\  l,m,n;  A,  fi,  v  die  Kichtungscosinas  der 
Tangente,  Haupt-  und  Binormale  der  Curve  an  der  Stelle  {s),  so 
ist  das  Bogenelement  ds  der  Projection  d  gleich  dem  Bogenelement 
ds  der  Curve  c  multipliciert  mit  y.  Wir  wollen  insbesondere  an- 
nehmen, dass  die  Ebene,  auf  die  wir  die  Curve  c  projicieren,  der 
Tangente  der  betrachteten  Stelle  parallel  sei;  auch  rechnen  wir  die 
Bogenlänge  der  Projection  c  im  selben  Sinne  wie  die  der  Curve  c, 
sodass  wir  y  =  +  1  und  ds  ^  ds  finden.  Da  x,  y  mit  x,  y  über- 
einstimmen, so  folgt  dann  auch,  dass  an  der  betrachteten  Stelle 
—  mit  Rücksicht  auf  III  [B)  — 


dx          dx 

rf5           ds             ' 

ß  =  ß, 

aber  ;'  =  0, 

also  auch: 

/          d*x          da           l 
r    '^   ds*  ~    ds    ~  r  ^ 

in         m 
r  "   r  ' 

aber  w  =  0 

ist,  wenn  die  überstrichenen  Buchstaben  für  die  Projection  ?  gelten 
und  wenn  1 :  r  die  Krümmung  der  Curve  c  an  der  betrachteten 
Stelle  bedeutet  Quadrieren  und  Addieren  der  drei  letzten  Glei- 
chungen giebt,  weil  /*  +  iw*  =  1  —  n*  ist: 


1  -»« 


r«  r* 


Dabei  ist  n  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Hauptnormale  der 
betrachteten  Stelle  mit  der  zur  Projectionsebene  senkrechten  z-Axe 
bildet.  Nun  haben  wir  zwar,  wie  wir  vorhin  hervorhoben,  die  Krüm- 
mung bei  reellen  Raumcurven  positiv  angenommen,  jedoch  haben 
wir  bei  ebenen  Curven  der  Krümmung  ein  Vorzeichen  beigelegt, 
sobald  wir  die  Ebene  der  Curve  von  einer  bestimmten  Seite  her 
—  die  xy-Ebene  von  der  r-Axe  her  —  betrachten.^  Das  Vor- 
zeichen hing  davon  ab,  ob  der  Contingenzwinkel,  der  im  Sinne  der 
Drehung  von  der  x-Axq  zur  y-Axe,  also  im  Sinne  der  positiven 
Drehung  um  die  r-Axe  gemessen  wird,  zunahm  oder  abnahm,  so- 
bald die  Curve  in  dem  ihr  vorgeschriebenen  Sinn^  durchlaufen 
wurde  (vgl.  I  S.  37).  Dies  Vorzeichen  wollen  wir  nun  bei  der  Pro- 
jection ö  der  Raumcurve  c  auf  die  Ebene  berücksichtigen.  Die 
Figg.  00,  91,  in  denen  die  Projectionstafel  statt  parallel  zur  Tangente 
der   betrachteten   Stelle  P  direct  durch  die  Tangente  t  der  Stelle 

*  Man  vorgleiche  hierzu  die  Anmerkung  zu  I  S.  189. 
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gelegt  worden  ist,  was  ja  nichts  wesentliches  ausmacht,  lehren  nun 
unmittelbar,  dass  die  Krümmung  der  Projection  ö  in  P  positiv  oder 
negativ  ist,  je  nachdem  die  positive  Normale  der  Tafel,  d.  h.  also 
diejenige  Normale,  von  der  aus  die  Projection  betrachtet  wird,  auf 


Bn, 


Hn.     21 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


derselben  Seite  der  Schmiegungsebene  liegt  wie  die  Binormale  oder 
nicht,  je  nachdem  also  der  Winkel  (p  der  positiven  Normale  der 
Ebene  mit  der  positiven  Binormale  ^\n  ist  Nun  ist  n*  =  sin* qr, 
also  giebt  unsere  letzte  Formel: 


COS<Jf) 


und  diese  Formel  ist  jetzt  auch  im  Vorzeichen  exaci 

Wir  können  mithin  den  folgenden  Hülfssatz  aufstellen: 

Satz  40:  Wird  eine  Curve  auf  eine  zur  Tangente  einer 
Stelle  P  parallele  Ebene  senkrecht  projiciert  und  bildet 
die  Binormale  dieser  Stelle  mit  der  Normale  der  Ebene  den 
Winkel  «jp,  so  ist  die  Krümmung  l:r  der  Projection  von  P 
gleich  der  Krümmung  l:r  von  P  selbst  multipliciert  mit 
dem  Cosinus  von  tp: 

1     C08  (p 

r  r 

und  zwar  giebt  diese  Formel  im  reellen  Falle  auch  das 
für  ebene  Curven  festgesetzte  Vorzeichen  der  Krümmung 
1 :  r,  sobald  die  Projection  der  ßaumcurve  in  demselben 
Sinne  wie  die  Baumcurve  selbst  durchlaufen  und  überdies 
die  Ebene   von   derjenigen  Seite  her  betrachtet  wird,   auf 
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der  jene  Normale  liegt,  die  mit  der  Binormale  den  Winkel  tp 
bildet. 

Wir  wenden  diesen  Satz  nun  auf  die  Flächencurve  an,  für  die 
wir  oben  die  Formel  (3)  aufgestellt  haben.  Wird  die  Flächencurre 
auf  diejenige  Ebene  projiciert,  die  durch  die  Tangente  des  Curven- 

punktes  P  oder  (u,  v)  und  durch 
die  Flächennormale  geht,  so 
ist  die  Normale  dieser  Ebene 
in  P  die  zu  jener  Tangente 
der  Curve  senkrechte  Flächen- 
tangente. Wir  wollen  diese 
Normale  in  dem  Sinne  posi- 
tiv nennen  y  dass  die  positive 
Curventangente,  die  positive 
Flächennormale  und  diese  Nor* 
male  zur  Ebene  so  wie  die 
Coordinatenaxen  gegen  ein- 
ander orientiert  sind.  (Siehe 
Fig.  92.  Fig.  92.)   Dann  bildet  die  Nor- 

male der  Ebene  mit  der  Bi- 
normale den  Winkel  m,  sodass  die  Formel  (3)  nach  unserem  Satze 
die  Krümmung  der  Projection  der  Curve  auf  die  Ebene  durch  die 
Tangente  und  Flächennormale,  auch  ihrem  Vorzeichen  nach,  dar- 
stellt Deshalb  nennt  man  diesen  Ausdruck  (3)  auch  die  normale 
Krümmung  der  Flächencurve  in  dem  Punkte  P  oder  (w,  v). 

Zweitens  wollen  wir  die  Flächencurve  auf  die  Tangentenebene 
der  Fläche  an  der  Stelle  P  projicieren.  Diese  Ebene  betrachten 
wir  natürlich  von  der  positiven  Flächennormale  her.  Da  der  Winkel  a> 
der  Flächennormale  mit  der  Hauptnormale  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  positiven  Hauptnormale  zur  positiven  Binormale  gemessen 
worden  ist,  so  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Binormale  mit 
der  Flächennormale  bildet^  gleich  sino;,  sodass  nach  unserem  Satze 

sino) 


die  mit  Vorzeichen  versehene  Krümmung  der  Projection  der  Flächen- 
curve auf  'die  Tangentenebene  des  Punktes  P  für  diese  Stelle  P 
selbst  ist  Man  nennt  diesen  Ausdruck  deshalb  die  tangentiale 
Krümmung  der  Flächencurve  in  dem  Punkte  P  oder  {u,  r). 
Wir  wollen  sie  berechnen. 

Da  die  Flächennormale  die  Cosinus  X,  7,  Z,  die  Binormale  die 
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Cosinus  X,  fA,  V  hat,   so   ist  der  Cosinus  des  Winkels  beider,   also 
sino),  so  auszudrücken: 

(4)  sinG>  =  SXÄ, 

wofür  wir  nach  DI  (^  schreiben  können: 


(5) 


am  0) 


X        X 

y    y 

Z    z'     z" 


Hierin  ist  nun: 

(6) 

x'  ^ 

dx 
ds 

also: 

(7) 

x"  = 

dx" 

-=xu'  +  xv\ 


=  x,,u^  +  2x^^u'v  +  x^^v'^  +  x^u"+  xy, 


worin  wir  die  Werte  XVI  [B)  der  zweiten  Ableitungen  x^^,  x^^,  x^^ 
eintragen  können.  Dann  ergiebt  sich  flir  x"  ein  ziemlich  umständ- 
licher Ausdruck,  den  wir  abgekürzt  für  den  Augenblick  so  schreiben: 

ar"=  X{L7i'^  +  2Mu'v  +  Nv*)  +  Ax^  +  £x^, 
wobei 


(8) 


+  {-G,F-G„G  +  2F^G)v"], 

B  =  »"+  ^,[{-EJ-EJ+2F^E)u'*+2{-E^F+GJ)u'v'  + 

+  {G,E+G^F-2F^F)v"] 

ist    Setzen  wir  die  Werte  (6)  und  (8)  and  die  entsprechenden  Werte 
für  y,  y",  /,  z"  in  (5)  ein,  so  kommt: 

X     x^u'+x^v'     Ax^  +  £x^ 
Z     zu'+z„v'     Ä2^  +  Bz, 


evaa 


oder: 


Bmu 


=  (Bu'-  Av') 


*«    *»    ^ 

y«  y,   ^ 

z^    z,    Z 


wofUr  wir  nach  XI  (Z)  schreiben  können: 


Bmu 


=  l){Bu'-Av'). 
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Setzen  wir  die  Werte  (8)  tod  ä  und  B  ein,  so  konunt: 

+  {E^G-G^F)u'v  +  U-G,F-  G^O+  2F,G)v'* 

v'     D*v"-\-\{-E^F- E^E-{-2F^E)u'*  + 

+  (-  EJ+  G^E) «'»'+  i{GJ+  G^F-2F,F)  v" 


8in(u 


1^ 
D 


Diese  Determinante  erinnert  uns  an  eine  andere  ähnlich  gebaute 
Determinante,  nämlich  an  die  in  Satz  4,  S.  407,  für  die  geodätischen 
Curven.  Dies  ist  nicht  nur  äusserlich:  Ist  nämlich  die  Flächen- 
curye  eine  Curve,  deren  Hauptnormalen  mit  den  Flächennormalen 
zusammenfallen  (vgL  S.  402),  so  ist  sinco  =  0^  also  die  vorstehende 
Determinante  auch  gleich  Null.  Mithin  muss  das  Nullsetzen  der 
obigen  Determinante  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven 
ergeben.  Dies  kann  man  auch  rechnerisch  sofort  bestätigen;  man 
findet,  dass  die  obige  Determinante  genau  denselben  Wert  wie  die 
Determinante  in  Satz  4,  S.  407,  hat,  sodass  wir  schreiben  können:^ 


(9) 


810  6) 


D 


Fu+Gv'    {F^^\Ey^  +  Gyv'+\oy+Fu:'  +  Gv" 


Wir  können  diese  tangentiale  Krümmung  der  Flächen- 
curve  auch  dann,  wenn  die  Curve  keine  geodätische  Gurre  ist,  in 
enge  Beziehung  zu  den  geodätischen  Curven  bringen. 

Wenn  man  nämlich  bedenkt,  dass  die  geodätischen  Curven  auf 
der  Fläche  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  geraden  Linien 
in  der  Ebene  sind,  so  wird  man  dazu  geführt,  Constructionen,  die 

man  in  der  Ebene  mittels  gerader  Linien  bei  einer 
Curve  ausgeführt  hat,  auf  die  Fläche  zu  über- 
tragen, indem  man  die  ebene  Curve  durch  eine 
Flächencurve,  die  Geraden  durch  geodätische 
Curven  ersetzt  So  haben  wir  in  der  Ebene  in  I 
S.  36  die  Krümmung  einer  Curve  als  Quotienten 
aus  Contingenzwinkel  dr  und  Bogenelement  defi- 
niert, und  der  Contingenzwinkel  war  dabei  der 
Winkel  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  P  und 
Pj  des  Bogenelementes  ds.  Übertragen  wir  dies  auf  die  Fläche,  so 
verfahren  wir  so:  In  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  Pund  P^ 
einer  Flächencurve  c  construieren  wir  die  berührenden  geodätischen 


Fig.  93. 


'  Diese  Formel  findet  sich  bei  Mindiko,  „Bemerkung  über  die  Abwicke- 
lung krummer  Linien  vonFlächen'S  Journal  f.  d.  r.  u.a.  Math.  Bd.  6  (1830). 
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€uryen  g  und  g^  (Siehe  Fig.  93.)  Sie  werden  sich  etwa  in  Q  unter 
«inem  unendlich  kleinen  Winkel  dr^  dem  geodätischen  Gon- 
tingenzwinkeP  des  Bogenelementes  PP^  oder  ds  der  Curve  c, 
schneiden.    Alsdann  ist  der  Quotient 

dx 
da 

<1ie  Übertragung  des  Krümmungsbegriffs  YOn  der  ebenen  Curve  auf 
die  Fiächencurve.  Wird  das  Bogenelement  ds  in  dem  auf  der 
Ourve  c  festgesetzten  Sinne  durchlaufen,  so  ist  noch  die  Art  der 
Messung  des  Winkels  dr  festzustellen.  Sie  soll  im  positiven  Sinne 
auf  der  Fläche  (vgl  S.  30  und  Fig.  5)  stattfinden.  Jener  Quotient 
heisst  dann  die  geodätische  Krümmung  der  Flächencurve 
an  der  Stelle  P.* 

Um  den  Quotienten  drids  zu  berechnen,  können  wir  uns  eines 
besonderen  Parametersystems  bedienen,  da  ja  der  Begriff  dieses 
Quotienten  geometrisch,  also  unabhängig  von  der  gewählten  Para- 
meterdarstellung ist  Wir  benutzen  geodätische  Parameter  u,  v, 
indem  wir  nämlich  diejenigen  oo^  geodätischen  Curven  als  Parameter- 
linien {v)  einführen,  die  die  gegebene  Curve  c 
senkrecht  schneiden,  sodass  die  Curven  (u)  die 
orthogonalen  Trajectorien  jener  oo^  geodäti- 
schen Curven  sind  und  insbesondere  die  Curve  c 
zu  ihnen  gehört  Vgl.  8.  441.  Die  aligemeine 
Curve  (u)  können  wir  dann  also  als  die  Curve  c 
betrachten.  P  habe  die  Parameter  u,  v,  dagegen 
hat  dann  Pj  die  Parameter  u,  v  +  dv,  (Siehe 
Fig.  94).    Wir  können  dabei  voraussetzen,  dass  t;  Fig.  94. 

in  der  Richtung  von  P  nach  P^  zunehme  (vgl. 
S.  442).    Das  Quadrat  des  Bogenelementes  ist  nun  auf  der  Fläche 

allgemein: 

ds^^du^  +  G{u,v)dv^, 

sodass  das  Bogenelement  ds  oder  PP^  von  c  den  Wert  hat: 

ds  =  yGdvj 

'  Die  Bezeichnung  rührt  von  Liouville  her:  „Sur  la  th^orie  g^n^rale 
des  surfaces",  Joum.  de  Math.  p.  et  appl.  t.  XVI  (1851). 

'  Nach  einem  Vorschlage  von  Liouville,  vgl.  den  Schluss  seiner  Note  I: 
,,Sar  les  courbes  k  double  courbure"  zu  Monge^s  „Application"  (1850). 
Diesen  Vorschlag  hat  Bonnet  in  seiner  Abhandlung  im  Journal  de  rl^cole 
polyt  cah.  82  (1848)  angenommen.  Liouville  selbst  hat  die  geodätische  Krüm- 
mung in  der  schon  in  der  Anm.  zu  S.  420  erwähnten  Note  III  zu  Movqe^s 
„Application'*  genauer  untersucht 
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wobei  die  Wurzel  im  reellen  Falle  positiv  ist.  Die  Wurzel  kann  auch 
mit  D  bezeichnet  werden,  da  D^  =  JEG  —  F^  =  G  ist;  also: 

(10)  ds^Ddv. 

Die  geodätische  Curve  ^,  die  c  in  P  berührt,  durchlaufen  wir  in 
entsprechendem  Sinne  wie  c,  d.  h.  im  Sinne  des  wachsenden  Para- 
meters V.  Für  ihre  Winkel  a  mit  der  Curve  (t;)  gilt  dann  nach 
Satz  20,  S.  443,  die  Formel: 

da  =^ "  D^dv, 

Dabei  ist  a  an  der  Stelle  P  gleich  \  n,  sodass  also  die  Cnrve  ff  die 

Curve  {v  +  dv)  durch  Pj  in  einem  Punkte  T  so  schneidet,  dass  dort 

der  Winkel  gleich 

|;r  —  D^dv 

ist  Das  unendlich  kleine  Dreieck  TP^^  Q  ist  in  P^  rechtwinklig  und 
hat  in  Q  den  Winkel  dr,  in  T  den  Winkel  ^n  —  D^dv.  Da  ein 
unendlich  kleines  Flächendreieck  als  eben  aufgefasst  werden  kann, 
wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  absieht^ 
so  folgt,  dass 

(11)  dT  =  I)^dv  + ... 

ist,  wo  die  Punkte  unendlich  kleine  Glieder  andeuten,  die  mit 
höheren  Potenzen  von  dv  behaftet  sind.  Hiernach  und  nach  (10) 
ist  die  geodätische  Krümmung  in  P: 

(12)  -^-^  =  -^. 
^  ^  ds         D 

Andererseits  ist,  da  jetzt  £?=  1,  P=  0,  G  =  JD^  ist,  nach  (9) 
die  tangentiale  Krümmung  der  Curve  c  in  P  leicht  zu  berechnen, 
denn  für  die  Curve  c  oder  (u)  ist  m'=  m"=  0  und  nach  (10): 

dv  1 

ds         D 

sodass  kommt: 

sin  w  1    ^M    _    ^tt 

"r  "  ""2-2)«"  "~   i)    » 

wie  in  (12).     Hieraus  folgt: 

Satz  41:  Die  tangentiale  Krümmung  einer  Flächencurve 
ist  dasselbe  wie  ihre  geodätische  Krümmung. 

Wie  die  geodätische  Krümmung  auf  der  Fläche  die  natnr- 
gemässe  Verallgemeinerung  der  Krümmung  in  der  Ebene  ist,  so 
giebt  der  Kreis  in  der  Ebene  als  Curve  constanter  Krümmung  (vgl. 
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Satz  29,  I  S.  41)  Anlass  zu  einer  naturgemässen  Verallgemeinerung; 
er  führt  uns  zu  den  Curyen  constanter  geodätischer  Krüm- 
mung auf  der  Fläche.  Man  kann  sie  geodätische  Kreise 
nennen,  ^  muss  aber  dabei  beachten,  dass  der  Kreisbegriff  auch  eine 
andere  naturgemässe  Verallgemeinerung  zulässt,  nämlich  zu  den 
Curyen  constanter  geodätischer  Entfernung  auf  der  Fläche 
führt,  die  deshalb  auch  geodätische  Kreise  genannt  worden  sind, 
wie  wir  auf  S.  444  bemerkt  haben.  Dass  sich  beide  Begriffe 
im  allgemeinen  nicht  decken,  ist  leicht  zu  sehen.  Ist  nämlich 
die  Fläche  auf  geodätische  Polarcoordinaten  u,  v  bezogen,  so  sind 
die  Gurken  (u)  Gurren  constanter  geodätischer  Entfernung  Yon  dem 
Pole  Ä  (siehe  S.  445).  Aber  nach  (12)  ist  für  sie  die  geodätische 
Krümmung  nur  dann  constant,  wenn  längs  ihrer 

-^■5-  =  Const, 

du  ' 

•d.  h.  also  nur  von  u  abhängig  ist,  was  im  allgemeinen  nicht  gerade 
der  Fall  sein  wird. 

Die  Formeln  (3)  und  (9)  für  die  normale  und  für  die  tangen- 
tiale oder  geodätische  Krümmung  unterscheiden  sich  wesentlich  da- 
durch, dass  die  erste  auch  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung, 
Z,  M,  N,  enthält,  die  zweite  nicht  Hieraus  lässt  sich  schliessen, 
dass  der  allgemeine  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  für 
Gurven  auf  zwei  Terschiedenen  Flächen  derselbe  ist,  sobald  beide 
Flächen  auf  Parameter  u,  v  so  bezogen  werden  können,  dass  sie 
dieselben  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  haben,  d.  h.  sobald 
die  beiden  Flächen  auf  einander  verbiegbar  sind,  nach  Satz  5, 
S.  275.  Betrachten  wir  irgend  eine  Gurve  von  Punkten  {u,  v)  auf 
der  einen  Fläche,  fassen  wir  also  u  und  v  als  irgendwelche  der- 
artige Functionen  eines  Parameters  s  auf,  für  die 

Ilu'^  +  2Fu'v  +  Gv^^l 

ist,  sodass  s  die  Bogenlänge  bedeutet,  so  entspricht  ihr  eine  Gurve 
Ton  Punkten  {u,  v)  auf  der  anderen  Fläche,  und  s  ist  auch  auf  der 
anderen  Fläche  die  Bogenlänge,  weil  F,  F,  G  auf  beiden  Flächen 
übereinstimmen.      Daher    haben    beide    Gurren    in    entsprechenden 


*  So  that  88  LiE  in  der  Abhandlung:  „Bestimmung  des  Bogen- 
elementes  aller  Flächen,  deren  geodätische  Kreise  eine  infinitesi- 
male Berührungstransformation  gestatten",  Archiv  for  Math,  og  Nator- 
videnskab  Bd.  IX  (1884),  in  der  insbesondere  fär  die  geodätischen  Kreise  auf 
Flächen  constanter  Krümmung '  wichtige  Sätze  aufgestellt  werden. 


486  Vierier  Abschnitt:    Gurten  auf  der  Fläc^. 


Punkten  {u,  v)  nach  (9)  auch  dieselbe  geodätische  Krümmung,   weit 
schliesslich  auch  «',  t;',  u\  v"  bei  beiden  übereinstimmeii.    Somit  folgt: 

Satz  42:^  Bei  der  Verbiegung  einer  Fläche  bleibt  die 
geodätische  Krümmung  einer  jeden  Curve  auf  der  Fläche 
ungeändert 

Insbesondere  gehen  Cunren  constanter  geodätischer  Krümmung^ 
wieder  in  Curven  constanter  geodätischer  Krümmung  über.  E^in 
noch  speciellerer  Fall  ist  der  der  geodätischen  Curven,  die  ja  die 
Curven  von  der  geodätischen  Krümmung  Null  sind.  (VgL 
S.  482.)  Dass  die  Curven  constanter  geodätischer  Entfemang  Ton 
einer  Stelle  (vgl.  S.  444)  bei  Verbiegung  in  ebensolche  Curven  über- 
gehen, leuchtet,  nebenbei  bemerkt^  sofort  ein.  Dass  die  geodätische 
Krümmung  bei  Verbiegung  ungeändert  bleibt,  geht  rein  geometrisch 
auch  aus  ihrer  Definition  auf  der  Fläche  durch  den  Quotienten  dx :  ds^ 
hervor,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Verbiegung  eine  in  den  kleinsten 
Teilen  congruente  Abbildung  ist  (nach  S.  274). 

Die  Formeln  (3)  und  (9)  für  die  normale  und  f&r  die  geo- 
dätische Krümmung  einer  Flächencurve  beziehen  sich  auf  den  Fall,, 
dass  längs  der  Curven  die  Parameter  t£,  v  als  Functionen  der  Bogen- 
länge s  gegeben  seien.  Ist  dem  nicht  so,  sind  u  und  t;  yielmehr 
als  Functionen  irgend  eines  Parameters  i  gegeben,  so  werden  die. 
Formeln  umstäjidlicher.  Wir  wollen  angeben,  wie  man  sie  aus  den 
Formeln  (3)  und  (9)  ableiten  kann:  Deutet  der  Strich  wie  bisher 
die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  s  an,  so  ist: 

/iQ\  ,        du  ^  ,        dv   . 

(13)  u  =-^^,  V  =-T7^, 


dt     '  dt 


also: 

(14)       «"=^i^^^+4^^',  ''"=-^^*+4f^' 

(  und  f  werden  aus  (1)  abgeleitet,  denn  (1)  liefert: 
(15)  t  =  —  -^  , 

woraus  durch  nochmalige  Differentiation  nach  s  folgt,  indem  die 
rechte  Seite  zuerst  nach  t  differenziert  und  dann  das  Ergebnis  mit 
f  multipliciert  wird: 


^  In  MiNoiNQ^s  oben,   S.  4S2,   genannter  Arbeit  zwar  nicht  ausdrfleUieh 
formuliert,  aber  doch  implicite  enthalten. 
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(16)  <"  =  - 


Mm^'^'^^^^w 


+ 


[*.  (4?)' + (^. + ^-^J  (4?)"  4f  H-  o»^. + "J  -Ä  (4t)" 
+  <'.(4f)'+^(^4r+^4^)0+2('4T+«4f)l^ 

Setzen  wir  diese  Werte  (15)  und  (16)  in  (13)  und  (14)  ein,  so  werden 
u,  v\  u\  v"  durch  die  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  von 
u  und  V  nach  t  ausgedrückt.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in 
(8)  und  (9)  giebt  die  allgemeinen  Formeln  für  die  normale  und  die 
geodätische  Krümmung.  — 

Nachdem  wir  in  (3)  und  (9)  die  normale  und  die  geodätische 

Krümmung 

cos  6)            1       sin  6) 
und 


berechnet  haben,  finden  wir  daraus  auch  leicht  tgco  und  die  abso 
lute  Krümmung  l:r  der  Cunre.     Es  kommt: 

\Eu'  -¥  Fv'    i  Eu  «*'«  +  E,  u'  v'  +  (F„  -  i  ö«) »'«  +  Eu"  +  Fv" 
..  ^x   .        _    \fu'  +  Gv''   {Fu  -  iE,)u'*  -f  O^u'v  -f  jO^t/*  -f  Fu"  -hOv" 


und; 

(18)  UX  =  (L  u'*  +  2Mu'  V  +  Nv^^  + 

Eu+Fv       ^E^u^+Eyv+{F^-\Gy^+Eti'  +  Fo"   ^ 
Fu'  +  Gv       [F^^\E^u^  +  G^uv+\G^v^+Fu"+Gv 


+    ' 


z>« 


Im   reellen   Falle   giebt  die  positive  Quadratwurzel  hieraus  den 
Wert  der  Krümmung. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die   Torsion  1:q   der  Flächen- 
eurve berechnen.     Sie  tritt  auf,  wenn  wir  die  Formel  (4),  nämlich: 

sino)  =  SXk 
nach  der  Bogenlänge  s  differenzieren,  weil  dann  nach  III  (C)  kommt: 

w'cos(ö  =  SX'A+  -^  SXl 

9 

oder,  da  S  XI  =  cos  (o  ist,  und  wenn  wir  die  Qleichung  nach  1 :  q 
auflösen: 

(19)  ~  =  (ö  — . 

Q  cos  (Ü 
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In  (17)  liegt  igm  vor;  daraus  lässt  sich  cosco  und  ca'  bestimmeiL 

Es  erübrigt  also  nur  noch  die  Berechnung  der  Summe  S  X'  iL    Diese 

finden  wir   so:   Wenn  wir   aus  IQ  {B)  die  Werte  von  A,  (i,  v  ontr 

nehmen,  so  kommt: 

X'     X      x" 

71        I        ff 
y    y 

Z'      z      z" 


S^'A  =  r 


Zur  Vereinfachung  multiplicieren  wir,  was  ja  oft  nützlich  ist,  diese 
Gleichung  mit  B,  indem  wir  rechts  statt  D  die  in  XI  (Z)  angegebene 
Determinante  benutzen.    Es  ergiebt  sich  dann  zunächst: 


SJf'A  = 


D 


T 

x' 

ff 

*« 

*, 

X 

Y' 

y' 

y" 

y« 

y. 

r 

Z' 

z' 

z" 

'u 

'v 

z 

Multiplicieren  wir  in  beiden  Determinanten  Reihe  mit  Reihe,  so  geht 
eine  Determinante  hervor,  in  der  in  einer  Reihe  die  Elemente 

SrX,      SxX 

auftreten,  die  wegen  x  =z  x^u  +  v^  v\  XI  {H)  und  XI  (/)  gleich  Null 
sind.    Daher  kommt: 


sr;i  = 


rSx"  X 
D 


%x'x^    %rx^ 

Sar'x  %xx^ 


Nach  XTI  {C)  ist  aber  wegen  X'  =z  X^u  +  X^ v' : 

%Xx^  =--  Lu'  --  Mv,       SX'ar^  =  -  Jfw'  -  Nv 

und  nach  'X1{A)\ 

%x  x^  =  Eu  +  Fv\       %x  x^  =  Fu  +  Gv\ 

endlich  noch  nach  III(^: 

rSar''X=SX/  =  COSö), 

sodass  die  Formel  hervorgeht: 


SXA=  - 


C08(() 


D 


Lu'  +  Mv     Mu'  +  Nv 
Eu+Fv'      Fu'  +  Gv 


Erinnern  wir  uns  an  XII  [U)  und  XII  (F),  so  finden  wir: 


V 


/2 


E     L 


S  X'  A  = 


cos  6) 


-m'v    F    M 


u 


G     N 
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Setzen  wir   diesen  Wert  in  (19)   ein,    so   ergiebt  sich   für   die 
Torsion  der  Wert: 


<20) 


1  ,       1 

—  =  0)  —  ^ 


v^     E     L 

-tt't;'    F    M 

t£'»     G     N 


in  den  wir,  wie  schon  gesagt  wurde,  den  aus  (17)  durch  Differen- 
tiation nach  s  hervorgehenden  Wert  Ton  o)'  einsetzen  können. 

Wir  erwähnen  schliesslich  einige  einfache  Schlüsse,  die  sich  an 
die  Formek  (3),  (9)  und  (20)  anknüpfen: 

Ist  die  Flächencurve  eine  Krümmungscurve,  so  liegt  zu- 
nächst ein  Irrtum  nahe,  auf  den  hingewiesen  werden  muss:  Der 
2a  einem  Punkte  der  Curve  gehörige  Hauptkrümmungs- 
kreis der  Fläche  ist  durchaus  nicht  immer  der  Erüm- 
mungskreis  der  Krümmungscurve.  Er  wäre  es  nur  dann,  wenn 
die  Flächennormale  die  Hauptnormale  wäre,  also  wenn  die  Krüm- 
mungscurve zugleich  geodätische  Curve  wäre.  Nach  XII  ({7)  ist  für 
die  Erümmungscurven  die  in  (20)  auftretende  Determinante  gleich 
Null,  sodass  bei  ihnen  die  Torsion 


ist 

Für  eine  geodätische  Curve  ist  die  normale  Krümmung  die 

Krümmung  der  Curve  selbst,  da  dann  die  Hauptnormale  zugleich 
Flächennormale  ist,  während  die  geodätische  Krümmung,  wie  gesagt, 
gleich  Null  ist 

Liegt  eine  Haupttangentencurve  vor,  so  ist  ihre  Haupt- 
normale eine  Tangente  der  Fläche,  nach  Satz  64,  S.  182,  sodass 
ö)  =a±  J-Jr  ist    Daher: 

Satz  43:  Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  sind 
diejenigen  Curven,  deren  normale  Krümmung  gleich 
Null  ist 

Aus  (20)  folgt  femer  für  eine  Haupttangentencurve  als  Wert 
der  Torsion,  da  m  längs  der  Curve  constant  ist: 

t;'«     E     L 

-w'v'    F    M 

m'«     G     N 


9 


D 


Benutzen  wir  als  Parameterlinien  die  Haupttangentencurven,  so 
ist  nach  Satz  67,  S.  184,  L  =  N  =  0,  sodass  noch  einfacher  kommt: 
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Zugleich   ist  dann  entweder  u'  =  0  oder  v  =  0.     Für  die   Haupt- 
tangentencurve  (ti)  ist  also  die  Torsion 

1        Jfö    ,, 
wobei 

\d8)   "   Odv^  "  Q 

ist,  sodass  kommt: 

1         M 

Für  die  Haupttangentencurve  (o)  dagegen  ergiebt  sich  auf  dieselbe 
Weise,  weil  dann  u'^  =  l:E  und  t;'  =  0  ist: 

1 Jf 

Fassen  wir  einen  Punkt  (u,  v)  der  Fl&che  ins  Auge,  so  sebeD 
wir  also,  dass  die  Torsion  der  einen  Haupttangentencunre  in  diesem 
Punkte  entgegengesetzt  gleich  der  der  anderen  Haupttangentencurfe 
in  diesem  Punkte  ist,  und  zwar  ist  das  Product  beider  gleich 

AT« 

Dies   aber  ist  nach  XII  {K)  gerade   das  Krümmungsmaass  K  der 
Fläche  im  Punkte  {u^  v\  weil  ja  jetzt  L  =  Nt»  0  ist    Hieraus  folgt:  ^ 

Satz  44:  Die  Torsionen  der  beiden  durch  einen  Fl&chen- 
punkt  gehenden  Haupttangentencurven  sind  dort  einander 
entgegengesetzt  gleich,  und  ihr  Product  ist  gleich  dem 
Krümmungsmaass   der  Fläche  an  der  betrachteten  Stelle. 

Insbesondere  folgt  hieraus: 

Satz  45:  Auf  einer  Fläche  constanter  Krümmung  haben 
alle  Haupttangentencurven  der  einen  Schar  überall  die- 
selbe Torsion  und  alle  Haupttangentencurven  der  anderen 
Schar  überall  die  entgegengesetzte  Torsion. 

Die  Haupttangentencurven  der  Flächen  constanter  Earümmung 
sind  also  Curven  constanter  Torsion,  von  denen  in  Satz  43,  I 
S.  252,  die  Rede  war. 


^  Satz  von  Emmkper,  „Über  asymptotische  Linien*',  GH^ttinger  Nach- 
richten 1870. 
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Schliesslich  erinnern  wir  daran,  dass  der  Satz  44  —  abgesehen 
Yon  der  Vorzeichenbestimmung  —  schon  in  unserem  früheren  Satz  51, 
S.  170,  als  specieller  Fall  enthalten  ist,  weil  die  Flächennormale  bei 
einer  Haupttangentencarve  Binormale  ist  und  die  Torsion  als  das 
Verhältnis  dB:ds  aus  dem  Winkel  dB,  um  den  sich  die  Binor- 
male  beim  Fortschreiten  längs  der  Curve  dreht,  und  aus  dem  zu- 
gehörigen Bogenelement  ds  definiert  werden  kann,  wie  in  I  S.  188.  — 

In  den  Tafeln  XXI  und  XX1TI  sind  die  wichtigsten  Formeln 
über  geodätische  und  andere  Flächencurven,  die  wir  im  gegen- 
wärtigen Abschnitte  gewonnen  haben,  zusammengestellt  Tafel  XXII 
betrifft  die  Centraflächen. 

Endlich  soll  die  Tafel  XXIV  dazu  dienen,  dem  Leser  den 
Übergang  zu  anderen  Lehrbüchern  der  Flächentheorie  zu  erleichtem; 
es  sind  in  Tafel  XXIV  die  Bezeichnungen  angegeben,  die  in  den 
wichtigeren  Lehrbüchern  für  die  Fundamentalgrössen  u.  s.  w.  ge- 
braucht werden. 

Zu  weiterer  Vertiefung  in  die  Theorie  der  Curven  und  Flächen 
empfehlen  wir  dem  Leser  das  Studium  der  öfters  erwähnten  Lehr- 
bücher von  BiANCHi  und  Dabboux  sowie  der  in  den  Anmerkungen 
genannten  Abhandlungen. 


Anhang. 

(FortsetzQog  des  Anhangs  zum  ersten  Band.) 


Tafel  XI. 

Formein  fDr  die  Fundamentaigröeeen  erster  Ordnung  und  für  die 

Richtungecoeinue  der  Normalen. 

X,  tfj  z  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des  Mächenpunktes. 

u,  V  seine  Parameter. 

ds  das  Bogenelement  der  Fläche. 

E,  F,  0  die  Fnndamentalgrössen  erster  Ordnung. 

Xj  T,  Z  die  Richtongscosinos  der  Flächennormale. 

o)  Winkel  der  Parameterlinien. 

(^)(S.  15)^       Ü^SxJ,      F^Sx^x^,      Ö  =  SV. 

{B)  (S.  15)  ds^  =  Fdu*  +  2Fdudv  +  Odv^. 


{C)  (S.  17)  D^yFG^F^ 

im  reellen  Falle  positiv  zu  nehmen. 

Qleichung   der  Tangentenebene   in  den  laufenden  Coordinaten 


(S.  20) 


a  -  ^   ^,    ^ 


1«  V 


oder: 

{E)  X(E  -  X)  +  7(1)  -y)  +  Z(j  -  z)  =  0. 

(Ö)(S.  18)  i>'  =  S(y,r.-z^y/. 

*  Bezeichnung   der  Seite,   auf  der  die  Formeln  lom   ersten   Male  tot- 
kommen. 
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{ir)(S.  27)     sx»=i,    szj„  =  o,    sxj;  =  o. 

(/)   (8.27)  SXx„  =  0,      SAX  =  0. 


(S.  28) 


^-.-^y.  =  ^^^^".    i^^.-^y.=  ''S^. 


(S.  28) 
(JK)  (S.  31) 


U  Ü 


yu  y.   r  =i>. 


z      z      Z 

U  V 


smö>  = 


D 


Veg 


1        cos  Ck)  =  - 


i?' 


y^ö  ' 


wo  die  Wurzeln  im  reellen  Falle  positiv  zu  nehmen  sind. 
Für  den  Winkel  cc  der  zu 

dv        j  ji      dv 

=  Ä      und      -:—  =  X 


du 


du 


gehörigen  Fortschreitungsrichtungen  ist: 

{N)    (S.32)     cosa=  E^Fik^.)+Gk. 


y(E+2Fk-h  Gk^iE-^  2Fx  +  Gx^ 

Differentialgleichung  der  Minimalcurven: 
(0)  (8.  36)  Hdu^  +  2Fdu  dv  +  Gdv^  =  0 

oder  zerlegt: 

(P)  (S.  63)     [Hdu  +  (F+  iD)dv][Edu  +  {F-  iD)dv] 


=  0. 


Tafel  XIL 

Formeln  für  die  Fundamentalgrö88en  zweiter  Ordnung 

und  fDr  die  KrQmmung. 

L,  M,  iV  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung. 

Äj,  Äg  die  Werte  von  dvidu  fiir  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
richtungen. 

x^,  x^  die  Werte  von  dvidu  für  die  beiden  Haupttangenten- 
richtungen. 
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R  der  Krümmungsradius  des  zu  irgend  einer  Fortschreitungs- 
richtung  [dvidu)  oder  [k)  gehörigen  Normalschnittes. 

(f  der  Winkel   seiner  Ebene  mit  der  Normalebene   durch  die 
erste  Hauptkrümmungsrichtung. 

R^,  R^  die  Hauptkrümmungsradien. 
K  das  Erümmungsmaass. 
H  die  mittlere  Krümmung. 

(^)(S.106)      L^SXx^^,    iJ/  =  SXx„„     N^^Xx^^. 


(S.  106) 


Z  = 


1 

D 


X  XX 

tttt         u        V 


y«u  y«  y. 


'uu    K   'v 


X         XX 

UV       u       V 


l  ; 


'  ^^nWuvVuy^ 


z     z    z 

UV       u        V 


'^-i 


*»«    '«    'r 


yv  V  »fu  V  t 


'.,    'u     'r 


(C)  (S.  106)  L  =  -  Sl.a:„,     M=  -  SX.*,  =  -  SI,x.,     N=  - SJT.x,. 


(i?)(S.109)    -^  = 


Lrfu'  +  iMdu  dv  +  .ydr'       L+2Uk-\-Xk* 
Edu*+  2Fdudv  +  Odv*^  E-^  iFk  +  Ö*» 


{E) 
<S.116) 


({EM-  FL)-{GL-EN)k  +  {FJ^  -  (?  jK)  A«  =  0 
oder: 


-Ä 
1 


F      M 

G      A' 


=  0 


ftr  A  =  A,,  A,. 


(/O    (S.  1 1 7)      Aj  +  A,  =  jTy^^'^  <     *!  *8  =  -py-ö~^ 


(G)   (S.  1 1 7) 


^+^(A,+A,)  +  GA,A,  =  0, 
L  +  M{k^  +  A,)  +  iV'Aj  A,  =  0 . 


{Ä)(s.ii7)  A,=-^:4 


(0  (8. 1 18)       {LN'-M^R^-  {EN--  2  /^Jf  +  eZ)Ä  +  (J?ff  «  /^  =  o 

für  /?  =  Äi,  Äj . 


(S.  118) 


H  = 


Ä,    fi, 

/^i  ^  Äi 


EG  -  F* 


EN  -  2FM-h  OL       EN-iFM-k-  OL 


EO-F* 


/>• 


(Z)  (S.  127)         L  +  2Jl/'x  4-  (?x2  =  0     für    x  =  x^,  x, . 
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<S.  130) 
(S.  131) 


LN-M'  =  D 


y  K  y, 

z   z    z. 


LN-M*  =  D  Y.Z,-Z. r,  ^  j^Z^^X^X^ 


=  D 


Jlu  Y^  —  J^u  Ji-r 


Für  die  Winkel  a  der  Haupttangenten  mit  der  ersten  Haupt- 
krümmungsriclitang  ist: 


(iV)  (S.  135) 


tg«  =  ±/-f- 


Gleichung  der  Indicatrix  im  Abstände  s  von  der  Tangenten- 
ebene: 

(0)  (8.  142)  id«*  +  2jl/rfMdr  +  iVrff7*  =  2e. 

<P)  (S.  134) 


R 


cos'fl»         gm' 9 


Sind  ce  und  /9  die   Winkel   conjngierter  Richtungen   mit  der 
ersten  Hauptkrümmungsrichtnng,  so  ist: 


<2)  (S.  156) 


(S.  159) 


(S.  159) 


tg«tg/? ^. 

^„  -  i  [(J-Üf  -  ö X)  z„  +  (^X  -  J?^z.]  ; 

i;  =  iiW^  -  GM)y^  +  {FM-EN)y;[, 

SX^»   =  ^[öX*-2/'iJI/  +  ^jr']  =HL-KE, 

SX„A;  =  ^.  {QLM+EMN—FM*  -  /"Z JV]  =  ÄJIf-  iTi^, 
SX,*  = -^[^i\'*-2J'ifiV+(?jlf»]  =HN-KG. 
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{T)  (S.  161)    SdXdx=-{Ldu'  +  2Mdudv  +  Ndv*). 

Differentialgleichung  der  Erümmongscarren: 

dv*      E     L 


(«0 

(S.  174) 

oder: 

(F)  (S.  176) 

oder: 

(S.  175) 


I 


^dudv  P      M 
du^      G      N 


=  0 


Hdu  +  Fdv     Zdu  +  Mdv 
Fdu  +  Gdv     Mdu  +  Ndv 


=  0 


dx  X  dX 
dy  Y  dY 
dzZ      dZ 


=  0. 


Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven: 
(J)  (S.  174)  Ldv}  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  0. 


Tafel  Xm. 


Formeln  fDr  die  Darstellung :  »  =f(x,  y)  der  Fl&che. 

dx 


dx 


au  _ 


ö*» 


dxdy 


=  * 


au 


=  ^. 


{A)     (S.  15)       ^=1  +/?S       F=^pq,       ö  =  1  +  9«. 
(^     (S.  18)  D^yi+p^  +  q\ 

im  reellen  Falle  posiÜT  zu  nehmen. 

Vi  +  p«  +  ?«  }/r+  p»  +.  j«  v^r+p*  +  ^' 


(2?)    (S.  108)    i  = 


(^) 


yi+p«+g* 


,   ^= 


« 


Vi+p«+g«' 


JV^  = 


>/l4-/>«  + 


rdx*  +  28dxdy  +  ^dy* 


Ä       Vi  +  jp"  +  ^«     (1  +p*)da:«  4-  2pqdxdy  +  (l  +  ^•)dy» 
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K  = 


rt  -  »* 


{F) 


1 


(1  +  p*  +  ?')• ' 

H  =    (^  +p*)^-'2jpg5  +  (1  +  q^r^ 


DififerentialgleichuDg  der  Minimalcurven : 
{G)  (1  +p»)rf:r2  +  2pqdxdy  +  (1  +  7*)rfy2  = 

DififerentialgleichuDg  der  Krümmungscurven: 

I         dy^       1  +  />*       ^ 
(Ä^)  --dxdy       pq  s      =0. 

rfa:^        1  +  y2       ^ 

Differentialgleichung  der  Haupttangentencurren: 
(I)  rdx*  +  28dxdif+  tdy*  =  0. 


0. 


Tafel  XIV. 

Sphärische  Abbildung  einer  Fläche. 

Die  lateinischen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Fläche,  die 
deutschen  auf  die  Bildkugel. 

[A)  (S.204)  i  =  X,      9  =  r,      i  =  Z. 

(B)  (S.  206)    di*  =  dX*  +  dr'  +  dZ=®du^  +  2^dudv  +  &dv'. 


(S.  206, 
209) 


g  =  S-X^X,  =  IIM-KF=  -^,[EMN-F{LN+AP)+OLAf\, 
®  =  8X/    =  HN  -  KG  =  ^i[E  N^  -2FMN+GM*-]. 


(D)    (S209)  S)  =  y(g®-g»  =  «J£:i>, 

wo  a  =  ±  1  ist  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  nachdem  K. 
{E)    (S.  210)          3£  =  «A',      g)  =  «r,      3  =  «^. 
(/^(S.  211)    2^ «e,      2K=-e5,      9?=-«®. 


0  ist 


ScHKTFSRSi  Geom.  Diffir.   II. 
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Tafel  XV. 

Parailelflächen  einer  gegebenen  Fläche. 

Die  überstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Element« 
der  Parallelfläche  im  Abstände  a. 


(S.  238) 


(.i)  (S.  238)       x-x  +  aX,      y  =  y  +  aY,       z='Z  +  aZ. 

E={\-a*K)E-a{2-aH)L, 
P  =  {\  -a*K)F-a(2-aH)M, 
Ö=(l  -a'K)G-a(2-aH)N. 

L  =  aKI!+{l  -aH)L, 
M=a£F+(l  -aH)M, 
N=aK6  +  {l-aB)If. 

^  =  (1  -aH+a*K)J), 

wo  das  Vorzeichen  so  gewählt  ist,  dass  im  reellen  Falle  die  Forme 
fUr  die  Null  benachbarten  Werte  von  a  positives  3  giebt. 

(E) 
(S.  240) 


(S.  239) 


{!})    (S.  238) 


1  -  aH+a*K  ' 
H-  2aK 


1  -  aH  +  a*K  ' 


Tafel  XVL 

Die  zweiten  DifTerentialquotienten  der  rechtwinkligen 
Punlctcoordlnaten  einer  Fläche. 


(S.  264) 


*....== 


u» 


^-ö-i!/u'^v-^uyv)  +  YD^ 


+ 


2D* 


X      = 


+ 


2/>» 


X    = 


+  1 


2Z>« 


-E^F-E^E+2F^E)x„ 

E,G-G^F)x^  + 
-E,F+G„E)x^, 

-G^F-G„G  +  2F„G)x^  + 
G,E  +  G,F-2F^F)x^ 
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oder: 

x„.  =.MX+^  [(Jf,  (?  -  G^F)x^  +  (-  Ä,/'+  C.  J?):r.], 

+  (G,E+G,F-2F,F)x,]. 

Die  Formeln  (^  und  (B)  gelten  aach,  wenn  x  und  X  durch  y 
und  Y  oder  durch  z  und  Z  ersetzt  werden. 


(S.  268) 


(S.262) 


8*«u'«  =  i^«,  S\,x„  =  \F^,      8ar„x,  =  /;-iÖ., 


Tafel  XVIL 


Die  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

(^       Z,-M,=  J^IE,G-G,F]Z- 
(S.  270) 


(S.  270) 


=  ^=  2ir(2^«.-^"-^..)  + 


f? 


+  i-Z)«(^«'+^.<^«-26^.^J  + 


O 


(8.271) 


2i)« 


-Tk[^.^-^»^  +  2(G„-/'jFi7if- 


--2i.-[-ö'«^-''«^  +  2^.^i- 
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Andere  Form  der  zweiten  Fundamentalgleichung  {B): 

(S.320)  I>        "^'dv  2DE'  du  2i>E 


Tafel  XVm. 

Formeln  fDr  Flächen,  deren  Parameterlinien  die 

Mlnlmalcurven  sind. 

(J)  ^=ff  =  0,       B^iF. 

Fundamentalgleichungen : 


(&  268) 


F  dudv 


(O 


-F* 


//  = 


Ä,   "•"  Ä,  *   f 


(S.  266) 


'„  =  -  V  (y-^-  *..vJ  +>--'.=  -t  J^  +  i'*.. 


=  -VX , 


Diese  Fonneln  (/>)  gelten  auch,  wenn  x  und  X  durch  j 
oder  durch  z  und  Z  ersetzt  werden. 


j,  =  -_j.,.i/x.-uzx;, 

J,  =  - 

~    Vx.  -  .¥*J. 

E 
S.-266 

1 

^. 

r  -V».  -  J^^ 

'  A  =  -?-V-\ -/--', 

^.  =  - 

;.    Vz..*.. 

T         S 

1  .V  -  Jf« 

F 

sx/-'^^' 

r^TTei.wikJci«clTii:c  Qrr  Kr£iLiiiTaigf>c.ia  inm. : 


Iflw^-  V<:V  =  0. 


Anklang. 
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Tafel  XIX. 

Formeln  fOr  Flächen,  deren  Parameterllnien  die 

KrQmmungscurven  sind. 

{A)  (S.  355)  F:=M^O,       D^yWÖ. 

Fandamentalgleichuugeii : 

L 


(^) 
(S.  356) 

oder: 


<S.  356) 


+ 


du 


log 


Ä. 


Äj-Ä,     ö« 


{J))  (S.  356) 


7?        -^ 


li  =  ^ 


a) 


^u.= 


^^+2J?'^«'"2#'^*' 


2i7 


20^^" 


^^-2-i-u+S-.. 


Diese  Formeln  (J?)  gelten  auch,  wenn  x  und  X  durch  y  und  J' 
oder  durch  z  und  ^  ersetzt  werden. 


(F) 

1       ^-=-t' 

^--     ^^ 

(S.  356) 

1     x.=-J. 

V          y. 

^.-     ^• 

<ö) 

Q  J  *  —  ^' 

8x„Jr,  =  o, 

sx»-  ^ 

(^/) 

SX«-  ^' 

SJr„ji:,  =  o, 

sx«-^. 
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Dififerentialgleichung  der  Minimalcurren: 
(7)  J?rftt»  +  Gdt?2==0. 

Differentialgleichung  der  Haupttangentencurren: 
{K)  Zdu^+  Ndv^^O. 


Tafel  XX, 

DifTerentialparameter. 


{A)  (S.  388) 


^f  = 


Ef.'-2Ff^f.+  Of.* 


'ff  -  D« 

[B)  (S.  387)         Ar,  =   ^f^9.- FV.g.^^ng.)^GUg.  ^ 

{C)     (S.    387)  Afg    =    Agf. 

Werden  ü  =  f(u,v)  und  ^^ff{u,v)  als  Parameter  auf  der 
Fläche  benutzt,  so  sind  die  zugehörigen  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung: 


(^) 


£!  = 


ti 


S.389)-       ^ff^,-^}, 
Insbesondere  ist: 


(S.888)  J..J..- J2.  ' 


,     iP=-,- 


-J 


ra 


ff     99        "f9 


.     ö  = 


'ff 


^ff  ^99  -  ^h 


F^ 


-d 


UV 


£Mu  U  «»  V  «•»  V 


(?  = 


■«« 


Auu^mm—   AS, 


Tafel  XXL 

Geodätische  Curven. 

Differentialgleichung  der   geodätischen  Curven,   wenn  u  and  tr 
Functionen  eines  Parameters  sind  und  nach  diesem  differenziert  wird: 


(4 

(S.  406) 


Fu'+Ov      {F^-^E^u''+Gyv'+\Gy*+Fu"  +  Gv 


=  0. 


Oder,  wenn  u  als  Parameter  längs  der  Carren  benutzt  wird: 
wobei  jedoch  die  Gurren  (u)  ausgeschlossen  sind. 


(S.  408) 


=  0. 
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Bedingung   für  die   orthogonalen   Trajectorien  >l(t£,  ü)  =  Const 
von  cx:^  geodätischen  Curven: 

{C)  (S.  439)  J^^  =  f{k) . 

Bogenelement-Quadrat  bei  geodätischem  Parametersystem: 
{D)  (S.  440)  rf*»  =  rfM»  +  G(m,  v)dv^, 

wobei  D  =  j/ö  im  reellen  Falle  positiv  zu  wählen  ist 

Für  den  Winkel  a  einer  beliebigen  geodätischen  Carve  mit  den 
geodätischen  Curven  {v)  ist  im  Falle  {ß): 


[E)  (S.  443) 


-^-^  =  -  i> 


Bei  der  Annahme  {D)  ist: 
{F)  (S..446)  Jf  =  -  -1^  Ül^-  =  -  :?üi. 

Liegen  geodätische  Polarcoordinaten  vor,  so  ist  in  [D)  noch: 


«^  '  «8?'   ("J.r.  kl 


=  0, 

«=0 


dYÖ 


du 


Ju  =  0 


i>. 


=    1. 

u  =  0 


Tafel  XXII. 

Centraflächen. 

Die  Parameterlinien  (ti),  (&)  auf  der  ürfläche  [x,  y,  z)  sollen  die 
Krümmungscurven  sein.  Die  auf  den  ersten  oder  zweiten  Mantel 
der  Centrafläche  bezüglichen  Grössen  haben  den  Index  1  oder  2. 

{A)  (S.  457)     jTj  =  ar  +  Äj  X,    y^  =  y  +  Äj  7,     z^^z-\-  B^Z. 

(^(S.457)     :r3=jr  +  Ä,X,    y^^y  +  B^Y,     z^^z  +  B^Z. 


{C) 
(S.  457) 


dxi  _ 


dt« 


=  J 


öl* 


du  du   ' 


d9 


B, 


dv 


dv 


Äi 


'»' 


du   ~~       du 


dxi   y  d  B^         B^  —  Bi 


dv 


dv 


B, 


V' 
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(^) 


dJR^ 
du 


X-V^-  + A_-A;p 


öy« 


Äi 


u^ 


du 


—  =  K 


ö  i2,    ,    Rx  -Rt 


du 


+  - 


Ri 


y.» 


x-^A, 


dr 


dv   "       dv 


dx%  y  d  R^    ,     Ri  —  R% 

du  "       du    "*"       Ä, 

dv    "        dv 


{G)  (S.  462) 


^1  ""*!    du  12,         1^^' 


wo  im  reellen  Falle  Yg  positiv  sein  soll  upd  «^  =  ±  1  so  zu  wählen 
is,  dass  D^  positiv  wird. 


(^) 


^»       *«    ör  R,  y^' 


wo  im  reellen  Falle  "J/jS  positiv  sein  soll  und  Cg  =  i  ^  so  zu  wählen 
ist|  dass  i>2  positiv  wird. 


(/)(S.463)     ^x=-^-..     ^>=-yV-'      ^'=-Ä- 


'«• 


(^) 


Y ?L_  iT         F— ^    1/         Z  = -^-  z 


Yö 


Vö 


Vo 


(S.  463)       '        ''         du     '       ^  ^  ^yn      B^        du 


m 


8\ogR, 


(N)  {8.  464)  rf»,»  =  rfi?i«  +  (^^J^J'örf»«. 


(0) 


iP) 


dB, 
du 


dv 


(S.466U.      JC,  =  -  nrfRli  •  W" '      ^*  =  -  (7f.  _  j{,)' "  ö  Jj; 


467) 


du 


dv 
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DiflferentialgleichuDg  der  Haupttangentencurven  auf  dem  ersten 
Mantel: 

(Q)  (S.  46G)  EH^^  ^^^w^  -  Gli^-^  dv'  =  0, 

auf  dem  zweiten  Mantel: 

{71)  (S.  467)  En^^-^ydn'  -  6'i?i«~^*  e/i;^  =  0. 


Tafel  XXm. 

Flächencurven. 

Die  Parameter  u,  v  seien  als  Functionen  der  Bogenlänge  s  der 
Curve  gegeben,  sodass 

<./)  (S.  476)  Eti^  +  2Fu'v  +  öt?'«  =  1 

ist,  wenn  die  Striche  die  Differentiation  nach  s  andeuten. 

(o   der   Winkel    der    Hauptnormale    mit   der    Flächennormale, 
1 : r  die  Krümmung,  \:q  die  Torsion. 

Normale  Krümmung: 


{B)  (S.  477)  -"^  —  =  Z m'2  +  2Mu  v  +  Nv\ 


{C)     ain  w  __  1 
(S.482)~^""5 


''  I 


rr 


Tangentiale  oder  geodätische  Krümmung: 

Eu+Fv   .l£y+Sju'v'+{F^-  \GJv*+I!u'+Fv 
Fu'+  Gv   {F„-  ^Fy*+Gyv'+^G^v''+F\i"  +  Gv 

^Eu'  +  Fv'    ^BuU'^  +  E,u'v'+(F,- lOu)v'*-i-Eu" +Fe" 
(S  487)  teto=  1^'  tA"'    (F^-iE,)u"  +  0,u'i^  +  iG, v'»  +  Fu"  +  Gn^ 

{£)  [tJ  =  (i  «'*  +  2  J!/  tt' «'  +  iV  «'»)»  + 

(8.  487)   ^    ^„-  ^  f,^>  i  ^««'*  +  -£;«' »'  +  (^,  -  i  öj  «'*  +  £u'  +  Fv"  * 

Im  reellen  Falle  ist  1 :  r  die  positive  Quadratwurzel  hieraus. 
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[F)  (S.  489) 

l          ,        1 

-  =  6»   -      - 

e               D 

-u'v    F     M 

• 

Tafel  XXIV. 

Bezeichnungen. 

In  der  nachstehenden  Tabelle  sind  die  Bezeichnungen  ange- 
geben, die  in  sieben  Werken  über  Flächentheorie  statt  der  unsrigen 
benatzt  worden  sind,  soweit  in  ihnen  überhaupt  stehende  Bezeich- 
nungen für  die  betrefifenden  Grössen  gebraucht  worden  sind.  In 
alphabetischer  Anordnung  sind  die  sieben  Werke  diese: 

BiANCHi,  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie".  Deutsch 
Yon  LuKAT,  Leipzig  1899. 

Dabboux,  ,,I^eQons  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces  et 
les  applications  g^om^triques  du  calcul  infinitesimal'-. 
L_IV.  partie,  Paris  1887—1896. 

Gauss,  ,,Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas^'. 
Commentationes  Soc.  Scient  Gottingensis  recentiores  Vol.  VI 
(ad  a.  1823—1827),  Göttingen  1828.  Siehe  auch  Gauss'  Werke, 
4.  Bd.,  und  die  XJbersetzung  in  Ostwald's  Klassikern  Nr.  5. 

Hoppe,  ,,Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in  zwei 
Teilen.  Zweiter  Teil:  Principien  der  Flächentheorie". 
2.  Aufl.,  Leipzig  1890. 

Joachimsthal,  „Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  and 
der  Linien  doppelter  Krümmung'^  8.  Aufl.^  bearb.  von 
Natani,  Leipzig  1890. 

Knoblauch,  „Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächend     Leipzig  1888. 

Stahl  und  Kommebell,  „Die  Grundformeln  der  allgemeinen 
Flächentheorie«.    Leipzig  1893. 
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'        BlANCHl 

i 

Darboux 

00 

ou 

p 
< 

1 

Hoppe 

1 

00 

!       »-5 

Knoblauch 

»2 

H    S   ^ 

UV 

1 
U  V 

UV 

pq 

UV 

UV 

1 

UV 

ttt^ 

EFO 

EFG 

EFQ    ' 

EFO 

efg 

,  EFO 

1 

EFO 

^fg 

1) 

^^^^ 

H      * 

A 

t 

T 

Ö 

XYZ 

XYZ 

e  c'  c' 

XYZ 

pqr 

\   Xfty     3 

XYZ  * 

nbc 

LMN 

D  D'  D" 

D  D'  D", 
H  H   H 

d    A    ä 

EFO 

5 

■  LMN 

d  d!  d" 

Ji.JR, 

r,r^ 

RR 

— 

QiQi 

'     Qi9i 

9i9i 

n^i 

K 

K 

k 

— 

K 

k 

H 

H 

— 

1 

'       ^ 

Ä 

»  Auch  ^•,  ilCcosa,  C*. 
*  Aach  J. 

A  B 


Aach 


YEÖ  -F~^       YEÖ  -  F^       YE  Ö  -  jP* 
(7 

^  Benatzt  dieselben  Fandamentalgrössen  zweiter  Ordnung  wie  Gauss,  vgl. 
die  Anm.  zu  S.  106. 


*  Auch  -y  ,     -y 


Sachregister. 


Abbildung  der  Fläche  auf  die  Ebene 
86  u.  f.;  confonu  =  Conforme  Abbil- 
dung; flaclu'iiti'eu  =  FlacliflolrCUO 
Abbildiiiiß;  ^codiLtiech  '^  (jeodäti- 
BClie  Abbildung;  langentreu  SH. 

Abbildung  der  Fllfclie  auf  eine  FlSclie 
90  u.  f.,  285  n.  f. 

Abbildung  der  Fläche  auf  die  Kagcl 
durch  parallele  Nonnalcii  =  Sphä- 
riBchc  Abbildnni;. 

Ableitungen  der  Coordinaten  19  u.  f.; 
der  Richtungscosinns  158,  312  u.  f., 
320,  340. 

Abatand  iler  Tnngcnteuclic-ne  von  be- 
nachbarten  F!([chcnpunkCeii  193  u.  f. 

Abwickelbare  Flächt-n  34. 133, 151, 154, 
m,  180,  193,  18D,  23S,  373,  358, 
369,  403,  409  u.  f.,  424,  428  O.  f ,  452, 
455,470;  der  Normalen  UngsKrAm- 
mungBcurven  175  o.  f.,  455,473;  die 
eincFläche  Ifings  Curven  berühren, 
157. 

Abwickelung  einer  Fläche  auf  eine 
anderti  ■»  Verbieguug. 

Alsebi-aiachi'  gi^radlinige  Minimal  11  äcbo 
dritter  Ordnung  214,  248. 

Änderung  der  ßogeiil&oge  bei  unend- 
lich kleiner  Änderung  etuer  Curvc 
396  u.  f.;  der  Flächeninhalte  hei  un- 
endlich kleiner  Änderung  einerFläclio 
882  u.  f. 

Arithnictiscbee  Mittel  der  Krümmungen 
der  Normalschnitte  230. 

Associierte  M  iniin  alflficlicn  283. 

Asymptoten  eines  Flfichenpunktes  140. 

Asymptotische  abwickelbare  FlBche 
einer  geradlinigen  Fläche  'J27. 

Asyroptotiache  Curven  174  =  H*upt- 
tangentoncurr  en . 


Bedingung  für  conjugierle  Riebinngen 
155;  f(lr  Hauptkriimmungsricbtungen 


117,  IIS,  156;  für  Haupttaugenten- 
richtungcn  127,  156;  für  Minimal' 
riebtungen  36;  für  senkrechte  Rich- 
tungen 33. 

Begleitendes  AxenkreuE  eines  FlScben- 
punktee  133  u.  f.,  144,  16S. 

Begleitendes  Dreikaut  eines  Flichen- 
punktes  312  u.  f.;  in  ein  anderes 
Übei^fahrt  317  u.f ;  apeciell  gewShll 
S19u.f.,  340. 

Bereich  fllr  die  Parameter  auf  der 
Fläche  6. 

Berührung  nter  Ordnung  (wischen  zwei 
Flachen  200  n.  f;  zweiter  Ordnung 
swischen  Fläche  und  Kugct  203; 
zweiter  Ordnung  zwiachen  Flache 
und  Paraboloid  208;  zweiter  Ord- 
nung zwischen  Fläche  und  Tangen- 
■  tenebene  202  u.  f. 

Bewegung  16,  18,  107,  303,  837  n.  f., 
342,  344. 

Biegung  =  Verbiegung. 

Bildkugel  204  a.  f. 

Bilioeare  Gleichung  durch  eine  Diffis- 
rentialgleichuog  auüEcdriickt  78;  fftr 
"     Kreise  auf  der  Kugel  üb,  77  u.  f. 


maler 


r  Curv 


Bogcnelement-Quadrat  in  der  Ebene 
1 3 ;  auf  der  Fläche  14, 17;  als  TollstOn- 
diges  Quadrat  89-,  fflr  Inothermen- 
netze  57;  bei  Verbiegung  275;  auf 
die  Form  du''+  0  dv*  gebracht  440 
u.f.;  auf  einer  Fläche,  die  sich  un- 
endlich wenig  in  «ich  verbiegen  llast, 
291;  der  Ceiitraflflche  464  u.f.;  auf 
einer  Fläche  eonstanter  Krflmmung 
301;  von  der  Form  (£7 -H  K)(d«*+dt*j 
420,  423. 

Bogcnlünge  einer  Ciirve  bei  unendlich 
kleiner  Änderung  396  n.  f.;  einer 
Plächencurve  lOH,  476. 

Breite  und  LSnge  auf  der  Kugel  3. 

Breitenkreise  40. 

Brennfl Sehen    eines   Stmhlenaystetns 


CanatflXchen  4B1  u.  f.,  473  u.  f. 

Catenoid  12,  136,  129,  184;  als  Hini- 
malA&clie  242,  252;  verbogen  auf 
eine  gemeine  SchraiibenflÄclie  284 
o.  f.,  294. 

Cenlraflacbe454u.f;  ausgeartet  45BD.f., 
473 II.  f.;  einer  abwickelbaren  PlSche 
45^;  einer  Cantilfljtcbe  461;  eiDer 
Fläche ,  deren  HauptkrHinmiingara- 
dien  durch  eine  Relation  verbunden 
sind,  467  a.  f.;  einer  Kugel  4Ei^;  einer 
Rtilirenfläche  455;  einer  Rotations- 
flüche  455. 

Confonnc  Abbildung  einer  Flfldie  auf 
die  Ebetiee7u.f.,74,  94.  9B;  der  Kugel 
auf  die  Ebene  75  u.  f;  einer  Mini- 
malflacbe  auf  die  Ebene  25B;  einer 
PlSche  auf  eine  Plüche  71  u.  f.,  94,  96; 
einer  Pl&ehe  auf  die  BildkugSl  20S; 
einer  Minimalfläche  auf  die  Kugel 
242,  248  u.  f.,  256, 

Congrueni  yon  Flächen  mit  Jenaeiben 
Fondamentalgresaen  337  u.  f. 

Congruenxmerkniale  fllr  zwei  Flächen 
341  u.  f,  351  u.  f,  367  u.  f. 

Conjugierte  Ourven  185  u.  f.,  196  u.  f., 
198  u.  f.;  auf  abwickelbarer  Fläche 
185;  auf  Centraflficheu  464 ;  als  Para- 
meterlinien  186;  die  bei  AbbUdnng 
conjugiert  bleiben,  285  u.  f.;  die  Miui- 
malcurven  sind,  244. 

Conjugierte  Durchmesser  der  Indicatrix 
154  u.  f. 

Conjugierte  Hyperbeln  196,   137. 

Conjugierte  Richtungen  I.'i4u.  f. ,  163, 
170;  auf  abwickelbarer  Fläche  154; 
auf  einer  Kugel  157. 

Conjugierte  Tangenten  154;  harmo- 
nisch getrennt  durch  die  Haupttao- 
genten   157. 

Contingenzwinkel,  geodätischer,  483. 

Gonvei- 


Curve  4:    aufgefaast   als   Fläclie   151; 


lieh  wenig  rerAndert  306  u.  f.;  dritter 
Ordnuug  mit  constanter  Krümmung 
und  Torsion  242  n.  f. 
Curven  auf  der  Flüche  10  n.  f.,  101  u.  f., 
476  u.  f.;  nnendlich  wenig  verändert 
399  Q.  f.;  deren  Binormalen  die  Flä- 
chennorm aleii  sind,  =  Haupttangen- 
tencurren;  deren  Binormalen  die 
Fläche  beriihieii,  404;  deren  Haupt- 
normalen  in  die  Flüchennormaleu 
fallen,  400u.  f. ;  länge  deren  ein  Haupt- 


IcrQmraanggradias  conetant  igt,  485; 
ohne  bez.  von  grSsster  LAngenver- 
zerrung  bei  Abbildung  9!);  von  con- 
stanter  geodätischer  Entfernung  444, 
485  n.  f.;  von  constanter  geodätischer 
Krümmung  485  u.  f.;  von  der  geo- 
dätischen Krümmung  Null  486;  von 
der  normalen  Krümmung  Null  489, 

Curvenneta  auf  der  FlÄche  mit  ebenen 
Vierecken  193  u.  f.,  196  u.  f. 

Cyklideo  474. 

Gelinder  2,  189,225;  zweiter  Ordnung 
129;  siehe  auch  Rotationscjl Inder. 

C7lindroid  der  kürzesten  AbsiSnde 
einer  Normalen  von  den  benachbar- 
ten Normalen  171;  zur  Veranschau- 
lichung  der  Krümmungen  eines 
Fl  Sehen  Punktes  149. 


Diogonalcurven  U  u.  f ,  57  u.  f. 

Ditterential gleich nng  der  Curven ,  die 
zu  einer  gejrebenen  Sjcliar  conjugiert 
sind,  192;  der  geodfitischen  Curven 
40S  n.  f.,  41T;  der  geodätischen  Cur- 
ven (Geraden)  der  Ebene  430;  der 
geodStischen  Cnrven  auf  Flächen  mit 
<ii.'  =  (£7+ri(rfM'  +  rfe')42lQ.f.;der 

feodätischen  Curven  bei  geodätischen 
'arameCern  443  u.  f.;  der  geodftti- 
Bchen  Curven  auf  Rotationsflächen 
411  u.  f.;  der  Haupttangenteucurven 
174;  der  Haupttangenteucurven  auf 
geradlinigen  Flächen  163  u.  f.;  der 
Krümmungscurveu  174,  176;  der 
Minimalcurveo  35  u- f.,  62  u.  f.,  174; 
bei  einem  Orthogonal  System  3,3  u.  f.; 
der  orlhogonalcn  Trajectorien  von  co ' 
geodätischen  Curven  433  u.  f.,  437  u.  f. ; 
eines  Systems  i-on  conjugierten  Cur- 
ven lö6. 

Diifercntialdeichung,  gewöhnliche, 
siehe  aucn  unter  iG-ewÖhnliche  Diffe- 
rentialgleichung: partielle  siehe  un- 
ter Partielle  Dinereotialgleicbuiig; 
RiccATi'ache  siehe  unter  RicoiTi'echu 
Differentialgleichung. 

Differential  invarianten  der  Fläche  hin- 
sichtlich der  Bewegungen  303  u.  f : 
difiereuEierl  nach  einem  Parameter 
305  n.  f  ;  symmetrisch  aus  den  Ab- 
teitungen der  Coordinaten  gebildet 
308  u.  f.;  von  erster  Ordnung  306; 
hinsichlHch  der  Bewegungen  und 
auch  hinsichtlich  der  Einführung 
neuer  Parameter  342  u.  f.,  353,  384, 
387,  390  u.  f 

Differential  Parameter    eiste  r    Ordnung 
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^^^H  382  n.  f.,  436,  43S;   gemischter  oder 

^^^B  ZwiBchenpamneter  387  u.  f.,  439. 

^^^^M  Differentialquotieuteu  der  CoordinatoD 

^^^1  19  II.  f.,  261  u.  f.;  Tön  Panctionen  des 

^^H  Ortea   auf  der  FISche   374  ii.f;   der 

^^H  BichtuDgacosinns     der    FlSchennur- 

^^^^1  male  159;   der  EichlungBCOBinoB  des 

^^^^1  begleitenden    Dreikanta    der    Fläche 

^^^1  312  u.  f.,  330,  340. 

^^■^  Dopptilfläehen  256  u.  f. 

P  Dop  pei  verhält«  is  der  Krümm  ungsniittel- 

r  punkte     von     vier    Normalschnitten 

I  eine«   Fläche npunktes  114  u.  f.;    von 

■  vier  Tangenten  einee  FlltchenpunkteB 

HH^  91  u.  f.,   114;    von    d<m    Tangenteu- 

^^^^b  ebenen   von   vier  Pimkten  einer  Er- 

^^^^1  zeugenden  einer  geradlinigen  Fläche 

^^^H  Dreikant,  begleitendes,  siehe  unter  Be- 

^^^H  gleilcndeH  Oreikant   eiaea   Flächen- 

I  - 
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Ebene  in.  f.,  13,  107,  112  u.f.,  120, 
17»,  ISSu.f.,  185,  241  u.  f.;  geodfi- 
tiscb  auf  eiui^  Ebene  abgebildet  429 
1.  f.;  unendlich  benachbart  und  par- 
iltel  einer  Tangentenebene  13S. 

Ebene  Krümniungscurven   ISO, 

Einhüllende  von  co'  Kugeln  401. 

Einseitige  Flächen  259. 

Ellipae  als  Bild  eines  unendlich  kleinen 

Kreises  93  u.f.;  eut  Conatruction  der 

Krümmung     eines    Normalachnittes 

135  u.f.;  zur  Constructlon  des  Win- 

}  benachbarter  Narmalen  169. 

Elliptischer  Punkt  140. 

Endliche  Gleichungen  einer  Fläche  ab- 
geleitet aus  denFundamuDttUgrössen 
335,  337  u.  f. 

Entfernung  der  Tangente  neben  e  von  be- 
nachbartem Flacbenpunkt  152, 193  u.f. 

Euklidische  Geometrie  453. 

Evoluleuflächc  =>  CentruilSche. 


Faden  aufgespannt  auf  die  Fläche 
404  u.  f. 

Filarevolveaten  177. 

Flächen  allgemein  1  u.  f,;  abgeleitet 
aoB  den  [\ind  amental  grossen  335, 
337  Q.  f.;  conform  abgebildet  siehe 
unter  Conforme  Abbildung;  erzeugt 
durch  ihre  Punkte  oder  dorch  ihre 
Tangentenebenen  151 ;  gesucht  au 
gegebener  Centraflfiche  469  n.  f.,  474 
u.  f.;  gesucht  su  gegebenem  Nor- 
inaleusyalem  470  o.  f.;  umhüllt  von 
.»'  Ebenen  2C. 


FiKchen  von  besonderer  Art  and  snr: 
Flachen,  auf  denen  J?G-F»-0  ist 
i9;  auf  denen  LN-M''  =  0  ist,  131 
u.  f.,  siehe  auch  unter  Abwickelbare 
Flächen;  mit  lauter  Nabelpunkteo 
(Kugeln)  111  u.f.;  mit  lanter  pai- 
allelen  Normalen  107;  mit  nur  einer 
Seite  259;  mit  zwei  Scharen  Ton 
Geraden  144;  mit  einer  Schar  von 
Minimalgemden  115  n.  f.,  165,  175. 
177,  213,  a27u.  f.,  240u.  f.,  354  u-f.; 
mit  Bvei  Scharen  von  Minimalgeraden 
(Kugetn)64, 113;  von  zweiter  Urdnung 
129,  143,  184.226;  mit  in '  congTueo- 
ten  und  gleichgestellten  Curreu  = 
SchiebuDgsfl Sehen;  die  durch  Dreh- 
ung einer  Curve  entstehen,  —  Ro- 
tationsflächen; die  durch  Schraubung 
einer  Curve  entstehen,  '  Schrauben- 
fläcten;  mit  copjugierten  MimtnaJ- 
curven  244,  siehe  auch  unter  Mini- 
malflächen; die  von  cc '  Kugeln  in 
Kreisen  berührt  werden,  459  u.  f,^ 
473  u.  f.;  mit  orthogonalen  Hanpl- 
tangentencurven  siehe  unter  Mini- 
maldächen;  mit  zusammenfallenden 
UaupttangenCeu  131  u.  f ,  siebe  auch 
unter  Abwickelbare  FlS.chen;  con- 
stanter  KrQmmang  236  u.  f.,  297  a.f^ 
354,  372,  394,  416,  421,  426  o,  f., 
446,  452  u.  f.,  490;  conBtant«r  Krüm- 
mung, vorbogen  anf  die  Kag«l  301 
u.  f. ;  conatanter  Krümmung  mit  einer 
Schar  von  Minimalgeraden  22an  f.: 
mit  der  Krümmung  Null  214,  eiebe 
auch  unter  Abwickelbare  Flflcben; 
conatanter  mittlerer  Krßmmung  236 
u.  f.,  369  u.  f.;  mit  der  mittleren 
Krümmung  Null  »^  MinimalflSchen; 
mit  einer  Relation  zivischen  den 
Hauptkrümmuugsradien  353  u.  f.; 
4EI7  u.  f,;  mit  einem  conatanten 
Hauptkrümmungsradius  357  n.  f., 
36»  u.  f ;  mit  gleichen  Hauptkrflm- 
mungsradien  (Kugeln)  120;  mit  eni- 
gegeuge  setzt  gleichen  HauptkrQni- 
mungsradien  119,  134,  207  a.  f,  83& 
n  f.,  siehe  auch  unter  Minimal- 
flachen;  deren  FundnmenUl^r4sscD 
von  einander  abhängige  Cunctiones 
sind,  367;  die  sich  unendlich  wenig 
in  sich  verbiegen  lassen,  2S9  n.  f.; 
verbiegbar  anf  RotationsflSchen  893; 
anf  denen  rfs'-((/-h  r)(rfu'-Kip») 
ist.  420,  423  u.  f.;  Fläche  der  Bi- 
normalen einer  Curve  228;  der 
üauptnormalen  einer  Curve  dritter 
Ürduung  von  constanter  Krümmung 
und   Toräion   243  u.  f.;    der    KrQm- 
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mUDgskreise  der  Norm alacbnitte  eines 
allgemeinen  Flächenpanktea  146;  der 
Mitten  der  Strecken  xwiBchen  Kwei 
Gurren  190;  der  Normalen  llngs  der 
Indicatrii  17a. 

Flächencurve  —  Curve  auf  der  PlOche. 

Flachenpaar,  das  sich  in  KrQmmangE- 
cuTven  schneidet,  177  n.  f.;  das  eich 
unter  consttuitem  Winkel  schneidet, 
178  n.  f. 

Fl&ehennurmale  "  Nonnale.  i 

Flftcbentreue  Abbildung  3g  u.  f.;  der 
Kugei  auf  die  Ebene  43  u.  f.;  einer 
Botationsflflche  aaf  die  Ebene  41  u.f. 

Flächen  treue  geographische  Karten 
43  u.  f. 

Focalkegelschnitte  474. 

FortBchreitungerichtuDgen  auf  der 
Flache  29  u.  f,;  conju^ert  zu  einan- 
der siehe  unter  Conjugieite  Rich- 
tungen; senkrecht  zu  einander  33, 
in,  186,  15G,  1G9. 

Function  des  Ortes  auf  der  FIfiche 
873  u.  f. 

Functionen  der  FundamentalgrÖBHen 
und  ihrer  Ableitungen  307  u.  f. 

Fandainentalgleichnngen  der  Flächen- 
theorie  26a,  271  n.  f.;  als  Integra- 
bilitätsbedingungeu  tüT  die  Differen- 
tialquotienten der  Richtung»  cosinuH 
des  begleitenden  Dreikants  320,  322; 
»U  Inlegrabilitfitsbedingungen  einer 
Kicc&Ti'schen  Gleichung  325,  341; 
für  den  Fall,  daae  die  Parameter- 
linien Minimalcurven  sind,  26B,  272. 

Fundamental  grossen  erster  Ordnung  Ib 
u.  f.;  als  DifTerentialin Varianten  304, 
SQ6;  bei  Einführung  neuer  Para- 
meter 17  u.  f.;  ungeändert  bei  Be- 
n-egungen  16,  18. 

FundamentalgTÖssen  zweiter  Ordnung 
106  u.  f.;  als  Differential  invarianten 
304:  gleich  Null  in  einem  Punkte 
202;  gleich  Null  anf  der  FlSche 
überhaupt  107;  ungeändert  bei  Be- 
wegungen 107. 
Fundamen talgrossen  im  Anfangspunkt 
des  begleitenden  Axen  kreuz  es  134; 
charakteristisch  für  die  Cnngraenz 
von  Flächen  887  n.  f ;  der  Bildkugel 
206  n.  f ;  der  Centraäfiche  462  u.  f.; 
von  Paralleltlächen  23S  u.  f. 


Gemeine  Schraube nfl «che  60,  119,  129, 
lei.  184,  191,  225,  276;  als  Mini- 
malfläche  242  a.  f,    250;    verbogen 


Gemischter  Differential paTametet  3S7 

Geodätische  Abbildung  einer  Ebene  auf 
eine  Ebene  429  n.  f.;  einer  Fl&che 
auf  eine  Ebene  424  n.  f,  42S  u.  f ; 
einer  Fläche  auf  eine  FlBche416  u.f.; 
einer  Itotationsltäche  auf  die  Ebene 
42*  u.  f.,  428  a.  f.;  einer  Fläche 
Krümmung  auf  die  Ebene 


Geodätischer  Contingenztvinkol  4S9. 

Geodätische  Curven  402  n.  f.,  474  u.  f., 
482  u.  f.,  486,  4ä9;  auf  abwickel- 
baren Flächen  403,  409  u.  f.;  auf 
Centraflächen  458  u,  f.,  465;  auf 
Flächen  mit d3*~(_ü+  V){du*+ dr*) 
423  a.  f.;  auf  Flächen  consUnter 
Kriünmnng  416;  auf  Kugeln  410; 
auf  Eotationscylindern  409  o.  f.; 
auf  Rotationsflächen  411  u.  f,  423 
u.  f ;  auf  Rotationsflächen  conatanter 
Krümmung  413  u.  f.;  bei  Verbiegung 

Geodätische  Dreiecke  440  u.  f.;  auf 
Flächen   constanter   Krümmung  452 

Geodätische  Entfernung  444,  46a. 

Geodätische  Kreise  mit  Mittelpunkt 
444,  485  u.  f.;  von  constanter  geodä- 
tischer Krümmung  485  u.  f. 

Geodätische  Krümmung  488  u.  f.,  487; 
bei  Verbiegung  486  u.  f.;  gleich 
Null  486,  4H9. 

Geodätische  Parameter  oder  Coordlna- 
len  441   u.  f,  474,  483. 

Geodätische  Pularcoordinaten  445. 

Geographische  Karten  43  u.  f.,  33  n.  f. 

Geometrie  auf  einer  Ftäche  constanter 
Krümmung  4b3. 

Gerade  als  eeodfilischo  Curve  402,  406 
u.  f.;  durch  einen  Hauptkr ümmnngs- 
mitteipunkt  parallel  der  anderen 
HaiiptkrilmmuugBtangente  166  u.  f., 
171;  unendlich  wenig  geändert  40O 
a.  f. 

Geradlinige  Flächen  129,  183  u.f.,  216 
u.f,  438;  dieMininialflUchen  sind,  242 
u.  f,  248;  abwickelbar  siehe  unter 
Abwickelbare  Fläclien ;  constanter 
KrüninittnE  228  n.  f. 

Geschwindigkoit  der  Änderung  einer 
Ortsfuuction  373  u.  (. 

Gesimsflächen  181. 

GawShnlicbe  Differentialgl  eichungsiehe 
auch  anter  Differentialgleichung; 
erster  Ordnung  in  u  und  v  II  u,  f.; 
erster  Ordnung,  homogen  und  qua- 
dratisch hinsichtlich  du  und  dt  !2 
u.  f;   der  geodätischen  Curven  408 
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o.f.:  der  HkupttangentencurTen  174; 
der ErQmmiingecarTen  147,  178:  der 
Minimalcorren  SG  n.  f.,  S2  i..  f..  174; 
znr  Intccratioii  einer  totalen  Differen- 
tial gl  ei  cbang  326  D,  f. 

Gleichung  zwischen  den  Parameteni 
einer  Flache  U. 

Gleichungen  einer  Flüche  1  u.  f.;  auf- 
gelöst nach  t  1,  Ib.  IH,  lOS,  2tl0; 
natürliche  353  u,  f. 

GradneUe  43  u.  f.,  83  a.  {. 

Graphische  Darstellung  der  Differen- 
tialquotienten einer  Ortsfunctioii  auf 
der  Flache  370  «.  f. 


HaiiptkrUmmungaradien  113  u.  f.;  als 
Differential  invarianten  342  u.  f.;  bei 
gemeinen  ächraubenilüclien  119;  bei 
Rotationsllüchen  121  u.  f.;  unendlich 
grOBB  129,  137. 

Hauptkrümniungsmittelpiinkle  1 1 H  u.  f., 
165,  171  u.  f..  454  u.  f 

HauptkrümmungsriehtuDgen  IIS  n.  f., 
150,  lei,  174. 

Haupttangeuten  127  u.  f.,  135,  150,  174, 
m4;  h1»  Asymptoten  13U  u.  f.,  läti; 
imaginär  128,  130;  reell  verschieden 
IS9  u,  f.;  reell  zu saninien fallend  129 
u.  f.;  zu  sieb  selbst  conjugiert  156; 
liftrmonisch  za  conjugierten  Bich- 
tungen  157;  bei  abwickelbaren  Flä- 
chen 132;  bei  geradlinigen  Flächen 
129;  bei  ßoIatiooBÖAchen  128. 

Haopttangentencurven  174,  102  u.  f, 
185,  40»,  489  u.  f.;  bei  Abbildung 
von  Flachen  auf  FIfichen  2S6  u.  f.; 
auf  abwickelbaren  FIfichen  183;  auf 
dem  Catenoid  184-,  auf  Centraflflcben 
4(16  u.  f.;  auf  Flftchen  conslanter 
Krümmung  37S;  auf  gemeinen 
Seh  rauben  flachen  184;  auf  gerad- 
linigen Flachen  183  u.  f.;  auf  Mini- 
malflächen 370  u.  f.;  «1b  Parameter- 
curven  184,  48S;  die  eiu  Orlhogonal- 
eystem  bilden,  184. 

HEMNBBERn'sche  MinimaltiUcbe  260. 

Höhere  Uifferentialanotienlen  der  Co- 
ordinaten  264  u.  t. 

HiUf»ver«nderliche  =  Parameter. 

Hyperbel  zur  Constraclion  der  Krüm- 
mung eines  Normalschniltes  136  u,  f. 

Hyperbolischer  Punkt  140. 

Hyperboloid  129,  144,  225,  452. 


Indicatrii  139  u.  f.,  154  U.f.l72u.f.; 
von  anderer  Art  bei  Abbildung  von 
Flachen  99. 


Inhalt  eines  FlBcbenelementes  34  n.  f.; 
bei  unendlich  kleiner  Ändening  der    ■ 
Fläche  231  u.  f.;  des  Tetraeder«  von 
vier    benachbarten    Fl&clienpnnkteo 
196  u.  f. 

Inneres  Product  Eweier  Strecken  387. 

Integral  einer  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichune  in  u  und  r  12. 

IntegrabUitfitsbedingungen       für      die 
Dilferenlialquoticnten  der  Bichtungs- 
cosinus  des  begleitenden  Dreikants 
u.  f.;  idenliBch  mit  den  Funda- 


intalgleichungen     3n 


325; 


für  totale   ] 
glciehungen  32.5,  341. 

Integration  tjitoler  Differentialglei- 
chungen 326  u.  f. 

Invariante  Functionen  siebe  unter 
Difiereutialin  Varianten. 

Isophoten  bei  paralleler  Beleuchtung 
205. 

Isotbermen netze  auf  einer  Fläche  bft 
u,  {.,  Gl  u.  f,  71;  bei  conformer  Ab- 
bildung 71,  73  n.  f.;  auf  gemeinen 
Schranbenflächen  60;  anf  Kugeln  69; 
auf  BotationsflKcben  59;  gebildet  von 
Hauptlangeutencurveu  370;  gebildet 
von  Krüminungscurven  369  ti.  f. 


(Siehe  auch  unter  C.) 

Kegel  zweiter  Ordnung  22,  129. 

Kegelschnitt  zur  CoDStruction  der 
Krümmungen  von  NormaUchnitten 
135  u.  f. ;  zurConstruction  de«  Winkel» 
benachbarter  Normalen  16!);  als  Bild 
eines  unendlich  kleinen  Kreises  98 
u.  f.;  als  Schnitt  der  Flficbe  mit 
einer  zur  Tangentenebene  benach- 
barten Ebene  ISS  u.  f.,  siehe  auch 
unter  Indicatrir. 

Kennzeichen  ■=  Merkmaie. 

Kettenlinie  42,  126. 

Kleinste  Flüche  durch  gegebene  Corra 
234  u.  f. 

Kreise  bei  graphischer  Darstellung  der 
DiSerential(|Uotienten  einer  Orts- 
fuucUon  876  u.  f.;  anf  Kugeln  64  u.  f., 
76  u.  f. 

Kriterien  =  Merkmale. 

Krummlinige  CoordtnatenderFISche  6, 
siehe  auch  unter  Parameter. 

Krümmung  einer  Flächencnrve  lOS 
u.  f,  477,  487;  geodätisch  =  Geodä- 
tische KrQmmiing;  normal  =  Normal« 
Krümmung;  tangential  =' Tangentiale 
Krümmung;  derNormalschniite  unes 


Saehragialtr. 


Flttoheopanktu  100  a.  f.,  HS  n.  t, 
116  u.  f.,  laO;  der  Normftlachiiitte 
luiegeilrückt  darcb  die  Hauptkrüm- 
mongea  134  a,  f.;  eioee  Normal- 
achnittes  gleich  Null  127;  zweier 
zu  einancier  Bankrechter  Normal- 
schnitte  I3b;  der  ProjecÜon  einer 
Carve  ^^^  u,  f. 

KrlimmuDgiimatus  oder  KrQmmuiig  der 
Flache  200,  211  n.  f.,  272  u.  f.;  als 
Di Sereutialin Variante  S12;  als  Pro- 
daet  der  Torsioneo  der  Haupttou- 
genteiicurveii  490;  bei  Verbtegung 
■Hb;  fiir  CeDirallfieheD  466  a.  f.;  fdr 
Farallelflächea  287,  240;  auf  ab- 
wickelbaren FiBchea  214;  conatant 
siehe  uoter  PlSchen  constauter  KrUm- 
uiung',  auf  FlächeD  von  Miniinal- 
geraden  228;  auf  geradlinigen  Flä- 
clieu  219  u.  f.;  auf  Kugeln  213;  auf 
RoUtioiuflachsn  214. 

Krilromnug,  mittlere,  siehe  unter  Mitt- 
lere KrQmmnoK. 

Krümmung,  totale  449  ii.  f. 

KrUmmuugscurven  174  u.  f.,  165,  409, 
4S9;   hU  Parametercnrven  182,  206, 
344  u.  f.,    365  n.  f.,    457  u.  f.;    bei 
sphftrischar  Äbbildnng  S06  u.  f.;  auf 
abwickelbaren     FIBchen     1 77 ;      auf 
Canalflächen461;  auf  C^kliden  474; 
üben  ISO;  auf  Flächen,  deren  Uaupt- 
krümniungsradien    durch   eine   Rela- 
tion verbunden  Bind,   366;    auf  Flfi- 
chcn  conetftnter  Krümmung  372;  anf 
FlSchen  constanter  mittlerer  Krilm-  i 
mung  369;  auf  gemeinen  Schrauben-  1 
flächen    ISl  u.  f.;   gerade   ISO;    auf  | 
Gesimiiflliciien    181;     auf    Minimal-   ' 
flachen  36ts,  871;  auf  R^hrenflSchen 
181;  auf  KotstioDsflächen  181;  sphä- 
risch 180. 

Kugel  1,  3,  10,  1»,  34,  43  n.  f.,  GS,  | 
63  u.  f..  ee,  112  n.  f.,  120,  123  u.  f.,  | 
157,  180,  132,  200,  203,  20B,  213  a.  f., 
301,  3S8,  369,  410,  455,  466;  ale  Bild-  j 
kugel  204  n.  f.,  siehe  auch  unter  Spliä-  j 
rische Abbildung;  oanform  abgebildet 
75u.f.;fl&chentreuabgebildet43u.f.;  i 
geodtttiBcli  abgebildet  429;  als  ge-  ' 
radliiiige  Flüche  04, 

Kürzester  Abstand  zwischen  benach- 
barten Erzeugenden  einer  gerad- 
linigen Flüche  220  u.  f.,  22&;  zwischen 
benachbarten    NormHloo    160    u.   f., 


170  u 


Kürzeste  I. 

u.  f.,  siehe  auch 
Curven. 


I,  Gtom.  Diny.    lt. 


Länge  und  Breite  auf  der  Kugel  3. 

Länge  einer  Curve  siehe  unter  Bogen- 
lünge. 

Langentreuo  Abbildung  HS. 

Leitcurven  auf  geradfinigen  Fliehen 
216. 

Lichtgleichen  bei  paralleler  Beleuch- 
tung 205. 

Lineare  Gleichungen  für  die  geodä- 
tischen Ciirveu  einer  FlUche  eonsttui- 
ter  Krllinioung  415  u.  f. 

Linear  gebrochene  Functionen  einer 
Verilndertichen  73. 

Logurithmische  Curve  276. 

Lösungen  von  totalen  Differential- 
gleichungen 323.  830;  von  totalen 
EiccATi'schen  Di  Seren  tiaigleichungen 
330  n-f. 

Loxodromen  auf  der  Kugel  SB. 


Maass  der  Krümmung  =  KrQmmungs- 
maasB  oder  Krümmung. 

Haitma  und  Minima  der  Krümtnungen 
in  einem  Flüchen  punkte  105.  US  u.  f. 

MaximalrichtuDg  für  die  Differential- 
([»otienton  einer  Ortsfunction  378  a.  f. 

Mercatorkarte  88. 

Meridiane  40. 

Merkmale  für  die  Congruenz  von  Fla- 
chen 341  u.  f,  351  u.  f.,  367  u.  f.; 
far  die  Verbiegbarkett  einer  FlKche 
auf  einer  anderen  309  u.  t. 

Minimulcurvcn  anf  einer  FISehe  3S  u.  f., 
62  u.  f.,  73,  187  n.  f.,  246,  384  u.  f, 
109,  417,  428:  bei  Abbildungen  95 
u.  f.;  bei  conformen  Abbildungen  73; 
als  geodätische  Curven  aafgefasst 
406  u.  f.;  als  Paramaterlinien  36, 
111,  113,  115,227,  244  u.  f.,  249  u.  f, 
265  u.  f.,  277  n.  f.,  289  u.  f.,  297 
a.  f.,  340  o.  f.,  446;  bei  Verbiegung 
277  u.  f.,  289  u.  f.;  unendlich  wenig 
geändert  401  u.  f.;  auf  Flächen  con- 
stanter mittlerer  Krümmung  370;  auf 
MinimalflIicbeD  371. 

MinimalHUchen  23S,  241  u.  f.,  355,  866, 
370  u.  f.,  452;  assocüert  283;  reell 
249  u.  f ;  als  Scbiebangsfl Beben  auf- 
gefasst  245  u.  f, ;  sphärisch  abge- 
bildet 242,  248  u.  f.;  verbogen  in 
MinimalHächen  279  n.  f.;  die  Doppel- 
flScben  sind,  256  u.  f.;  geradlinig 
242  u.  f.  24M;  von  HmKURBO  260; 
die  RotatiunstJüchen  sind,  242;  mit 
einer  Schar  von  Minimalgeradeu  341 ; 
von  ScHKBK  252  u,  f. 
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Minimalgeraden,  die  Flächennormalen 
sind,  28;  auf  der  Kugel  64;  als  Para- 
meterlinien 118,  115  u.  f. 

Mittelpunkte  der  Erzeugenden  von  ge- 
radlinigen Flächen  220  u.  f. 

Mittelwert  der  Krümmun^n  aller  Nor- 
malschnitte eines  Flächenpunktes 
230. 

Mittlere  Krümmung  229  u.  f.;  als 
Differentialinyariante  342;  von  Par- 
allelflächen 236,  240. 

Modelle  von  Flächen  58;  aus  ebenen 
Vierecken  197, 288,  518;  von  Centra- 
flächen  456;  von  Schiebungsflächen 
197. 

Multiplicator  326,  435. 

N 

Nabelpunkte  110  u.  f.,  113,  119,  140, 
156,  203;  auf  Rotationsflächen  110. 

Natürliche  Gleichungen  einer  Fläche 
353  u.  f. 

Netz  von  Parameterlinien  54  u.  f.;  von 
Quadraten  siehe  unter  Isothermen- 
netze; von  Khomben  55. 

Netzviereck  auf  der  Fläche  als  ebenes 
Viereck  aufzufassen  193,  197;  als 
Tetraeder  aufgefasst  195  u.  f. 

Neue  Parameter  7,  10,  16  u.  f.,  388  u.  f. 

Nichteuklidische  Geometrie  453. 

Normalen  der  Fläche  27;  benachbart 
160  u.  f.;  längs  einer  Flächencurve, 
deren  Bogenlänge  sich  bei  unendlich 
kleiner  Änderung  der  Curve  um  Un- 
endlichkleines von  höherer  Ordnung 
ändert,  399  u.  f. ;  längs  einer  geodä- 
tischen Curve  402  u.  f.;  längs  der 
Haupttangen tencurve  182 ;  längs  einer 
Indicatrix  173;  längs  einer  Krüm- 
mungscurve  175  u.  f.;  längs  einer 
kürzesten  Flächencurve  403. 

Normalensysteme  470  u.  f. 

Normale  Krümmung  einer  Flächen- 
curve 480,  487;  bei  geodätischen 
Curven  489;  bei  Haupttangenten- 
curven  489. 

Normalschnitte  durch  einen  Flächen- 
punkt 105,  109  u.  f.;  die  dasselbe 
Doppelverhältnis  wie  ihre  Krüm- 
mungsmittelpunkte haben,  114  u.  f.; 
eines  Nabelpunktes  HO;  mit  Wende- 
punkt 127. 

0 

Oberflächenspannung  280. 

Orthogonalsystem  auf  der  Fläche  33; 
bei  Abbildung  95  u.  f.,  417;  bei 
sphärischer  Abbildung  206  u.  f. ;  von 
Haupttangentencurven  184;  von 
Krümmungscurven  177. 


Orthogonale  Trajectorien  einer  Curven- 
schar  auf  der  Fläche  380;  von  cx>* 
geodätischen  Curven  438  u.  f.,  435 
u.  f.,  439,  444;  einer  Geradensebar 
217  u.  f.,  225  u.  f.,  438. 

Ortsfiinction  »  Function  des  Ortes  auf 
der  Fläche. 

Osculierendes  Paraboloid  145,  203. 


Parabolische  Punkte  140  u.  f. 

Paraboloid  als  Ersatz  der  Fläche  145; 
als  Schiebungsfläche  189. 

Parallelcurven  auf  der  Fläche  434. 

Parallelflächen  205,  233,  286  u.  f.,  472" 
u.  f.;  von  Flächen  von  Minimal- 
geraden 241. 

Parallelogramme  von  Parameterlinie» 
31,  35,  55,  232. 

Parameter  auf  der  Fläche  5  u.  f. 

Parameterlinien  auf  der  Fläche  9,  10: 
conjugiert  186;  die  ein  Netz  von 
flächengleichen  Parallelogrammen 
bilden,  35;  orthogonal  34;  die  Haupt- 
tangentencurven sind,  184;  die  Krüm- 
mungscurven sind,  182. 

Partielle  Difierentialgleichungen  erster 
Ordnung  für  die  Richtongscosinns^ 
des  begleitenden  Dreikants  317  u.  f.; 
zweiter  Ordnung  für  die  Coordinaten 
bei  conjugierteu  Parameterlinien  187; 
zweiter  Ordnung  bei  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  297. 

Partielle  Diflerentialquotienten  p,  q^  r,. 
5,  t  1. 

Perspective  Abbildung  der  Kugel  81  a.  f. 

Product,  inneres  387 ;  der  Hauptkrüm- 
mungen eines  Flächenpnnktes  118> 
u.  f.,  122  u.  f.,  159,  siehe  auch  anter 
Krümmungsmaass  oder  Krümmung. 

Projective  Abbildung  der  Ebene  auf 
die  Ebene  430,  432. 

Punkte,  in  denen  D^  =^  E  O  -  F^  ^  O 
ist,  28  u.  f. 

Quadrat  des  Bogenelementes  «  Bogen* 

element-Quadrat. 
Quadrate    unendlich    klein    auf    der 

Fläche  55  u.  f. 


Regelflächen  =  geradlinige  Flächen. 

Reguläre  Punkte  23. 

Rhomben  unendlich  klein  auf  der 
Fläche  55. 

RiccATi'sche  gewöhnliche  Difierential- 
gleichung  183;  totale  Di£ferential- 
gleichung  324,  380  u.  f.,  340. 
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Richtungscosinus  des  begleitenden 
Dreikants  310  u.  f.,  difiFerenziert  312 
u.  f.;  bestimmt  duich  eine  Kiccati'- 
sehe  totale  DifPerentialgleichung  324, 
382  u.  f.,  840;  specielT  gewählt  819 
u.  f.,  334,  340. 

Kichtungscosinus  der  Hanptkrümmungs- 
tangenten  166  u.  f.;  der  Flächen- 
normalen 27;  differenziert  158  u.  f. 

Kichtungskegel  224. 

Ringflächen  23,  474. 

Röhrenflächen  181,  357  u.  f.,  368,  455. 

Rotationscy linder  35,  358,  369,  409  u.  f. 

Rotationsflächen  40,  58  u.  f.,  110,  115, 
120  u.  f.,  128,  180  u.  f.,  289,  291 
u.  f.,  355,  411  u.  f.,  421,  423  u.  f., 
445,  455,  461,  468;  conform  abge- 
bildet 75;  flächentren  abgebildet  41 
u.  f.;  verbogen  auf  Rotationsflächen 
294  u.  f.;  mit  constantem  Product 
der  Hauptkrümmungsradien  (von  con- 
stanter  Krümmung)  122  ü.  f.,  214  u.  f., 
413  u.  f.;  mit  entgegengesetzt  glei- 
chen Hauptkrümmungsradien  (Mini- 
mal-Rotationsflächen)  124,  126,  242; 
mit  orthogonalen  Haupttangent«n- 
curven  (dsgl.)  184;  der  Ivettenlinie  = 
Oatenoid;  der  logarithmischen  Curve 
276;  der  Tractrix  123  u.  f. 

Rotationshyperboloid  225,  452. 

8 

Schar  von  oo*  Curven  auf  der  Fläche 
11  u.  f.;  von  00  "Ebenen  23  ui  f.,  26, 
151;  von  00*  (Geraden  168,  470;  von 
00*  Geraden,  die  ein  Normalen- 
system bilden,  469  u.  f.;  von  oo'  Ge- 
raden, die  eine  oder  zwei  Curven 
treffen,  473  u.  f. 

Schattengrenze  bei  centraler  Beleuch- 
tung 158. 

Scheitel  eines  Paraboloids  als  Ersatz 
eines  Flächenpunktes  145. 

ScHERK'sche  Minimalfläche  252  u.  f. 

Schiebungsflächen  188  u.  f.,  197;  von 
Minimalcurven  siehe  unter  Minimal- 
flächen. 

Schnitt  der  Fläche  mit  ihrer  Tangenten- 
ebene 140;  mit  einer  Ebene,  die  der 
Tangentenebene  parallel  und  benach- 
bart ist,  138  u.  f.,  142;  benachbarter 
Tangentenebenen  151  u.  f.;  benach- 
barter Normalen  171  u.  f.;  der  einer 
Normalen  benachbarten  Normalen 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zu  jener 
164  u.  f. 

Schraubenfläche  59,  289;  auf  Rota- 
tionsfläche verbiegbar  293,  421;  ge- 


meine siehe  unter  Gemeine  Schrau- 
benfläche. 

Schraubenlinie,  gemeine  60,  409. 

Seekarte  89. 

Singulare  Punkte  22  u.  f.,  120. 

Sinuslinie  149. 

Sphärische  Abbildung  204  u.  f.,  449, 
452;  für  die  Curven,  die  sich  al» 
Minimalgeraden  darstellen,  215  u.  f.; 
conform  208,  242 ;  für  Minimalflächeu 
242,  248  u.  f.,  281. 

Sphärische  Krümmungscurven  180. 

Stereographische  Projection  der  Kugel 
82  u.  f.,  256. 

Stetige  Verbiegung  274,  283,  288  u.  f., 
291. 

Strahlensystem  470. 

Strictionscurve  224;  auf  abwickelbarer 
Fläche  225 ;  auf  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  226. 

Summe  der  Hauptkrümmungen  118  u.  f., 
122,  124,  150,  159,  siehe  auch  unter 
Mittlere  Krümmung. 

Summenzeichen  15. 

Symmetrische  Summen  aus  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  308  u.  f. 

System  von  conjugicrten  Curven  siehe 
unter  Coujugierte  Curven;  von  geo- 
dätischen Parametern  oder  Coordi- 
naten 441  u.  f.,  474;  von  geodätischen 
Polarcoordinaten  445. 


Tangenten  der  Fläche  20;  der  Para- 
meterlinien 29;  in  singulären  Punk- 
ten 22;  die  in  zweiter  Ordnung  be- 
rühren, 127. 

Tangentenebenen  20  u.  f.,  151,  198  u.  f.,. 
201  u.  f.;  benachbart  151  u.  f.;  bei 
geradlinigen  Flächen  221  u.  f. 

Tangentenfläche  einer  Curve  2,  10,  19; 
einer  Minimalcurve  29,  107. 

Tangentialebene  =»  Tangentenebene. 

Tangentialkegel  198;  von  einem  der 
Fläche  benachbarten  Punkte  aus 
142  u.  f. 

Tangentiale  Krümmung  480  u.  f.,  484, 
siehe  auch  unter  Geodätische  Krüm- 
mung. 

Tetraeder  von  vier  benachbarten  Flä- 
chenpunkten 195  u.  f. 

Thermische  Parameter  58,  65  u.  f.,  71 
u.  f. ;  auf  gemeinen  Schraubenflächen 
60;     auf   Minimalflüchen    255;     auf 
Kugeln  59,  66  u.  f.;  auf  Rotations- 
flächen 58  u.  f. 

Totale  Differentialgleichungen  325  u. f.; 
RiccATi'sche  324,  330  u.  f.,  840  u.  f. 
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Torsion  einer  Flächencurve  487  u.  f.; 
einer  Haupttangentencurye  489  u.  f. ; 
constant  490. 

Totalkrümmang  449  u.  f. 

Tractrix  123  u.  f. 

Translationsflächen  »  Schiebungsfla- 
chen. 

U 

Umhüllende  von  oo^  Kugeln  461. 

Unendlich  benachbarte  Normalen  160 
u.  f.;  die  einander  schneiden,  171  u.  f. 

Unendlich  benachbarte  Tangenten- 
ebenen  151. 

Unendlich  ferne  Curven  26,  455; 
Punkte  auf  geradlinigen  Flächen 
223  u.  f. 

Unendlich  kleine  Änderung  einer  Curve 
im  Räume  396  u.  f. ;  einer  Curve  auf 
der  Fläche  399  u.  f.;  einer  Geraden 
400  u.  f.;  einer  Minimalcurve  401 
u.  f.;  einer  Fläche  281  u.  f.;  einer 
Fläche  in  sich  selbst  289. 

Unendlich  kleiner  Regelschnitt  als 
Bild  eines  unendlich  Ueinen  Kreises 
98  u.  f. ;  als  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  zur  Tangentenebene  parallelen 
benachbarten  Ebene  >-  Indicatrix. 

Unendlich  kleine  Parallelogramme  auf 
der  Fläche  31,  35;  Quadrate  55  u.  f.; 
Rhomben  55;  Vierecke  193  u.  f. 

Unendlich  kleine  Verbiegung  von 
Flächen,  die  dabei  in  sich  übergehen, 
289  u.  f. 

Unendlich  kleine  Winkel  zwischen 
Normalen  161,  168  u.  f. 

Unveränderliche  Functionen  »  Differen- 
tialinvarianten. 

Unveränderlichkeit  des  Krümmungs- 
maasses  bei  Verbiegung  275;  der 
geodätischen  Krümmung  bei  Ver- 
biegung 486. 

T 

Verbiegung  von  Flächen  273  u.  f.,  389 
u.  f.,  415  u.  f,  419,  485  u.  f.;   von 


Centraflächen  468;  von  Flächen  auf 
sich  selbst  289;  von  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  301  u.  f.;  von 
gemeinen  Schraubenfiächen  auf  Ca- 
tenoide  284  u.  f.,  294 ;  von  Minimal- 
flachen  auf  Minimalflächen  279  u.  f., 
288  u.  f.;  von  Flächen  auf  Rota- 
tionsflächen 293,  468;  von  Rota- 
tionsflächen auf  Rotationsflächen 
294  u.  f.;  von  Schraubenflächen  auf 
Rotationsflächen  293;  stetig  274,  283, 
288  u.  f.,  291. 

Verbiegung  von  Polyedern  288,  518. 

Verzerrung  der  Curvenlängen  bei  Ab- 
bildung 37,  99;  von  unendlich  klei- 
nen Winkeln  bei  Abbildung  100. 

Vorzeichen  der  Krümmung  einer  Flä- 
chencurve  104,  477;  der  Krümmung 
eines  Normalschnittes  104,  127. 

W 

W-Flächen  oder  WEiNOARXEN'sche  Flä- 
chen 355  u.  f.,  467  u.  f. 

Winkel  von  Fortschreitungsrichtungen 
auf  der  Fläche  32,  68. 

Winkel  einer  geodätischen  Curve  mit 
00^  geodätischen  Curven  442  u.  f.; 
auf  Rotationsflächen  412  u.  f. 

Winkel  der  Hanpttangentencurven  135. 

Winkel  der  Parameterlinien  30  u.  f.; 
bei  geodätischen  Polarcoordinaten 
447  u.  f. 

Winkel  unendlich  benachbarter  Nor- 
malen 161,  168  u.  f 

Winkelsumme  in  geodätischen  Drei- 
ecken 451  u.  f. 

Winkeltreue  Abbildung  =  Conforme 
Abbildung. 

Winkeltreue  geographische  Karten  83 
u.  f. 

Z 

Zweite  Differentialquotienten  der  Co- 

ordinaten  262  u.  f. 
Zwischenparameter    oder    Gemischter 

Differentiaiparameter  387  u.  f. 


Berichtigungen  und  Zusätze. 

Zum  I.  Band. 

Seite    17,  Zeile  9  von  oben  lies:  t  statt:  t. 

„       21)  Zeile  2  von  unten  füge  hinzu:  (A|=j=0). 

„      69y  letzte  Zeile  lies:  r  statt:  r. 

,,      96,  Satz  68.     Diesen  Satz  findet  man  schon  bei  CbsXro,  „Lezioni  di 

geometria  intrinseca",  Neapel  1896.    Vgl.  die  Anmerkung  zu 

S.  353  des  vorliegenden  Bandes.    In  der  in  I  S.  96,  Anmerkung,. 

genannten  Arbeit  werden  dagegen  weitere  Sätze  aufgestellt,   die 

tiefer  liegen. 

,,    109,  Formel  (7)  vertausche  qt  mit  ip. 

„     161,  Zeile  7  von  unten  schalt«  nach:  a;^-£bene  ein:  und  die  x «-Ebene. 

„     168,  Formeln  (4)  lies  in  der  letzten  Quadratwurzel  +  statt:  =. 

,.  194,  Satz  17,  und  Seite  197,  Satz  19.  Diese  Sätze  rühren  her  von  Schell. 
Siehe  seine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter 
Krümmung  in  rein  geometrischer  Darstellung'^,  Leipzig 
1859,  2.  Aufl.  1898. 

„  197,  §  11.  Die  in  diesem  Paragraphen  untersuchte  unendlich  kleine 
Schraubung  wurde  zuerst  von  Beltrami,  „Intorno  ad  una  pro- 
prietä  delle  curve  a  doppia  curvatura'^,  Giomale  di  Matem. 
vol.  V  (1867),  betrachtet  In  seiner  Abhandlung:  „Del  moto 
geometrico  di  un  solido  che  ruzzola  sopra  un  altro 
solido'^,  ebenda  vol.  X  (1872),  kommt  das  auf  S.  196  bestimmte 
Cjlindroid  vor. 

„    207,  Zeile  14  von  oben  lies:  Grössen  statt:  Grösse. 

„    216,  Formeln  (5).     Man   beachte  hierzu   die  Anmerkung  auf  S.  834  de» 

gegenwärtigen  Bandes. 
„     261,  in  der  dritten  Formel  (2)  lies:  5  —  statt:  3  +. 

„     830,  Zeile  15  u.  12  von  unten  lies:  l/s^  statt:  3. 
,y     331,  Zeile  11  von  unten  lies:  2  statt:  1. 
„     357,  letzt«  Zeile  links  lies:  Ellipse. 

Zum  n.  Band. 

Seite    56,  Zeile  8  von  oben  setze  einen  Punkt  statt  des  Doppelpunktes. 
,,     159,  Formel  (4)  lies:  if*  statt:  L*. 

„     171,  Satz  52  rührt  von  Hamilton  her,  vgl.  die  Anmerkung  zu  S.  472. 
„     172,  Zeile  7  von  oben  lies:  Man  thut  statt:  £s  ist. 
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Seite  181,  Zeile  21  von  oben  lies:  eine  Ciirve  statt:  die  Curve. 

„    205,  Zeile  10  von  unten  lies:  solche  statt:  diejenigen. 

,y    245,  schalte  in  Satz  112  nach:  ändern,  ein:  mit  einem  ihrer  Punkte. 

„    257,  Zeile  11  von  oben  lies:  Function. 

„  288.  Zu  dem  hier  erwähnten  Modelle  ist  allerdings  zu  bemerken,  dass  es 
nur  bei  einer  beschränkten  Anzahl  von  Vierecken  beweglich  ist 
Zwei  beliebig  lange  an  einander  stossende  Streifen  von  Vierecken 
sind  ebenfalls  beweglich. 

„    894,  Zeile  8  von  unten  fehlt  ein  Komma  nach:  Krümmung. 

„    404,  Fig.  76  lies:  Po  und  P^  statt:  P  und  P. 

„  458.  Zu  den  Schlussbemerkungen  des  §  4  ist  die  Abhandlung  von  Bel- 
TBAMi  zu  nennen:  „Saggio  d'interpretazione  della  geo- 
metria  noneuclidea'*,  Giomale  di  Mat  vol.  VI  (1868). 

9,  479,  Fig.  91.  Hier  ist  g>  falsch  eingeschrieben;  (p  ist  der  Winkel  der 
Normale  zur  Ebene  mit  der  Binormale,  vgl.  Fig.  90. 
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